Fundamentos de Inferencia Bayesiana

Algoritmos de Muestreo



El/los problema/s

1) Generar muestras de p(X)

2) Estimar el valor esperado de funciones bajo p(x)

b = /qb(x)p(x)dx
Si resolvemos el primero...  {xY,x® ... x)1

| 1 i
Estimador ¢ = — Z:Mx( )



;,Por qué es dificil?
iilenemos p(x)!!
Dos dificultades:
1) Normalizacion: p(x) =p"(x)/Z
Muchas veces, tenemos sélo p*(x)
Ej. Bayes: p(H|D) x p(D|H)p(H)

2) Aun con Z, podemos evaluar p(x) en cualquier punto,
pero no en todo punto x

Las muestras deberian venir principalmente de donde p(x) es grande,
pero, ;como saber donde es grande sin evaluarla en todos lados?



Analogia: medir [a concentracion
de plankton en un lago

= \M f@P*(x)
s——f

Problema 1: tomar muestras de agua
Problema 2: estimar la concentracion media de plankton




Algunos numeros

Modelo de 30 variables continuas, tomamos un grid
de 50 pasos para cada dimension, y una
computadora de 10 GHz que evalua la posterior
10N 10 veces por segundo...

501730 evaluaciones / 10~ 10 (evaluaciones/s) ~ 27132 s

FEdad del universo: 27A\58 s



Rejection Sampling

Tenemos Q(x) de la que si podemos LT~
tomar muestras, y c tal que:

cQ*(x) > P(x)

Algoritmo: ol

1) Tomamos muestra x de Q(x) /,/’ Pr(a) CQ (@)

2) Evaluamos cQ*(x)y tomamos )/ N "\
muestra u de Uniforme(0, cQ*(x)) ./ RIS

3) Si u > P*(x), rechazamos x, sino, _.” A
la aceptamos ' \\,




Rejection Sampling ./ \.

-unciona bien si Q es una buena aproximacion a P

S no, € va a tener que ser grande, y
habra muchos rechazos

N muchas dimensiones: por o general,
dificil incluso hallar ¢




Rejection Sampling

E]. dos gaussianas, una con desvio 1% mayor

1 22
p(il?) — (27T0'2)N/2 €

(27‘(‘0’22)]\[/2 o8
T @rop) e (N o

C crece exponencialmente con la dimension N
aqui c~1.35 para N=30 pero ¢c~20000 para N=1000

Util para distribuciones unidimensionales,
pero no para dimensiones altas



lmportance Sampling

Técnica para el problema 2, estimar valores esperados de
funciones, No para tomar muestras.

Nuevamente, podemos evaluar P*(x) pero no tomar muestras
de P(x), y contamos con Q(x) de la gue podemos tomar
muestras y podemos evaluar Q*(x)

Queremos estimar el
valor esperado de ¢(x)




Importance Sampling

Queremos estimar el
valor esperado de ¢(x)

. 1 .
¢ = E;WX( ))

Algoritmo:
1) Generar R muestras de Q(x): {x'",x®, ... x®)} o)
2) Computar los pesos de las distintas muestras: w. = Q*Efﬂﬂ;
y:r w’f’¢($(r))

3) Estimar el valor esperado como: ¢ =

Zfr Wy



Importance Sampling

P o o wed(z™)
Q*(CIZ(T)) Zfr Wy

Dificil estimar cuan confiable es el estimador: si Q(x) es chica en un
lugar donde |¢(z) P*(x)| es grande, estimamos mal sin enterarnos..

Tamano efectivo de muestra Pesos normalizados
R? ~ Rw,
R w’r —
Zfr’ Wy

T — =
S SN

En muchas dimensiones, dificil “embocar” la region tipica de
probabilidad de P(x), luego gran variacion en los pesos.. Incluso
en la region tipica, los pesos difieren por factores de orden exp(VN)



Entonces.. ;qué hacemos?

MCMC

Markov Chain Monte Carlo

Cadenas de Markov: la probabilidad del siguiente

estado depende del estado er

Monte Carlo: Proceso A

gue estamos
eatorio



Algoritmo de Metropolis

Nuevamente, somos capaces de evaluar P*(x) en cualquier x

Densidad de propuestas Q(x;x’), que depende del
estado actual x', y es simétricaen X, X'

Algoritmo:
1) Elegir valor inicial x(©
2) Para t=1..., repetir:
a) Tomar muestra de Q(a';z"" 1)
b) Calcular la razéon de densidades r =
c) Tomar:

P*(x')
P* (aj‘(t_l))
(1) {x’ con probabilidad min(r, 1)
T —

(=1 en otro caso

Las muestras repetidas no se descartan, son muestras validas



Algoritmo ae Metropolis Normal bivariada

o0 pasos 1000 pasos Muestras

[~ =]
wgﬁ A, -

Aqui: saltos pequenos, comportamiento
random walk.. ineficiente

iMétodo util en altas dimensiones!



Algoritmo de Metropolis ¢Por qué funciona?

Esguema de la prueba, en dos pasos:

1) Probar que la secuencia simulada es una cadena de
Markov con una distribucion estacionaria unica (paso
técnico, usando propiedades de estas cadenas)

T ') — TI(7 ..\ Balance detallado, condicion
(x)Q(az ,:13) (:13 )Q(x, v ) suficiente para estacionareidad

2) Probar que la distribucion estacionaria de la cadena
es la distribucion deseada

Tomamos Ta, Ty : P (1) > P*(24)
P
Lo — Ty P*(x2q)Q(xp; T4a) /T_ P (z(t=D)
P*(zq)
P*(QEb)

Ty = Ta P*(xp)Q(Ta; Tp) = P (24)Q(wp; 4)



Algoritmo de Metropolis-Hastings

Similar a Metropolis, sin imponer simetria en la densidad Q(x;x’)

| P* /
Algoritmo: r= P*(m(@x_)n)
1) Elegir valor inicial x©
2) Para t=1..., repetir:
a) Tomar muestra de Q(z’; 2z~ Y) '
(! (t—1). ./
b) Calcular la razon de densidades = Pix((f_)1>)gg,;x<t’_i§
c) Tomar:

(1) {x’ con probabilidad min(r, 1)
T —

=1 en otro caso

Las muestras repetidas no se descartan, son muestras validas

Prueba idéntica, ahora los factores Q2 en r compensan la falta de simetria



Algoritmo de Gibbs

No podemos muestrear de P(x), pero si de las
condicionales P(xi|{xj};-i)

Muestreamos una a una...

() () (2)

:U%Hl) ~ P(xi|xy,z3’,...,2))
lengrl) ~ P(xo angl),xét), . 733%'))
a:étﬂ) ~ P(x3 x§t+1),xg+1), . ,:Cg?), etc.

Prueba de convergencia: cada paso es un método
Metropolis en el gue se aceptan todas las propuestas



Algoritmo de Gibbs

Normal bivariada con corr=0.8

10 pasos 50 pasos Muestras
d JJ - d - i ad
e
- H <7 T =
o J | R m - | o
4 2 0 2 4 | 4 2 6 2 4 4 2 0 2 4

Random walk “cuadrado”



Otras técnicas

e Hamiltonian Monte Carlo (HMC)
Inspirado en fisica, usa el momento de las muestras
ademas de la posicion. Método robusto y de uso

general (STAN).

e Sequential Monte Carlo (SMC)
En lugar de acumular muestras en la historia (MCMC), a
cada paso llevamos una estimacion de la distribucion.
Ejemplos: particle filters.
En general, buenos modelos cognitivos, ya que
demandan menos, por lo que son mas plausibles como
mecanismo psicologico.



Practica

Wagenmakers & Lee: 6.1, 6.2



