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Resumen

Se caracteriz6 el campo de velocidades de un fluido en el cual se generd un vértice estacionario,
en un recipiente finito, ajustando la velocidad tangencial a la rotaciéon a los modelos de Rankine
y Burgers. En términos generales, el método de filtro blanco-negro usado para la mediciéon de
dicho campo implicé grandes dipersiones, pero sin embargo se obtuvieron ajustes satisfactorios
con R? > 0,80 en todos los casos, a la zona hiperbélica del modelo de Rankine. También se
pudieron tomar mediciones para el régimen cuadritico de dicho modelo y ajustar con una alta
dispersién (R? ~ 0,3). Asimismo, se ajusté al modelo de Burgers de manera satisfactoria, obteniendo
R? ~ 0,93. Se registré el perfil del vértice (superficie libre) y correspondié a la forma hiperbélica
caracteristica de un vortice libre estacionario en un recipiente cilindrico, y el resultado coincide con

dicho modelo.

1. Introduccion

La vorticidad & es una propiedad cinemética
de los fluidos que mide punto a punto la velocidad
angular de las particulas del mismo, definida por
@ = V xu, donde u es el campo de velocidades del
fluido en cuestién [1]. Cualquier flujo que posea
vorticidad y sea de tipo circular, es decir, que esté
caracterizado por la rotacién de las particulas de
fluido alrededor de algin eje, se denomina vorti-
ce. En particular, uno de los vértices més simples
consiste en el generado por la rotaciéon de todas
las particulas alrededor de un cierto eje en un
medio infinito (sin condiciones de borde). Son de
interés en particular dos modelos para el campo
de velocidades en dichas situaciones: el modelo de
Rankine y el modelo de Burgers. El modelo de
Rankine [2] supone que la vorticidad se encuen-
tra uniformemente distribuida en un cilindro de
radio ¢ centrado en el eje del vértice (que es de
velocidad constante) y que el fluido es ideal, i.e.,
es de viscosidad nula. Si se utilizan coordenadas
polares (r,z,¢) centradas en el eje de rotacién

del vértice (eje z), la velocidad tangencial del flui-
do es sélo funcién de la distancia radial a dicho eje:
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Donde ¢ denota el radio de corte entre los
dos regimenes cuadratico e hiperbdlico y k es una
constante que depende de las condiciones inicia-
les. Ademaés son nulas las otras componentes de la
velocidad: v, = v, = 0.

En el modelo de Burgers [2] se modeliza un
fluido real, tomando en cuenta los efectos de la
viscosidad v, que esencialmente suaviza la discon-
tinuidad en la derivada radial de v; y ademas apa-
recen componentes axial y radial de la velocidad:
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En el siguiente trabajo se estudio el campo de
velocidades de un fluido (agua y leche) en presen-
cia de un vortice formado en el centro de un re-
cipiente cilindrico. Se estudio la componente tan-
gencial de dicho campo de velocidades, y se ajus-
taron los resultados al modelo de Rankine y al de
Burgers (ecuaciones 1 y 3). Se estudié la depen-
dencia con la altura de la superficie libre de fluido.
También se subié considerablemente la viscosidad
del fluido al agregar goma x&antica y se realizaron
los mismos estudios.

Por 1ltimo, se estudié la forma del vértice. El
tipo de vortice generado por la rotacién de un
iméan introducido en el seno de un fluido y sobre el
fondo de un recipiente cilindrico posicionado sobre
su eje de simetria corresponde a uno del tipo libre
estacionario [3]. Esas son las condiciones experi-
mentales del estudio llevado a cabo. El modelo del
perfil en cuestién es [3]:
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Donde r, y wqg son el radio y la velocidad angular
del buzo que genera el vortice, zo, es la altura del
fluido lejos del eje de rotacién (r >> rg) y g es la
aceleracién de la gravedad. La ecuaciéon 5 indica
que en el vértice libre estacionario, la altura de la
superficie libre del liquido decae con una gran pen-
diente inversamente proporcional al cuadrado de
la distancia radial al eje de rotacién, hasta que el
liquido esta esencialmente en reposo para radios
grandes. Dicha ecuacién supone al fluido incom-
presible y vale tanto para fluidos viscosos como
no viscosos (i.e., ideales o no ideales).

2. Desarrollo experimental

Se dispone de un agitador magnético y una cu-
ba de vidrio con forma cilindrica Pirex de 19c¢m
de didmetro. Se propone estudiar la componente
tangencial del campo de velocidades al llenar la
cuba hasta un cierto nivel con fluido (en un prin-
cipio, agua) y al generar un vértice en el centro
de la misma. Para hacerlo, se dispuso un iman de
forma cilindrica (de 5mm de ancho y 3,5cm de
largo) en el fondo de la cuba (i.e., en el seno del
fluido) que rota de manera uniforme y regulable

con el campo magnético aplicado por el agitador.
De ésta forma se genera un vértice libre estacio-
nario [3] en el centro de la cuba (eje de simetria de
la misma). Para medir el campo de velocidades se
utilizé una cdmara web dispuesta sobre el cilindro,
y el detalle de los métodos utilizados se explicara
a continuaciéon. Se usé una cadmara lateral para
caracterizar la forma del vértice generado. En la
figura 1 se muestra la disposicion experimental:
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Figura 1: Esquema del dispositivo experimental uti-
lizado.

Para caracterizar el campo de velocidades en
cuestion se utilizaron dos esferoides pequenios de
telgopor que funcionaron como sensores de éste
campo. En primer lugar, se gener6 el vértice en-
cendiendo el agitador magnético a una cierta fre-
cuencia regulable y se posicioné uno de éstos esfe-
roides en el centro del vértice. El otro fue lanzado
sobre el fluido, y el movimiento de ambos fue regis-
trado por la camara web: uno permanece en una
posicién aproximadamente fija (en el vértice) y el
otro gira a merced de dicho vértice.

Método de contraste blanco-negro: ! Para ge-
nerar un mayor contraste entre las particulas o
esferoides y el fluido de fondo se mezcl6 el agua
con leche y se colorearon dichas particulas de ne-
gro. En la figura 2, se muestra una captura tipica
realizada por la cAmara web:

ICabe destacar que se utilizaron otros métodos para realizar el seguimiento de los esferoides, pero su aplicacién no
resulto fructifera para las mediciones realizadas. Uno de ellos precisaba colorear los esferoides de verde y luego aplicando
una separacién RGB, y viendo la proporcién componentes en verde con respecto al total de cada pixel, poder asi distin-
guir los esferoides respecto del resto. También se utilizé sin éxito el método PTV [4] a partir de un cédigo preescrito de

Matlab.
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Figura 2: Captura tipica para la cdmara web dis-
puesta normal a la superficie libre del fluido (agua
més leche). Se observan las particulas utilizadas para
censar el campo de velocidades, coloreadas de negro.

Con la webcam se capturaron videos de 30 se-
gundos cada uno y todo el tratamiento posterior
fue realizado por un conjunto de programas es-
pecificos realizados para Matlab. Estos operaron
de la siguiente manera:

1) Se aislé la zona de interés para el célculo
del campo de velocidades, eliminando del anélisis
los alrededores de la cuba cilindrica.

2) Se convirtié cada video a escala de grises y
se binarizaron los cuadros que lo componen, defi-
niendo previamente un umbral. Utilizando lengua-
je de objetos, uno de los programas permite trac-
kear la posicién en cada cuadro de las 2 particulas
senialadas, ahora facilmente distinguibles del fon-
do. Si el programa las llegara a perder de vista,
ya sea porque se encuentran muy cerca (y son por
ende indistinguibles) o porque alguna de ellas se
pierde en un reflejo, el mismo repregunta la posi-
cién de las particulas 2. Incluso, se pueden ignorar
aquellos cuadros que no son de utilidad, por ejem-
plo, si una particula se pegara al borde de la cuba.

3) Se calculé mediante el programa la veloci-
dad tangencial en funcién del radio (i.e., la distan-
cia entre las particulas), calibrando previamente la
camara web. 3 Se juntaron las mediciones corres-
pondientes a las mismas condiciones fisicas: altura
de la columna de fluido y velocidad angular del
vértice (i.e., del agitador).

4) Se realizaron los ajustes correspondientes a
los modelos de Rankine y de Burgers.

Se realizaron mediciones para alturas de la co-

lumna de fluido desde 2,5¢m a 8cm, y para dife-
rentes velocidades del vértice. Ademas, se propuso
ver los efectos de los aumentos de viscosidad en el
flujo, agregando goma xantica en concentraciones
arbitrarias y realizando los métodos explicados an-
teriormente.

Por otro lado, posteriormente se posicioné otra
webcam de forma lateral y se tomaron capturas,
siendo el fluido agua pura, para asi poder regis-
trar la forma del vértice generado y luego poder
ajustar la misma al modelo hiperbdlico precisado
por la ecuacién 5.

3. Analisis y resultados

Para la mezcla de agua y leche (no espesada)
se obtuvieron las mediciones de velocidad tangen-
cial en funcién del radio. Se observo en todos los
casos una gran dispersion en las mediciones, como

muestra la figura 3:
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Figura 3: Grafico tipico de velocidad tangencial en
funcién del radio, correspondiente a una altura de co-
lumna de fluido de 8cm.

Para tratarla, se promedié en pasos diferen-
ciales los valores de v; que caen entre r y r + dr,
obteniendo en cada caso la barra de error corres-
pondiente. Luego se ajusté al modelo de Rankine.
En dicho caso, sélo pudo registrarse el compor-
tamiento hiperbdlico (ver ecuacién del modelo
de Rankine, con r > ¢ v(r) = k/r)). Para pe-
quenios radios la velocidad de la particula era tal
que la resolucién temporal de la webcam (15-30
FPS) no resulté suficiente, generando efecto blur
y dificultando la localizacién e identificacién de
los esferoides cuando éstos se encontraban muy
cerca entre si. Sin embargo, se pudieron obtener
algunos datos de velocidad tangencial para radios
pequenos (ver cuadro 1). En la figura 4 se muestra

2Los reflejos, mayormente blancos, ahora se pierden en gran medida en el fluido, puesto que éste es del mismo color.
3Esto se hizo tomando con la webcamn una foto a una altura determinada de un objeto de dimensiones conocidas, y

obteniendo luego la relacién pixeles-distancias para cada eje.



un grafico tipico de dicha evolucién, con el ajus-
te hiperbdlico al modelo (i.e., la ecuacién 1 para
r>c):
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Figura 4: Mediciones de velocidad tangencial en fun-
cién del radio con el promediado local y el ajuste hi-
perbdlico (ecuacién 1, r > ¢) correspondiente el cual
presenté R? = 0,95. La altura de columna de fluido
en éste caso fue de 7em.

De los ajustes en cuestion, se obtuvieron los
coeficientes k& del modelo de Rankine de la ecua-
cién 1 para r > c¢ en funcién de la altura de la
columna de fluido A, como muestra la figura 5:
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Figura 5: Coeficiente k& del modelo de Rankine para
r > ¢, con v(r) = k/r en funcién de la altura de la
columna de fluido, cuando el mismo no se encontraba
espesado.

La relacion es presumiblemente lineal pero la
falta de mediciones para alturas diferentes no per-
mite sacar conclusiones al respecto.

Se muestran a continuacion distintos andlisis
para los modelos Rankine y Burgers de las veloci-
dades tangenciales respecto del radio. En el cuadro
1 figuran 3 ajustes al modelo de Rankine que in-
cluyen el régimen cuadratico para radios pequenos
(r<ec):

r < ¢ (cuadrético) r > ¢ (hiperbdlico)
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Cuadro 1: Mediciones de velocidad tangencial en fun-
cién del radio, con el promedidado local y los ajustes
para r < ¢ (columna izquierda) y r > ¢ (columna de-
recha) a la ecuacién 1 (modelo de Rankine). La primer
fila corresponde a fluido (agua més leche) no espesa-
do, con altura de la columna de 4cm (R? = 0,31). La
segunda y tercera fila corresponden al fluido espesado
con goma xantica, con una altura de la columna de
fluido de 6,3cm (R? ~ 0,6).

En la figura 6 se muestran 2 ajustes realizados
al modelo de Burgers:
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Figura 6: Mediciones de velocidad tangencial en fun-
cién del radio, con los respectivos ajustes al modelo de
Burgers (ecuacion 3). El grafico superior corresponde
a fluido no espesado con altura de la columa de 4cm
(R? = 0,93) y el inferior al fluido espesado una altura
de 6,3cm (R? = 0,94).

En forma aproximada, de los ajustes de la fi-
gura 6 se puede obtener el radio de corte equi-
valente para el modelo de Burgers, i.e., el corres-
pondiente al maximo local en la curva, obteniendo
Ceqg = (43 £3)mm y ceq = (35 £ 3) para el grafi-
co superior e inferior respectivamente, sugiriendo
que el espesado del fluido estd asociado a un enco-
gimiento del voértice si se relaciona c.4 con el an-
cho caracteristico del mismo. Asimismo, se podria
esperar a priori que las mediciones con fluido es-
pesado posean una menor dispersion, resultando
en columnas de error mas cortas, dado que un au-
mento en la viscosidad podria generar un vortice
mas estable y menos turbulento. Esto se evidencia
notando que las columas de error en los graficos de
la primera fila del cuadro 1 son en general mayo-
res que los de las otras 2. En particular, se obtuvo
el k£ del modelo de Rankine con un orden mayor
de precision en las mediciones con fluido espesado,
reforzando dicha intuicién.

En cuanto al estudio del perfil del vértice, se
tomaron imégenes del mismo con la camara late-
ral. En la figura 7 se muestra un perfil tipico:

Figura 7: Captura tipica para la ciamara web dis-
puesta en forma lateral. Se observa la forma de la su-
perficie libre del fluido en la zona del vértice generado
y el buzo en la parte inferior. Notar la deformacién en
el perfil que induce el esferoide colocado en su centro.

Para la obtencién del perfil para cada captura
realizada con la camara se utilizé Mathematica
en primer lugar para identificar los bordes més
relevantes de cada imagen. Luego, se borraron
aquellos bordes indeseados dejando sélo el bor-
de correspondiente al perfil. Posteriormente, con
Mathematica se obtuvo el arreglo de pares de valo-
res numéricos (z,7) correspondientes a cada punto
del borde, para su posterior ajuste y andlisis. En
la figura 8 se muestra un ejemplo de dicho proce-
dimiento:
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Figura 8: Procedimiento realizado para obtener la
forma del perfil para cada captura de la camara web
lateral. (a): imagen capturada ; (b): imagen con los
bordes de la superficie libre del vértice filtrados; (c):
perfil transformado en datos para su postrerior anali-
sis.

En todos los fotogramas capturados resultd
evidente el hecho de que el esferoide ubicado para
localizar el vértice deformaba la superficie libre
del mismo (ver figura 7). Mds ain, los ajustes a la
ecuacion b realizados para los perfiles completos
resultaron insatisfactorios, no ajustando dichos
perfiles al modelo hiperbdlico presentado. Por tal



razon, se borré la zona de los perfiles circundan-
te al esferoide, i.e., se eliminé la parte inferior
de cada perfil. Posteriormente se ajustaron estos
perfiles modificados a la ecuacién 5 y se obtuvo
que en medidas generales el modelo de perfil hi-
perbdlico se adapta bien a los vortices estudiados.
A modo de ejemplo, se muestra un ajuste en la
figura 9:
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Figura 9: Perfil con la parte inferior cercana al esfe-
roide recortada y su respectivo ajuste a la hipérbola
de la ecuacién 5. El ajuste presenté R? = 0,98.

Esto evidencia que el esferoide colocado en el
vortice induce un cambio en la forma de la superfi-
cie libre del mismo, desviando el perfil del modelo
hiperbdlico.

4. Conclusiones

Se pudo ajustar de manera satisfactoria, con
un coeficiente de correlacién lineal mayor a 0,8
en todos los casos, a la zona hiperbdlica (r > ¢)
del perfil de velocidades tangenciales predicho por
el modelo de Rankine. Limitaciones tanto de la
cdmara (bajos FPS) como del método blanco-
negro para contrastar los esferoides con respecto
al fondo no permitieron obtener muchas medicio-
nes para radios pequenos, correspondientes a una
dependencia cuadrética (r < ¢), pero se pudo ajus-
tar a los modelos propuestos. Consecuentemente,
el uso de una camara de mayor framerate o un re-
finamiento de los programas utilizados podria me-

jorar los resultados obtenidos, dando lugar a me-
diciones mas completas y con menor dispersion.
En cuanto al ajuste al régimen cuadratico de di-
cho modelo, si bien las mediciones presentaron una
alta dispersién (y bajos valores de R?) se obtuvo
una mayor precision en los coeficientes de los ajus-
tes para el caso de fluido espesado, lo cual podria
evidenciar una mayor estabilidad del vértice ge-
nerado por un fluido de mayor viscosidad (hace
al flujo menos turbulento y més estable). Se pudo
ajustar al modelo de Burgers en forma satisfac-
toria con R? ~ 0,93. El ancho caracteristico de
vortice ceq parece ser inversamente proporcional a
la viscosidad del fluido, y ademaés el efecto de ésta
dltima no garantiza una menor dispersiéon en los
datos. Las dependencias con la altura de la colum-
na de fluido podrian ser estudiadas mas en detalle
si se realizaran mas mediciones a alturas diferen-
tes, y las mediciones disponibles no permiten sacar
conclusiones al respecto.

Por tdltimo, el perfil del vortice resulté ser el
correspondiente al de un vértice libre estacionario,
como predice la teoria. Sin embargo, hubo que re-
cortar las zonas aledafias al esferoide presumible-
mente debido a que el mismo induce un cambio en
la forma del seno de dicho vértice, desviandolo del
perfil ideal de caracter hiperbdlico.
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