Ejercicios para el curso de Introduccién a la ()ptica Cuantica

1. Energias y frecuencias tipicas (para el 18/5)

a) Una fuente tipica para experimentos de éptica cudntica es el ldser de titanio-zafiro, con una longitud de
onda de 852 nm, correspondiente a una transicién del &tomo de cesio. Calcular la frecuencia de la radiacién
y a qué valor de temperatura corresponde la energia de esta transicién (hw = kgT'). Si se tiene un dtomo
de dos niveles con esa diferencia de energia entre los niveles, cudl es la probabilidad de encontrar al dtomo
en el estado excitado si estd en equilibrio térmico con un ambiente a 300 K?

b) La transicién mds importante en el sodio (**Na) tiene una longitud de onda de 589 nm. A qué energfa en
Joules corresponde esta transicién? Qué velocidad del atomo se corresponderia con esta energia cinética?
Suponiendo que el dtomo estd inicialmente en su estado excitado y que decae emitiendo un fotén, teniendo
en cuenta la conservacion de energia e impulso, cudl sera la velocidad final vy del atomo y cudl su energia
cinética final E;? (hacer la cuenta més fcil usando que vy < ¢). Cudl es la frecuencia de un fotén que
tiene esa energia F;?

Valores ttiles: ¢ ~ 3 108 m/s, h ~ 6,6 1073* Js, kg ~ 1,4 10723 J/K, um.a ~ 1,7 10727 kg.

2. Evolucidn coherente (para el 18/5)

Consideramos un dtomo con dos niveles internos, |g) (el fundamental) y |e) (un estado excitado). El 4tomo se
encuentra bajo la accién de un léser tal que, en el marco rotante con el laser, el Hamiltoniano para la evolucién
de los niveles internos es de la forma:

H = g[_Agz + Re(Q)o, — Im(Q)0o, ]

donde 2 € C es proporcional a la amplitud del ldser y A la desintonia respecto del dtomo, A = wy, — wy.

a) Se quiere reescribir el Hamiltoniano en la forma H = (1/2) Q7 - &, donde & = (04, 0,,0.), 72 es un vector
real de norma 1, y Q € R. Escribir Q2 y 7 en funcién de los pardmetros A y €.

b) Mostrar que (7 - &)? = L.

¢) Usando la propiedad anterior y el desarrollo en serie de potencias de la exponencial, mostrar que la evolucién
temporal es de la forma:

U(t) = et/ — cos(Qt/Q) — isin(flt/2) N0

d) Usando esa expresion, calcular la probabilidad de encontrar un dtomo en el estado excitado como funcién
del tiempo, suponiendo que el estado inicial es el fundamental. Indicar cudl es la poblacién méxima que
puede transferirse al estado excitado dados Q y A.

Nota 1: || es la llamada “frecuencia de Rabi”, ya que es la frecuencia de las oscilaciones en la poblacién para
el caso resonante A = 0, pero el operador de evolucién U(t) es periédico con la mitad de esa frecuencia, por lo
que algunos autores llaman frecuencia de Rabi a [Q]/2 (observar que U(t = 27 /Q) = —1I).

Nota 2: Para evitar ambigiiedades, cuando tratemos con dtomos de dos niveles vamos a fijar la convencion de
que la base es {|e), |g)}, de modo que las matrices de Pauli en notacién de Dirac son:

ox = |g)(el +le)(gl, oy =i(lg)(el —le)g]), o= =le)(e|l —1g){gl

Esto nos garantiza que o4 = (0, £ i0y)/2 corresponden a los operadores de subida y bajada en forma tal que
o4 es un operador que lleva al nivel excitado y o_ hace lo opuesto.



3. Eliminacidon adiabdtica en un dtomo de tres niveles (para el 29/5)

Consideramos en este ejercicio un dtomo con tres niveles internos, que llamamos |g), |e), y |a) (por “auxiliar”).
Los niveles |g) y |e) estdn conectados con |a) a través de transiciones dipolares, pero no hay una transicién
directa que los conecte entre si. Es posible sin embargo generar un sistema efectivo de dos niveles utilizando el
nivel |a) como paso intermedio, en una situacién que involucra dos ldseres, cada uno de ellos muy lejos de la
resonancia (ver figura). Esto se conoce como un sistema A (para este tratamiento no es importante la relacién
de energias entre |g) y |e)).

Tomando el cero de energfa en el nivel |g) y usando una aproximacién de onda rotante, el Hamiltoniano del
sistema es de la forma:

H = Ele)(e| + Eala){al + h5 (|a)(gle™™ " + |g){ale™*") + h (|a)(ele ™" + e} {ale™")

donde wy = E,/hi+ A, wy = (E, — E.)/h+ A. Asumimos que 2 es real (en este caso esto no implica una pérdida
de generalidad) y el mismo para los dos ldseres (para simplificar la cuenta). Ademds, la desintonia |A| es mucho
mas grande que Q y que el ancho de linea del nivel |a). En este caso, las transiciones que llevan al nivel |a) estédn

lejos de resonancia mientras que los procesos de dos fotones son resonantes.

El objetivo de este ejercicio es mostrar como se deriva un Hamiltoniano efectivo que incluye transiciones entre
los niveles |g) y |e), eliminando de la descripcién el nivel auxiliar |a). Esta descripcién permite tratar transiciones
que involucran procesos de dos fotones de la misma manera que las transiciones directas (aclaracién: hay un
montén de métodos para eliminar el nivel auxiliar, al igual que para derivar ecuaciones maestras).

a) Pasar a una representacién rotante con respecto a Hy = E.le){e| + E,|a){a|, de modo que el Hamiltoniano
H'(t) en esta representacién estd dado por:

H'(t) = Uo(t)' HU (t) — Ho

donde Uy (t) = e~ Hot/" Calcular H'(t) y mostrar que todos sus términos oscilan a una frecuencia mucho
mas rapida que la escala asociada a su amplitud.

b) El procedimiento que sigue se basa en esa diferencia de escalas temporales. Por claridad, conviene hacer una
expansién en el pardmetro adimensional y pequenio € = Q/A. Para esto, definimos una variable temporal
adimensional 7 = tA, con lo que el Hamiltoniano obtenido en el item anterior se transforma segin H' —
H = H’/A. Escribir H(7) y ver que sus términos son proporcionales a he, y oscilan en una escala temporal
de orden 1.

¢) La evolucién temporal U(7) en esta representacién puede escribirse como serie de potencias en € segin:
U(r) = Un(r)
n=0

12 [t - o [Can [T indim)i) + 3 (;’)/Odf/o dr Al (7). A(n)

n>2

Dado que ya no hay escalas asociadas a la oscilacién, resulta claro que U, (7) es proporcional a € (y a
alguna funcién de la variable adimensional 7).
En primer lugar, evaluar U, (1), el término de orden uno del operador de evolucién, y mostrar que es una

funcién puramente oscilatoria de 7, es decir que pasado un tiempo 7 de orden 1 (o sea, un tiempo ¢ de
orden A~1) esta funcién ya no sigue aumentando, y siempre resulta de orden e.
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d) Evaluar ahora el término de segundo orden en el operador de evolucidn, U, (1), y mostrar que tiene dos
componentes: una parte proporcional a 7, que aumenta en el tiempo, y otra parte que es oscilatoria. Indicar
cudl es la condicién sobre 7 para que el término lineal en 7 proveniente de U, sea mucho mayor que los
términos oscilatorios de U;. Mostrar que esta condicién también implica que los términos oscilatorios en
U, pueden despreciarse. Escribir la misma condicion pero para la variable temporal ¢.

e) En forma similar pueden evaluarse todos los términos de la expansién. Los términos de orden impar

siempre llevan a contribuciones oscilatorias en 7, mientras que los pares siempre dan lugar a algunas
contribuciones que no oscilan. La idea es identificar las contribuciones dominantes con la evolucién dada
por un Hamiltoniano efectivo H.g independiente del tiempo.
En particular, el término lineal en 7 proviniente de U, corresponde al primer orden de la evolucién efectiva,
Ur,en(7) (v asi sucesivamente con todas las contribuciones no oscilatorias). Inferir de Uy o (7) la forma del
Hamiltoniano efectivo Hyg. Notar que el acoplamiento al nivel |a) desaparece, mientras que se genera un
acoplamiento efectivo entre los otros dos niveles, ademas del AC-Stark shift.

/) Volver a la representacion inicial con tiempo ¢ (es decir multiplicar el Hamiltoniano obtenido por A). Indicar
el valor del AC-Stark shift para cada uno de los tres niveles, y si la energia efectiva de cada uno aumenta
o disminuye segun sea el signo de A. Indicar también cudl es la frecuencia del acoplamiento efectivo entre
lg) v |e) (notar que el tratamiento perturbativo implica que esta frecuencia debe ser mucho menor que §2).

4. Estados y operadores del campo electromagnético (para el 29/5)

Consideramos un unico modo del campo electromagnético. Este modo corresponde a una onda plana con po-
larizacién lineal, y su contribucién al operador de campo eléctrico en la direccién de polarizacién y en una
cierta posicién 7 toma la forma: E = Eg(ae™ + afe™X), donde x = k-7 (en representacién de Heisenberg es
X = k-7— wt). El Hamiltoniano para este tinico modo es de la forma H = hwa'a (proporcional al niimero de
fotones en el modo).

a) Calcular el valor medio del campo y su varianza (teniendo en cuenta sélo este modo) en un estado |n).
Usando este resultado, calcular el valor medio del campo y su varianza para un estado térmico con nimero
medio de fotones 71, teniendo en cuenta que el estado corresponde a una superposicion estadistica en la que
se encuentran n excitaciones con probabilidad p, = 7" /(7 + 1)1,

b) Calcular el valor medio de H y su varianza para los mismos estados que en el item pasado, y explicar los
resultados.

¢) En lo sucesivo vamos a analizar estados coherentes del campo, de la forma
ja) =Y enln) = D(a)|0)
n

donde los coeficientes son ¢, = \(;%e"a‘rz/? (¢ €R),y D(a) = eea’=a"a o5 o] operador de desplazamiento

(notar que D(a) = D(—a)). Usando la expansién en serie de potencias del operador D, calcular [a, D(a)].
Usar este resultado para calcular la accion del operador de desplazamiento sobre el operador de creacion y
sobre el campo eléctrico, segtin D(a)faD(a) y D(a)t ED(a) respectivamente.

d) Usando los resultados del item anterior calcular valor medio y varianza para el campo eléctrico y el Hamil-
toniano en el estado coherente |a). Comparar las propiedades de estos estados con las de estados de Fock
y térmicos.

5. Modelo de Jaynes-Cummings (para el 1/6)

Consideramos un atomo de dos niveles en una cavidad tal que el &tomo se acopla a un tinico modo del campo
electromagnético. Usando la aproximacién de onda rotante, el Hamiltoniano puede escribirse en la forma H =
Ho +V, con Hy = huwple){e| + hweata y V = hg(aoy + a’o_) (el uso de la letra g para dos cosas distintas es
convencional... dado el contexto tiene que ser claro a qué se refiere).

a) Mostrar que el niimero total de excitaciones se conserva, es decir [H, N] = 0 donde N = a’a + |e){e|.

b) De acuerdo al resultado anterior, el espacio puede descomponerse en subespacios de dos niveles de la forma:
{lg,n + 1), le,n)}, segin los autovalores del operador N, y la evolucién temporal sélo acopla pares de estados
dentro del mismo subespacio (el estado |g,0) queda desacoplado de los demés). Escribir el Hamiltoniano
como matriz de 2 x 2 para cada uno de estos subespacios.
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¢) Dibujar esquemédticamente el espectro del subespacio {|g,n + 1),|e,n)} como funcién de la desintonfa
A; = we. —wp (dejando fijo we u wp a eleccién). Indicar qué forma toman los autoestados y autovalores en
el caso resonante y en los limites muy lejos de la resonancia.

d) Considerar el caso resonante, A. = 0, y calcular todos los autoestados y autovalores. Graficar los primeros
siete niveles de energia (recordar que el modelo asume wg > ¢g), e indicar los autoestados correspondientes.
Calcular la evolucién temporal de un estado inicial |g,n + 1), y la probabilidad de encontrar el dtomo en
su estado excitado como funcién del tiempo. Indicar la frecuencia de oscilaciéon de esta probabilidad.

e) Suponer que en el caso resonante, el estado inicial es de la forma |g, @) con el 4&tomo en el estado fundamental
y el campo en un estado coherente. Calcular la evolucién temporal del estado, y la probabilidad de encontrar
al atomo en el estado excitado como funcién del tiempo, teniendo en cuenta que P.(t) = Y P n(t), es
decir la suma de las probabilidades de encontrar el 4tomo en el estado excitado y el campo en cualquier
estado |n). Graficar (numéricamente) para los casos |a|? = 10, 20, 30, 50. Discutir el comportamiento para
|a|? > 1 y comparar con el resultado semicldsico.

6. Acoplamiento coherente entre dtomos y campo electromagnético (para el 1/6)

Buscar en internet o en revistas informacién sobre al menos dos grupos distintos que realicen experimentos
acoplando transiciones atémicas con el campo electromagnético a nivel cudntico (es decir, con un acoplamiento
no despreciable al nivel de uno o pocos fotones). Averiguar en cada caso:

a) Si se trata de experimentos con un tnico 4tomo o muchos, y si se trata de iones o dtomos neutros.

b) Cual es la longitud de onda del campo y a qué rango de frecuencias corresponde (6ptico, infrarrojo, micro-
ondas?).

¢) A qué transicién atémica se acopla el campo (entre qué niveles atémicos), y cudl es la vida media de los
niveles involucrados.

d) El experimento considerado, corresponde al régimen en resonancia o fuera de resonancia? Si se trata del
segundo caso, cudl es la diferencia de frecuencias entre el campo y la transicién atéomica?

e) Se trata de un campo en una cavidad? Si es asi, cudl es la tasa de pérdidas o el ancho de linea del modo
relevante de la cavidad? (nota: se puede inferir si se menciona el factor de calidad, la definicién puede variar
un poco pero bésicamente @ = w/Aw). Se menciona el tamano de la cavidad? Cuél es la magnitud del
acoplamiento entre el campo y el (los) dtomo(s)?

f) Sino hay cavidad: se menciona la constante de acoplamiento entre el campo y el (los) dtomo(s)? Alterna-
tivamente, se brinda alguna informacién parecida, por ejemplo cudntas repeticiones del experimento son
necesarias para lograr que un fotén sea absorbido por el atomo?

g) Alguna otra cosa que sea importante para la descripcién del experimento?



