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Tema 4

T'écnicas de contar

La combinatoria trata de contar el niimero de elementos de conjuntos finitos. Entre
sus aplicaciones practicas podemos citar por una parte el calculo de probabilidades,
por cuanto se cuentan casos favorables y casos posibles, y por otra el calculo de la
complejidad o tiempo de ejecucion de un algoritmo, por cuanto se cuenta el niimero de
operaciones que se realizan en el procedimiento. Cuando se trata de estimar el nimero
medio o esperado de operaciones que realiza un programa, se unen ambas aplicaciones,
es decir, complejidad algoritmica y célculo de probabilidades.

4.1. Cardinales de conjuntos. Principios elementales

Definicién 4.1.1.— Sea A un conjunto finito. Al nimero de elementos de A se le
denomina cardinal de A y se denota |Al.

Enunciamos a continuacién las propiedades basicas para el calculo de cardinales.
0] =0
|A\ B| = |A| — |AN B|. En particular, si B C A entonces |A\ B| = |A| — |B].

Principio de adicion. Si Ay, Ao, ..., A, son conjuntos finitos disjuntos dos a dos,
es decir, A; N A; = ) para todo i # j, entonces

Ay U Ay U UA,| = AL + |Aa| + - + | Ay

Principio de inclusion-exclusion. Si Ay, A, ..., A, son conjuntos finitos entonces

(AU UAL | = A=Y TANA [+ Y [ANANAL = +(=1)" AN - N A,

i<j i<j<k

s Principio de multiplicacion. Si Ay, As, ..., A, son conjuntos finitos entonces

’A1XA2><><An|:‘A1|‘A2||An|
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= Principio de distribucion. También conocido como principio del palomar, su ver-
sion mas débil nos dice que “si m palomas ocupan n nidos y m > n, entonces
algun nido contiene mas de una paloma”. Generalizando este enunciado, el prin-
cipio de distribucion nos dice que

“Sean m, n y ¢ numeros naturales. Si se reparten m objetos en n cajas y ¢-n < m,
entonces al menos una caja ha de contener mas de ¢ objetos”.

Ejercicios:

1. Cada usuario de un servidor de Internet tiene una palabra clave para acceder a
dicho servidor. Dicha palabra clave esta formada por cuatro caracteres, a elegir
entre 26 letras mayusculas y 10 digitos {0,1,...,9}. ;Cudntas palabras claves
que tengan al menos un digito se pueden formar?

2. (Cuantos enteros n, con 1 < n < 1000, son divisibles por 2, 6 por 3 é por 57

3. Probar que en un conjunto de 100 nimeros naturales hay al menos 5 que son
congruentes entre si médulo 21.

4.2. Contar en tablas

En ocasiones, el problema de contar elementos de un conjunto se resuelve mediante
el método de contar en tablas.

Sean A = {ay,...,a,} vy B = {by,...,b,} conjuntos finitos no vacios y sea T
un subconjunto del producto cartesiano A x B. Si en un cuadro de doble entrada
disponemos los elementos de A en una entrada y los elementos de B en la otra, podemos
representar 1" de la siguiente forma: si (a;,b;) € T escribimos t;; = 1 en la casilla
correspondiente y si (a;,b;) ¢ T escribimos t;; = 0. Se verifica que

m

TI=>"0 ) => O ty)

i=1 j=1 j=1 i=1

Ejercicio: Cada alumno de una determinada titulacién estd matriculado en cuatro
de las siete asignaturas que se ofertan. Las listas de alumnos por asignaturas estan
constituidas por 42, 35, 30, 30, 20, 26 y 17 alumnos respectivamente. ; Cuantos alumnos
hay en total?
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4.3. Variaciones. Permutaciones. Combinaciones

En esta seccion abordamos el siguiente problema: dado un conjunto con n objetos,
,cual es el nimero de colecciones de m objetos que se pueden formar eligiéndolos entre
los n del conjunto? La respuesta depende de dos factores:

= ;Importa el orden en el que coleccionemos los m objetos?

= ;Puede haber elementos repetidos en la coleccion de m objetos?

Las posibles respuestas dan lugar a cuatro tipo de colecciones: variaciones, varia-
ctones con repeticion, combinaciones y combinaciones con repeticion. Como caso par-
ticular de las variaciones estudiaremos también las permutaciones.

4.3.1. Variaciones. Variaciones con repeticién

Definicién 4.3.1.— Una variacion de n elementos tomados de m en m (m < mn) es
una lista ordenada de m elementos distintos elegidos entre los n dados. También se
suele llamar variacion de orden m de n elementos.

El principio de multiplicacién nos lleva al siguiente resultado.

Teorema 4.3.2.— FEl nimero V,,, de variaciones de n elementos tomados de m en
m es
v, 1 1 !
=nn—-1)---n—-m+1)=-——
Hasta ahora hemos considerado listas ordenadas formadas por objetos distintos.
Pero hay listas ordenadas en las que se permite que alguno de los objetos esté repetido

(por ejemplo, la quiniela de futbol). Estudiamos a continuacion este tipo de listas.

Definicién 4.3.3.— Una variacion con repeticion de n elementos tomados de m en m
es una lista ordenada de m elementos, no necesariamente distintos, elegidos entre los
n dados. También se suele llamar variacion con repeticion de orden m de n elementos.

Aplicando el principio de multiplicacién obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.3.4.— FEl numero VR, ,, de variaciones con repeticion de n elementos
tomados de m en m es

VRym=n"

Ejercicio: ;Cuédntas matriculas de coches con 4 digitos y 3 letras (elegidas de un
alfabeto de 20 letras) se pueden formar? ;Cudntas de ellas tienen al menos una letra
repetida?
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4.3.2. Permutaciones. Permutaciones circulares. Permutaciones
con repeticion

Un caso particular de las variaciones resulta cuando m = n. En este caso hablamos
de permutaciones.

Definicién 4.3.5.— Sea A un conjunto con |A| = n. Una permutacion de los n ele-
mentos de A es una lista ordenada de dichos elementos.

Si denotamos P, al nimero de permutaciones de n elementos, entonces

P, =V,,=n!

Si se ordenan los n elementos de un conjunto formando un circulo en lugar de una
lista o fila, tenemos las llamadas permutaciones circulares. En ellas lo que importa es
la posicion relativa entre los elementos. El nimero PC,, de permutaciones circulares de
n elementos es

PCn: n_lz(n—l)'

Otra variante del problema de calcular ordenaciones se tiene cuando algunos de
los objetos a ordenar son iguales. Tenemos entonces las llamadas permutaciones con
repeticion.

Definicién 4.3.6.— Una permutacion con repeticion de una coleccion de n elementos
donde hay k grupos de elementos iguales entre si, con myq,...,my elementos respecti-
vamente (my + -+ +myg =n), es una lista ordenada de esos n elementos.

Teorema 4.3.7.— El nimero P)" "™ de permutaciones con repeticion de n elemen-
tos donde hay mq elementos iguales entre si, mo elementos iguales entre st,..., my
elementos iguales entre si, con my +---+mgp =n, es
e n!
IRTEEY AL —
P’ =

Ejercicios:
1. ;De cudntas formas pueden organizarse un grupo de 7 personas

a) en una fila de 7 asientos?

b) alrededor de una mesa redonda de 7 asientos?

2. Si tenemos 4 libros de Matematicas y 3 de Fisica, jde cuantas formas se pueden
colocar en un estante de manera que los libros de la misma materia estén juntos?

3. En la casilla inferior izquierda de un tablero de ajedrez (8x8 casillas) situamos
un rey con la intencién de ir moviéndolo hasta que alcance la casilla superior
derecha. Si los tinicos movimientos permitidos son una casilla hacia la derecha
o una casilla hacia arriba, ;cudntos son los caminos distintos que el rey puede
hacer hasta llegar a la casilla superior derecha?
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4.3.3. Combinaciones. Combinaciones con repeticién

Hemos estudiado hasta ahora las colecciones de m objetos elegidos entre n dados
en las que el orden en que estos objetos son elegidos es importante. Pero hay ocasiones
en las que el orden de eleccién es irrelevante. Este tipo de colecciones se llaman com-
binaciones. Comenzamos estudiando aquellas en las que no se permiten repeticiones.

Definicién 4.3.8.— Una combinacion de n elementos tomados de m enm (m < n) es
un subconjunto de m elementos distintos elegidos entre los n dados. También se suele
llamar combinacion de orden m de n elementos.

Teorema 4.3.9.— El nimero C,,,, de combinaciones de n elementos tomados de m

en m es
n n!
Crim = ( m ) ~ ml(n —m)!

’ n . . , . .
Al niimero ( m ) se le denomina también numero combinatorio y se lee “n sobre

2

m”.
Si permitimos que en las colecciones (no ordenadas) de objetos que formamos exis-
tan elementos repetidos tenemos combinaciones con repeticion.

Definicién 4.3.10.— Una combinacion con repeticion de n elementos tomados de m
en m es una coleccion de m elementos, no necesariamente distintos, elegidos entre losn
dados. También se suele llamar combinacion con repeticion de orden m de n elementos.

Teorema 4.3.11.— El nimero C'R,,,, de combinaciones con repeticion de n elementos
tomados de m en m es

[ n+m-—1
= (7 11)

Teorema 4.3.12.— El nimero CR,,,, coincide con el nimero de formas de repartir
m objetos iguales en n urnas distinguibles.

Ejercicios:

1. Definimos distancia entre dos secuencias binarias de longitud n como el niimero
de lugares en que difieren. ; Cuantas secuencias estan a una distanciad, 1 < d < 3,
de una secuencia de longitud 5 dada?

2. Una ficha de un n-dominé es una pieza formada por dos cuadrados unidos por un
lado. Cada cuadrado puede ser blanco o contener de uno a n puntos. Por ejemplo,
el dominé usual es un 6-dominé. ;Cuantas fichas diferentes tiene un n-dominé?
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3. Tenemos 20 bolas iguales para repartir en 4 cajas numeradas.

a) {De cudntas formas se puede hacer el reparto?

b) Calcular el niimero de formas de repartir las bolas en las cajas de forma que
al menos dos cajas queden vacias.

Propiedades de los nimeros combinatorios

Los niimeros combinatorios verifican las siguientes propiedades:
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Teorema del binomio:
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