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Teoria de Funcionales de la Densidad (DFT)

Quée objetivo planteamos desde el comienzo?

Encontrar la mejor aproximacion a la solucion variacional del problema de
muchos cuerpos.

E = min (¥ H|¥
Qué utilizamos hasta aqui?

lp(xbeJ e Xy ) y X = (riiSi )

HF;

Moller Plesset, Cl, ........ (en Aproximacién BO)

Qué necesitamos?

Resolver la complejidad intrinseca de la correlacidon electrdnica en sistemas
cuanticos de muchos cuerpos (atomos, moléculas, materiales) en forma
precisa y a bajo costo a medida que el numero de atomos y en consecuencia

el de electrones aumenta .
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* Must include spin: @SU(2).
= 3n electronic coordinates. Complexity grows exponentially with that number.
» Solutions need to be antisymmetric with respect to particle exchange.

“the difficulty is only that the exact application of these laws lead
to equations much too complicated to be soluble™

= Se conocen soluciones analiticas solamente para algunos casos.
* Buscamos soluciones numeéricas.
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DFT: La Teoria del Funcional de la Densidad es una formulacion
alternativa de la mecanica cuantica en la que la magnitud basica es la
densidad electronica o(r), y no la funcién de onda.

p(F)

es la probabilidad de encontrar cualguiera de los N electrones en el
volumen.  d3r

N | .. [\w[fl.fg.....f,y}\zﬂz‘ﬁ;u:ﬁi*g...tii"_y.

Definida positiva en todo el espacio y satisface: J|" Ir_::r: F}dF — N

VENTAJA: depende solo de 3 coordenadas espaciales

Ya hemos escrito previamente |a energia del estado fundamental en términos de
|la densidad electrénica en lugar de utilizar la funcion de onda, la energia es también

funcional de la densidad electrénica
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PRIMEROS INTENTOS

Thomas Fermi (1927), Gas de electrones no interactuantes
Propusieron un funcional para la energia cinética

Trre [p(P)] = —(372)" [ o5/3(7)dF.
La energia de un atomo es

3 _. . 7 o1 F)p()
Erp [p(7)] = 75(37°)*° f p? 3 (F)dF — Z / & '; jd-r+5 f f A 1_3’0( 2) 7,
. : S 12

La densidad correcta corresponde a la minimizacion de E¢ bajo la
condicion [ p(7)dF = N.

Para moléculas se modifica el segundo termino de E;¢
El modelo fallé al aplicarlo a moléculas: NO aparecian unidos todos
los atomos!!!!
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Hohenberg y Kohn revisitaron en 1964 el modelo
TF

* Teoria de Hohenberg y Kohn mostraron que la

energia es un funcional de la densidad para
cualquier sistema, y ademas, la densidad del
estado fundamental del sistema minimiza ese
funcional.

« Kohn (fisico) recibe el NOBEL de Quimica en
1998
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Hamiltoniano modelo

Ly 1% % Y 1
- - 2 ’}'"'_2 b’;xn-l—E-
2.':“1 =1 ’ a=:;|'rr__rj|

Vi = potencial externo, local, interaccion entre nucleos vy

electrones, en el caso de interés. Puede ser cualquier potencial

externo, i.e. un potencial electrostatico que represente un campo

eléctrico.
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Teorema 1: para cada potencial externo V., existe un unico estado fundamental,
y para cada estado fundamental una uUnica densidad electronica, p.

 Dem. x el absurdo: Suponer que 2 potenciales externos Vexty V’ext, que difieren
entre si en mas de una constante y generan la misma densidad p. Tendriamos 2
Hamiltonianos, uno para cada potencial y dos funciones de onda diferentes,
y '’ para representar el estado fundamental.

)- suponiendo g’ funcidon de prueba del Hamiltoniano no primado, se obtiene
Fo < (W H\W" = (W|H' WYL (W H-H'|V" = E,+ [ p(7) [Vezt (F) — V., (7)] dF,

Ii)- suponiendo y funcion de prueba del Hamiltoniano primado, se obtiene
By < (W[H'|W) = (W[H|WV) + (V|H — HV) = Ey + / 0(7) [Vert (F) = Vo (F)] dF

e _og: 1 W ] 1 Contradiccidn, por suponer que potenciales
° J J _.-' J J ’
Slgmflca' ’I"':' _l_ I"'::' I"'::' + I"D' diferentes generan la misma densidad
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» Entonces p define Ny V.= Vye, Y pOr lo tanto las propiedades del estado fundamental,
las energias cinética, potencial y total. Por lo tanto se puede escribir la energia total:

Elpl = Eneclpel + Tlpl + Eeclp]l = [ pP(F) Ve (F)dF + Fulpel.

Failel = Tlp] + Eee.

V- representabilidad

E(p) =Fux (pD* | Vers (1) p(r) d®r2 E (o)

E(p) = E(p, Vext) \

El funcional de interaccion electron-electron es Independiente del potencial externo.
1 (7)) p(7) . Cuando se tiene su forma explicita se
Eeelp] = > / / 1o r1difz + Eng = Jlpl + Enalpl- puede aplicar a cualquier sistema.

-J(p) interaccién coulombiana clasica.

-E, . (p) interaccion electrén-electron no clasica, intercambio y correlacion, E, .

La forma explicita de los funcionales de energia cinética, de intercambio y correlacion es
el desafio DFT.
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Teorema?2: teorema variacional por el cual para toda densidad p’, tal que

|p'(r)dr =N 'y p'(r)20, en todo el espacio, se cumple que , E[p] es limite
superior para la energia exacta del estado fundamental, E[p] 2 E, .

Unicidad de la solucion E[p,].

Analogo al estado fundamental
Eo < E[p]l =TIp] + Enelp] + Ecc[p] para la funcion de onda

Dem. Dado que cada densidad p define su propio Hamiltoniano, y existe una Unica funcion de
onda y para el estado fundamental del Hamiltoniano, esta funcion se puede usar como funcion
de prueba para el Hamiltoniano correspondiente al V., que define el Hamiltoniano verdadero.

Por lo tanto:

=

(V| = TIp] + Eeel] + [ F(F)VerdF = E[f] > Eolp] = (Wol A[Wo).
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Resumen de resultados

1- Todas las propiedades del sistema definido por V,,, son determinadas por la densidad del
estado fundamental, p,.

2-El funcional de la energia alcanza su minimo absoluto so6lo si la densidad es la del estado
fundamental, p, .

3- El principio variacional se aplica al estado fundamental.
4- DFT fue formulada para sistemas no relativistas y estados no degenerados.

5- La funcional universal de la densidad , F,«(p), es el desafio DFT

E(p) = p(F)VeredF + Fpy i [p].
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ECUACIONES DE KOHN SHAM

Kohn y Sham propusieron una forma de solucionar el problema de la deficiencia en la energia
cinética de TF

Bo = miny (Flo) + [ p(F)Vivear)

li"-I[J':'] — T[F] =+ J[i:'] + Erna [.i:']

Unica cantidad conocida

La aproximacion TF no es buena, KS propusieron utilizar la energia cinética
exacta de un sistema no interactuante con la condicion que la densidad sea
iIdéntica a la del sistema interactuante.

N N

1 4o =20 - i — 2 =

Ts=—5 ) (ilVZ)  ps(F) = ZZ [wi(F, 8)[* = p(7)
i =5

Orbitales del sistema no interactuante

No es la verdadera. Es la del gas de electrones
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ECUACIONES DE KOHN SHAM

Flpl =Ts[p]l + J[p] + Exclpl.
No es la verdadera

Exclpel = (Tlpl — Tslpl) + (Eeelpl — Jlpl) .

/ T Energia cinét
Funcional de intercambio correlacion Energla cinetica verdadera

Como se define un potencial Vs que provee un determinante de Slater con la
misma densidad que el sistema real?

Elpl = Tslpl + Jlpl + Exclel + Enclpl

Se aplica el método variacional a esta energia y se preguntan:
qué condicion deben cumplir los orbitales [}



Teoria de Funcionales de la Densidad (DFET)
ECUACIONES DE KOHN SHAM

Considerando la condicion de ortonormalidad {-ﬁ:”g‘rjj — ﬁt—ij

los orbitales deben satisfacer las ecuaciones de Kohn Sham:
1 2‘ r — ] 7
Ui = | —=V" + Ve(m) | v = et

M -
Cpl(Te) ) B VA
p(72) diz + Vx (/) — —

riz )
12 7 T4

M

1_, T L 4,
(‘f“* U 272 | vy - 5 2

riz A 14

Ve(m) = _ /

COMENTARIOS
1- Vs= Vs(p) y por lo tanto la solucion de las ecuaciones KS es iterativa

2- Definicion de potencial de intercambio correlacion

3- Los orbitales de Kohn Sham no tienen significado fisico, son funciones
matematicas. (excepcion: el ultimo ocupado es la energia de ionizacion cambiada
de signo)

4- si se conoce la forma exacta de V,. los orbitales KS dan la energia exacta.

5- el potencial de intercambio correlacion es: Ve = 6Exc/ép.



Resumen KOHN SHAM (1965)

H' o —,— H I‘:-:-
(r) po( r) PN = v;;s I‘_ll":ll

(
e | e

Yo(g7t) —aeD Voo W a— Y, ()

Se puede reemplazar la densidad del sistema real por la densidad de un sistema

“‘equivalente” de electrones no interactuantes
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DFT —analisis de |la Energia como “funcional” de la

densidad V-representab
—<¢|Z‘P (Nlg>=N

e.

.dxzj.dxs "'JdXN¢* (X1’X2’Xsi"'XN)¢(X1’X2’X3”"XN)

Elp]=Tlpl+Velp]+Vielp]

E < (¥, HY)

= [V(n)p(r)dr+(¥,(T +W)¥)

 W: potencial de dos particulas. (V,,)
* V (potencial externo):fijo. Para un dado potencial V (por ejemplo V.):

E =E, [p(N]= |V (r)p(r)dr + Fo(r)]

*F[p]: funcional de la densidad, <
iIndependiente de V, verifica: EO - EV [p(r)]
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Separacion de la interaccion de Coulomb de
la de “intercambio-correlacion”

« Cada eleccion E,. corresponde a un FUNCIONAL DENSIDAD

FLo(r)] = % I /?((:)_Pr(;")drdm E, o]

=Halllar E, . exacto haria de DFT una teoria de primeros principios

=| a calidad de los resultados DFT depende de como se defina E .

= Separacion de las contribuciones de intercambio y correlacion

EXC — EX + EC
1 " " a  Pia(r) @ () @ () gy, (r)
Ex —Ezllfrdrl;‘rdr ——

er, i, f
[ &

La misma expresion hallada en HF pero usando ahora los orbitales
KS, que son funcionales implicitos de la densidad.
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Funcionales practicos en calculos reales

1- Local density approximation (LDA)
La densidad se modela como la de una gas de electrones con densidad electronica p que se
mueven en un background de cargas positivas (configuracion nuclear)

ldea central EPA[p] = / p(Pex e (p(F)) dFi

Separacion de intercambio (X) y o Ay 1. e
correlacion (C) exc(p(F)) = ex(p(F)) + ec(p(F)).

Intercambio de Bloch y Dirac € — 3 ( 3 (7)) ) 1/3

€c , funcional de correlacion, no hay forma explicita.

Funciona bien para solidos (reproduce distancias interatomicas = 2%), pero no
para moléculas, subestima las distancias interatomicas un 10 %.
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2. Generalized Gradient Approximation (GGA)

*Mejora importante : considerar que las contribuciones de intercambio y
correlacion dependen no so6lo de la densidad sino también de su
gradiente, métodos GGA (Generalized Gradient Approximatrion).

» Muy buenos resultados en moléculas. clusters, solidos

EGGA — / f(pas pa. Vpa, Vpz) dr Incluye electrones alfa y beta
= . (densidad de spin)

Ejemplo; intercambio de Becke88
_4
x=p|Vp

255 ()= E224[n (e )= v px’ dr
P = R R
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*Correlacion de Vosko, Wilk v Nusair (VWN, aproximacion local a la correlacion)

e (r(pe)l) =2 (r ) +alr {f”{é’@:){})][l ~ B K 4]

FAproximaciones no-locales a la correlacion
Perdew v Wang (1991) 2> PW929l1

Lee. Yang v Parr = LYP



Funcionales de Correlacion, E_:

Contienen la parte no coulombiana de V., + la diferencia entre Ty T®)
_ =Op aa pp
E. =E."+E7 +ES

-VWN: Vosko, Wilk, and Nusair, Local Spin Density (LSD) Correlation
-LYP: Lee, Yang, and Parr, Local y Gradiente

-Perdew81: Local

-Perdew86: Local + correcciones de gradiente

-PW91: Perdew-Wang, incluye correcciones de gradiente
-Becke96: incluye correcciones de gradiente

2 . 2
"™ [p]=A{In X +2—btan‘1 Q __b% In(x %) +2(b+2X°)tan‘1 Q
X(x) Q 2x+b X (x) X (x) Q 2X+Db
X,,b,C sonparametros X (x)=x*+bx+c  Q=(4c-b?) " X=pH'?
LYP 4 PP g
C __a'[1+dp_1/3
11/3 8/3 , 8/3 a7 7 2 2
—abjw{papﬁ[Z Ce (P22 +p)° )+ (18 r j| |—(E—E5j(|vpa| +‘Vpﬂ‘)
o-11( p, 2 pﬂ 2 2 2 2
_T(?W \Vpﬂ\ ﬂ——p Vol ( P’ paj\vpﬁ\ +( p —pﬂj|Vpa| }
efc;fll s " . d pflf 3 3 2/3
a, b, ¢, d parémetros O lrdp T’ * s=cp /3+1+dp71/3 CF:E(SEZ)
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3- FUNCIONALES Hibridos

Muy buenos pero calculos mas costosos




Funcionales hibridos mas comunes:

B3LYP: Funcional Hibrido
AESE 1 (1— A)ELT + BEXH® L CEL +(1-C)EM™

A, B y C son parametros obtenidos empiricamente de modo que los
resultados ajusten 56 energies de atomizacion, 42 potenciales de ionizacion,

8 afinidades electronicas, y 10 energias atOmicas correspondientes a
elementos de la 1ra fila

B3P86: Funcional Hibrido

AE)S(Iater _I_(l_ A)E;IF 4 BEEECke% 4 EE:/WN +CE(|:D86

A, By C = B3LYP, la E_ no-local correspondiente a Perdew86

B3PW91: Funcional Hibrido

AE)S(Iater +(1— A)E;IF n BE)I?ECKGSS n EXWN _I_CE(I;)WQJ_

A, By C =B3LYP, la E. no-local correspondiente a Perdew-Wang 91
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—
—
—

8- [0 DFT -
8 PBE
8 B3LYP

6 .

matenals

1990 2000 2010

FIG. 1. Numbers of papers when DFT is searched as a topic in Web of
Knowledge (grey). B3LYP citations (blue). and PBE citations (green, on top
of blue).
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- LM81
EBOB: P‘”g‘

Ky PBEsoI Ma%g“m
PRE™. - Im
I'EVPBE PBog

B ESDACELS

"B88 p7g PSS

mmGQ6CAM B3LYP

FIG. 3. The alphabet soup of approximate functionals available in a code
near you. Figure used with permission from Peter Elliott.
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Buena descripcion Distancias interatomicas (angstroms)

Bond LDA || BELYP || EP86 || Experiment
H-H Ry—pg || 0.765 || 0.748 || 0.752 0.741
HzC-CHs Ro—¢o || 1.510 || 1.542 || 1.535 1.526
Ro_ g || 1.101 || 1100 || 1.102 1.088
HC=CH Reo—¢e || 1.203 || 1.209 || 1.210 1.203
Ro—n 1.073 || 1.068 || 1.072 1.061

Frecuencias vibracionales en un conjunto de 122 moléculas

Method || RMS || 10% | Problematic cases (deviations larger than 100 cm—1)
BPB6 41 G 142{Hz), 115(HF), 106(F3)
E3LYP 34 0 132(HF), 125(F3), 121{H3)

Desviaciones de energias de atomizacion ( kcal/mol) respecto al experimento

Molecule LDA BLYP | Molecule LDA BLYP
CH i 0 Fs 47 18
CH5 £yl -2 Oa Y 19
CHa 44 -3 N2 32 ¥

CzH-> 50 -f CO 37 1
CaHs a6 -f CO-4 82 11




Metales alcalinos. Susceptibilidad de spin X/,
Con X, la susceptibilidad de Pauli para un gas de
electrones libres (Vosko, 1975)

MeFal DFT resut (LDA) || Expeniment Metal || DFT resuf (LDA) | Experimen
K 2.66 25T i

178 112
(| R | -
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Fe,SiO,
TABLE II. The relaxed lattice parameters
a b c AFE
[a.u.] [a.u.] [a.u.] [rvd/cell]
Expt.
19.79 11.50 911
LSDA

18.36 (—7.2%) 10.77 (—6.3%) 9.42 (+3.4%)
a-GGA

1978 (—0.1%) 11.29 (—1.8%) 9.36 (+2.7%)

Muy buena descripcion GGA de propiedades estructurales y magnéticas del
estado fundamental del cristal a temperature ambiente, M. Coccocioni et al,
PHYSICAL REVIEW B, 67, 094106, 2003
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Cuales son los problemas no resueltos?

« Sistemas fuertemente correlacionados; cristales de WIGNER

 Es unateoria exacta que se aplica en forma aproximada

 Diferentes funcionales de intercambio y de correlacion pueden dar
resultados diferentes,

* Interaccion de Van der Waals y fuerzas de dispersion

« Gap Homo-LUMO

* Reproduccion correcta de Barreras de potencial

* Representacion correcta de union tipo hidrégeno
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Problema con la interaccion de Van der Waals

TE
E
o
]
=

FBE density L e IV, p | BLYF density
Elppesl C e | Elpa_ el

]
Bond Length/An

Figure 1. The role of the density in van der Waals forces: Binding curves
of Ar, with sewveral different energy functionals ewvaluated using two
different densities, on the left the PBE density and on the right the BLYP
density. There is very little observable difference; thus, the differing
behavior of the functionals, in this region of the binding curwve, is not
attributable to their different densities but only the energies that

th ev olve .
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El error es del orden de
50-60 kcal/mol-

Disociacion de H;

Lerd

Figure 2. Binding energy curves of stretched Hj, calculated with LDA,
B3LYP, and exact (HF ). After 10 A the x axis changes to a logarithmic
scale and the final point at infinity is from an explicitly fractional charge
calculation (2 x H['/,a,0]).



Un poco de |la historia:

LDA: (1980s)

* E,- depende solo de |la densidad local (punto a punto).

* Primeras aproximaciones, basadas en el gas homogeneo de electrones
* Muy exitosa en solidos, buenas propiedades estructurales

« Mala termoguimica, energias de cohesion, etc.

GGA: (principios 90s)

* E,. depende ademas del gradiente local de |la densidad

= MNejora propiedades energeticas manteniendo buenas propiedades
estructurales

= PBE (1996) paper (Generalized gradient approximation made simple) +58000 citas

(#16 all-time).




Funcionales hibridas: (1990s)

Se popularizaron con el exito de un paper de A. Becke (Density-
Functional Thermochemistry.3. The Role of Exact Exchange) de 1993
(+62000 citas, #8 all-time)

Metodo muy exitoso en quimica porque por primera vez se puede usar
DFT para termoqguimica (barreras, disociacion, etc.)

Mezcla DFT con HF: parte del intercambio es tomado de HF (no se calcula
a partir de la densidad local). Fue llamada B3LYP

EJYE — 0.8EXPY + 0.2E, + 0.7T2AEP™
ESYE — 0.19EYWN? 4+ 0.81EXYY

Derivada empiricamente (ajustando parametros para reducir el error en
un conjunto de moléeculas).

Hovy en dia hay muchas funcionales de este tipo, derivadas
empiricamente o de primeros principios

Origina el sueno de “chemical accuracy” gue se refiere a obtener errores
de 1 kcal/mol o menos en energias.

La mezcla con HFX (X de HF) hace el metodo mas lento. lgualmente es
solo un poco mas lento que HF, pero mucho mas rapido que metodos
mas avanzados de funcion de onda.



Meta-GGA (00s y hasta hoy)
* |ncorporan ingredientes como el Laplaciano de la densidad o |la densidad
de energia cinética —y 2

rr)= Y 5 (Vi (r)]

]

« Mejoran sobre las GGAs y el costo computacional es marginalmente mas
alto.

* Una nueva funcional SCAN es una meta-GGA que satisface todas las
condiciones exactas conocidas (salvo auto-interaccion).



Jacob’s ladder

J. Chem. Phys. 123, 062201 (2005)

Introducir diferentes
ingredientes permite flexibilizar
la expresion de E,~ para que
satisfaga mas condiciones
exactas

Introducir diferentes
ingredientes permite flexibilizar

la expresion de E,- para que
ajuste mejor empiricamente

HEAVEN OF CHEMICAL ACCURACY

unoccupied {¢,}

Ex

Tt andior VZn

Vn

HARTREE WORLD

generalized RPA

nyper-GGA

meta-GGA

GGA

LSD



