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Abstract
LA TIMPORTANCIA DE LA DFT EN NUMEROS. LA DENSIDAD Y HARTREE
FOCK. TEORIA DE LA FUNCION DENSIDAD. primer y segundo Teorema de Hohenberg
and Kohn. Orbitales de Kohn Sham. Implicancias. Energias de exchange, correlation y cinética, a
partir de las densidades. Exchange de Becke. Correlacion de Lee-Yang-Parr (LYP). Energia Total..
PSEUDO POTENCIALES. como se construye un pseudopotencial.
MATERIAL ADICIONAL

APENDICE 1: Funcional y sus derivadas. Expresiones lineales e integrales. APENDICE 2:

Teorema e Hohenberg Kohn APENDICE 3: Funcionales de exchange y cor-

relacion. APENDICE : La pair correlation function . Estimacién de la pair correlation function

con Thomas Fermi.
Falta. acentos corregir espanol, poner referencias y graficos. incluir figuras de Clementi del

motec. Explicar adelantos para el C_4 y C'_6 en DFT

PACS numbers:



I. LA IMPORTANCIA DE DFT EN NUMEROS

Vamos a dar una idea de la importancia de la Teoria de la Funcién Densidad (DET) que
es un método derivado de Thomas Fermi y Hartree Fock .

e Busquedas en google " Hartree Fock" ~10°

e Busquedas en google " Density Functional Theory" ~10°

e Busquedas en google "Time dependent Density Functional Theory" 710°

e La DFT es el tema mas activo en Fisica en los dltimos 30 anos (ver Vol 140 18A301
del J. of Chem Phys)

e Se le otorgé el premio Nobel a Kohn y Pople, en 1998.

e Los 3 fisicos mas citados, a la fecha, Perdew es el primero, Becke el tercero trabajan en
los fundamentos de la DFT

e La aproximacién B3LYP es la aproximacién mas usada en Quimica y PBE la es en Cs
de materiales (ver Fig. 2).

e En HF no se puede manejar mas de 10? dtomos con exactitud.

e DFT puede manejar 10® 4tomos, o mas con una precisiéon regular; hipoteticamente se
habla de hasta 10°

e En palabras de Kohn: "DFT es una "exactificacion" de Thomas Fermi"

e HF no incluye correlation, lo debe hacer con multiconfiguration, es muy preciso,

pero aplicable para dtomos y moléculas simples.
e Hay grandes esfuerzos para incorporar los potenciales dispersivos a grandes distancias

Cg/r%. La DFT no los puede reproducir, hasta ahora,en forma indiscutible.

II. ROLE DE LAS DENSIDADES EN HARTREE FOCK

Recordemos la ecuacién de Hartree Fock (HF), la energia total para el caso atémico

estaba dada por
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FIG. 3. The alphabet soup of approximate functionals available in a code
near you. Figure used with permission from Peter Elliott.
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A [ AT (T [fd P (T )0 (7] 6 (72) (Fec )

—1Y Xy (0n - o) [AT2 UR(F) | [ AT (FOE ()| un (72) (B2
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—N\ — ) — . . 2 2 z 2 z

donde ¢, (¢) = (7 )ox = ¥, (¢) son los spin orbits oy =1(6 « 6 up) 6 [(6 § 6 down).
En la jerga de la DFT a la energia cinética Ex se la denomina 7" y asf lo llamaremos ac4.
La energia total exacta F = Exp + E., donde E. es la energfa de correlacién no tenida en
cuenta en HF

E=T+ En+ Eee + B, + E, (2)

Epr

Cada uno de estos términos tiene un significado fisico muy claro. Para calcular la correlacién
usando el mismo formalismo de Hartree Fock se debe recurrir a la configuracion de interac-

cioén, o sea con determinantes de Slater incluyendo estados excitados (como lo vimos en el



He).

Notese que hasta aqui 2 de los 4 sumandos ya dependen de la densidad local. La eq.(1)

se puede escribir en forma mas compacta en términos de n(r) , asf

E.x = Eonln] = / d7 n(r) (-5). (3)

r
1 1

Eee = Eee[n] = — / / d?ld?g n(?l)— n(7>2) (4)
2 T12

Notese que escribimos [n| para identificar a un funcional de la densidad. (Vease el Apendice

1 para trabajar con funcionales).

1) Generalizaciéon E.y a V.. Como el caso que consideramos fue de dtomos, es-

cribifamos

() = =, )

donde v,y es el potencial externo a los N electrones. Obviamente, se puede generalizar a

cualquier molécula compuesta por diferentes nucleos [ =1, ... N,
Ng

ven(r) = () = S 2 (6)

ﬁ
ﬁ
=1 — Ry

6 el potencial que corresponda (se usa muchisimo pseudopotenciales). Luego podemos gener-
alizar a F.y y lo llamamos V,,; (como es usual, y no F.,;) como un funcional de la densidad
n(r) y lo escribimos

Vialn] = / A7 () ve(r). (1)

2) La norma N = N|[n] es también un funcional universal

Nn] = /d?n(?) (8)
Nos quedarfa tres magnitudes para escribirlas en términos de la densidad, a saber: las
energfas cinética, de exchange y de correlacién. Tenemos hasta ahora
E =T+ Vey[n| + Eee[n] + E, + E. (9)
——

Ea:c

3) La energia cinética 7' El elemento es dado por HF (y por lo tanto es un término

single orbital !)
. 1
T =3 [ ) (575 i) (10)
o mejor usando la ley de Gauss

> [ 73| Fun] =iy ()

5



lo cual NO es una funcién explicita de la densidad n(r). Aunque sabemos que Thomas Fermi
encuentra un valor de la energia cinética local (por eso se lo denomina LD A = Local Density

Approz) considerando electrones que no interactian entre si (FEG) y es

TPAn) = T [n] = /d?tLDA(r) = /d?> Cy n°3(r), (12)
35/3.:4/3
con Cj = 1—3 — 2.87123. (13)

No es la unica, hay otras formas mas precisas que resulta interesante comentarlas aca. En

la préctica vamos a trabajar una expresion debida a Weissacker dada por
w — W w Lo 12 1o
TV = [ dr t" (r), con tV(r) = 8—an‘ —ZV n (14)
n

y vamos a demostrar que el término laplaciano no contribuye en la integracion. A tV(r)
la usaremos luego en coneccién con la aproximacién B3LYP. Hay muchas variaciénes de
esta expresiéon. Una resulta simplemente multiplicarla la expresion por A y se fitea \ ;se
conoce com TFAW (Thomas Fermi A Weissacker). El valor mas usado es A = 1/9. Hay otra
variacion debida a Parr que propone

1
TP:/d? )=

n

1
— -V?n (15)
8
También la vamos a trabajar en la préactica. Lo interesante de esta expresién es que para
atomos hidrogénicos satisface el teorema de Virial localmente y ademads se puede definir
una temperatura 7'(r) tal que
3 t(r)

SheT () = 105 (16)

e inclusive una presién p(r) como si fuese un gas ideal (lo divertido de esto, es que se puede
construir un gas real y los coeficientes de Virial son consecuencias del exchange y correlation).
En definitiva hay muchas aproximaciones que dependen localmente de la densidad.
Ultimamente hay una serie de trabajos que pretende reformular la DF'T en el espacio de
los momentos. Una expresion muy facil de utilizar es la funcién distribucién de Parr en el

espacio de las fases

F(7 ) = ————grzn(r) exp(—p?/2knT(r)) (17)

(2rkpT(r))

y de esta manera podemos aplicar todo el bagaje termodindmico.Notese que f (?, ?) es

siempre positiva y no como la funcién distribucién de Wigner que puede ser negativa. Se

6



puede usar para calcular la densidad de momentos n(p’) = [ dr f(7,7), que sirve para
estimar Compton. También la vamos a trabajar en la préactica

4) Otro término es la energia de exchange E,

5 —%ZZ [aws v [ [T @0 (T0)| vg(T (9

— - —
:__// —> TLQ17Q2>TZ(QQ,Q1) (19>
12

Una versién sin spin nos da
1 s n(?l ?2)%(?2 ?1)
Ex=—§//d7”1d7"2 . : (20)

que tampoco es una funcién de la densidad electrénica. Sin embargo la contribucién a

Thomas Fermi hecha por Dirac nos dié una aproximacioén local (o nuevamente LD A) muy

utilizada
ELPAl| = ETF[n] = / 47 C, (), (21)
34/3

5) La correlacién E.. El término que NO se incluye en HF, es la correlacién E.. Nue-

vamente, para un gas de electrones homogenio, Wigner nos da una expresién local muy
aproximada dependiendo también de la densidad
n4/3( n*3, r— oo
d+n1/3() n, r—0
El original de Wigner era a = 0.0564 y d = 0.0795. Clementi las redefiné con a = 0.189 y
d = 5.80. Me parece mejor la original de Wigner. Hay muchisimas més, Perdiew Zunger y
se abrevia PZ. ver Fig. 2, y otra que vermos mas adelante la LYP.

Resumiendo. En HF podemos escribir sin correlacién

Enr = THYA + Vear[n] + Vee[n] + Ex[{¢1}] (24)

Thomas Fermi nos da un valor T5P4[n], Dirac nos da EXPA[n], y llegado el caso si fuese
necesario Wigner nos da EXP4[n]. Mas atin teniendo en cuenta el ppio variacional de Lens
Jensen no es decabellado a esta altura pensar en una teoria basada sélo en la densidad. O sea

la DE'T que introduciremos tiene ya un fundamento aproximado: la DFT es la "exactificacién

de Thomas Fermi" (Kohn).



III. TEORIA DE LA FUNCION DENSIDAD (DFT)

Primer Teorema de Hohenberg and Kohn (1964). La densidad electronica deter-

mina el potencial externo (excepto una constante). O sea n(r) determina v, (r). Su prueba
es por el absurdo y toma dos lineas. (PY en su libro dice que la demostracién es disarmingly).
Lo demostraremos mas abajo

Segundo Teorema de Hohenberg and Kohn (1964) Establece el ppio variacional.

Para cualquier densidad de prueba n.(r), tal que /nt(r)d7> = N, entonces Eln;| > Elngl,
siendo (E[no)) la densidad (energia del estado fundamental). No lo demstraremos.

Estos teoremas valen solo para el estado fundamental y se extiende sin problemas cuando
tenemos estados degenerados. Hay desarrollos para estados excitados y para perturbaciones
dependiente del tiempo (Teorema de Kohn Gross).

A continuacién vamos a demostrar el Primer Teorema de Hohenberg and Kohn

que dice: la densidad n(r) determina univocamente v, (r).Consideremos que no (ab-
surdo), que para un valor de n(r), haya 2 potenciales v.,; y v.,, entonces la ecuacién de

Schroedinger nos dice

HU = HU = (Hy +0.)V = E,2U, | E,=(U|H|V) (25)
HY = H'Y = (Hy+ o, )V = EW | B, =V |H|¥), lego (26)
Hy = H—vey =H' —uv., (27)

Usando el hecho que V¥ es autofuncién de H, ¥’ no lo es (podriamos pensarlo como una

funcién de prueba) por lo que

E, = (¥[H| W) < (V' |H| V) = (28)
— <\Ij/ |Hl + Vext — Uelz:yt| \Ij,> = Eg/] + <\II/ ‘vext - U;a;t| le,> (29)

donde hemos usado H = H' + vy — v.,,,. Por ser V.. single particle operator, entonces

xt*

N

E, < E,+ / A7 0/ (1) [eat(T) = 0l (7)] (30)

=1



Lo mismo considerando

E, = (V|H|V) < (V|H|T) = (31)
= <\Ij |H = Vegt T U;rt| \Ij> = Ey;+ <\Ij/ |_Ueact + vézt’ \Il/> (32)
N

By < Ey= [ 47 n(n) Y oonT) = tfa(v) (33)

i=1
Usando la condicién que n(r) = n/(r) ( la misma densidad!!!, aqui esta el punto), y sumado,
resulta (30) y (33), resulta

Ey+ E, < E, + E,. (34)

!/

Lo cual es un absurdo. Por lo tanto no vale la hipotesis de partida ve,; # v.,;,

solo pueden
diferir en una constante.
Para visualizar el role de esta constante, consideremos las siguientes ecuaciones de

Schrodinger equivalentes del dtomo de hidrégeno

(=2V5 =9 =Eud = n(r) =y
(-iV2 —Z tcte)p = (B +cte)y = n(r) = [ (35)
T

Las energias son distintas, las densidades son iguales, pero los potenciales difieren en una
constante cte. Para un formalismo dependiente del tiempo hay un teorema equivalente de-
bido a Runge y Gross que dice que hay una relacién biunivoca entre densidades n(r,t) y
potenciales externos v,(r,t), a menos de una constante que depende ahora sélo del tiempo:

cte(t).

A. Orbitales de Kohn Sham

Partiendo de la ecuacién general, la ec.(24) e invocando el primer teorema de KS que

nos dice que la densidad es la que determina todo, resulta en la nueva notacién
E[n] = T[n] + Vew|n] + Eee[n] + E.[n] + E.[n] (36)

y desconocemos T'n|, E.[n|y E.[n] -pero sabemos que existen. Siendo sofisticados,
podriamos poner

T[n] = Ts[n] + T.[n] (37)



donde Ti[n] es la contribucién single orbital (el HF simple involucra solo single orbital )y
T.[n| incluye la correccién a la energia cinetica debida a la correlacién NO tenida en cuenta en
el single orbital (multiconfiguration HF remite a correlacién o multiple orbital). Si queremos
hilar mas fino (Capelle) el término FE..[n| lo deberfamos haberlo llamado F..s[n] para dejar
abierto la posibilidad de la correlacion, entonces Ee.[n] — FEees[n] + Eeec[n]. Escribimos

entonces

Eln} = T[n) + Vewln] + Bee[n] + Ealn] + Beln] + Teln] + Beeeln]

>

Eie[n]
= Ty[n] + Viae[n] + Eeeln] + Eueln] (38)

donde desde ahora sabemos que E..[n] denota solamente la contribucién single orbital. Todo
recae en (o mejor dicho se tira a) E,.[n], que absorve los errores cometidos por usar non-
interacting kinetics y e-e interaction single orbitals. Y por supuesto es desconocida.

El segundo teorema de KS nos establece el ppio variacional. De (38)

dEn| 0— 0Ts[n] N WVert[n] - 0FEe[n]  dE,.[n]

snlr] —  on[r] onr] on|r] onlr] ’ (39)
6 mejor (40)

5Ts[n] o _6Vc-amt[n] 4 6Eee[n] . 6Exc[n]

onlr] onr] on|r]| onr] (41)

condicionada obviamente a la condicién: / n(r)d7 = N.

La estrategia de Hohenberg Kohn puede expresarse en foma de single-particle orbitals
¢; (lamados de Kohn Sham (KS), que no es la funcién de onda!) similar a la de HF,
proponiendo la siguiente ecuacién (siempre single orbital) que en ppio. nada tiene que ver

con nuestra ecuacién de partida

(—%V2 + vs(r)) ¢;(r) = 5][-(5@(7“), ecuacién de KS (42)

2
n(r) = |a;(r)] (43)
J
y N se entiende como todos los estados ocupados. No tenemos hasta acd ninguna idea como
es la expresion de v,(r), (el subindice s de single orbital) pero lo determinaremos luego.

Notese que formalmente la Eq.(42) representa pseudo electrones en el potencial central

vs(r), y digo pseudo porque no hay exchange como corresponde a los electrones verdaderos.

10



Para el caso de la ecuacién de KS ec(42) las ecuaciones se reducen a

Egs[n] = Tin] + Vi[n], con
T = / 07 (7).

W) = Yo (~15) 601 = 5 [Fo
Viln] = / 47 'n(7)o,(7),

De (41) tenemos obiamente también un ppio variacional

dEks[n] 0 0Ts[n]  oVi[n]
on|r] 0 onr] + onlr] -’
6 mejor
6Tg[n] — 0Vi[n]
Snlr] — on|r]

Y ahora si identifico a Ti[n] de (50) con Ts[n| de (41). con lo cual estoy considerando que

n(r) son iguales. Comparandolas resulta

§Viln]  6Veu[n] . 6Ee[n] = SE.[n]
us(r) = snlr] — on[r] ) onr] - onlr] ’

y de acuerdo a las definiciones, tenemos

Vewt[n] = /d?> n(?)vext(?), luego

IR Uext(?)a

Eofn] = //dhdmn ) n(Ts), luego

0Fcen,r] N - -
o //drl |?_?1’ = Uee(n|T7),

E..n] = lo que sea pero vale
0E.c[n] =
onlr] Uae(n|T")

Reemplazando en (51) tenemos

V(1) = Vet (1) + Vee (1, 7) + Vge(n| 7)

11
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Ver con mas detalle el Apéndice 1 para aprender como se obtiene derivadas de los funcionales.
Los potenciales ey (1) ¥ vee(n|7") son conocidos; el gran problema es determinar E,.[n] y
es el gran desafio de la DFT, del cual sale v,.(r) = 0E,.[n]/én que nos determina la
herramienta mas importante que es el orbital de KS ¢, (r). Notesé que seguimos un camino
muy parecido al usado para demostrar Thomas Fermi partiendo del ppio variacional de Lens
Jensen. Ver Apendice 2 para detalles)

Resumamos, el procedimiento:

e Proponemos una estrategia, elijiendo F,.[n] ,

e En consecuencia encontramos

] 7) = S5l (56

e Encontramos los single orbitals ocupados de estas pseudo particula (repito, no son

electrones formalmente!) resolviendo las ecuacién

5V e () (0] T) + sl ) | 65(7) = 56,7 (57)

vs(n|7)

e Luego calculamos
2
n(r) =3 |o; ()| (58)
J
recalculamos vs(n|7>) y repetimos el esquema hasta converger a un cierto valor variacional
no(r) que serd la mejor dado el .E,.[n| de partida

e Si premultiplicamos la ec. (57) por ¢}(r) integramos y sumamos Z;V llegamos a

Ts

PN Vewt
N N - h
el a7 650 (<59°) o) + [ na) et
J J
T / / AT T3 (1) (T + / A7 no(r) vaclnlr)  (59)
2Ece
N
Z 5% = Ty[no] + Veat[no] + 2Eec[no] + /d? no(1) Vae(T) (60)
J
Comparandolo con (36), o sea
E[no] = Ts [TL()] + ‘/;mt [Tlo] -+ Eee [no] -+ Exc[no] (61)

12



tenemos la energfa total

= Z &5 " = Eee = / d7" 10(r) Vae(r) + Exclno] (62)

donde hemos restado el double counting de E,. y corregido F,..

Es importantisimo restar la contribucion de v,.(r) y sumar E,.[no]!!. Para ilustrar esto
hagamos un ejemplo siguiendo el esquema anterior.

% Proponemos una estrategia, elijiendo, por ejemplo, E,.[n] = ELPA (exchange sélo en

la LDA)

ELPA — / d7 Con*3(r) <0 (63)
% luego determino lo mas importante!
SEEPAp] 4
LDA _ xc _ 1/3
= - —__@, 64
T Ny (64)
% resuelvo las ecuaciones de KS en forma consistente con
4
Vs(n|T) = Veut (1) + Vee(n|T7) = ngnl/?’(r) (65)
| S —
vxc(n\?)

determino asf los orbitales de Kohn Sham y la densidad, o sea; ¢;, EJKS y no(r) =

%;|¢;(r)|* en forma consistente

% Cdlculo la energia cinética

1= 2
B Z/d?§ ‘quj(r) , (66)
A
% la energia F,.
1
Eee = //d?” 1d7" 2 n() T 1)— n0(72).
T'12
% v los terminos de exchange
Bt — - [a7 canll0), (67)
4 4
7 nale) oE240) = = [T natr) SOy ) = SEEPA (68)
Notar que son diferentes!! Es por esta razén que se debe corregir el E,.[n] en (62), o sea
al 4
KS LDA LDA
Elng] = Z% — Bee = S B/ + B (69)

Z ELDA (70)
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TABLE I The Hartree-Fock (HF) and the exchange-only density-functional (DF) one-electron energies of
the Be, Ne. Ar. and Er atoms in Ry.

1s 25 2o 35 ip 3d 45 4p
Be HF —9.465 —0.619
DF —8251 —0.619
Ne HF —65345 —3.864 —1.701
DF —061.639 —3436 —1.701

Ar HF —237221 24644 10143 2555 —1.1382
DF —228911 —22313 17474 2199 -—11382

Er HF —1040331 —139806 —126.020 —21699 —16663 —7.650 —2306 —1.048
DF —-1022.120 —133210 -—120468 —19320 —14777 —6633 —10987 —1.048

Aclaremos que la ecuacién de KS nos da ¢; que NO es la funcién de onda: solo sirve
para dos cosas:

a) determinar la energfa cinética local ¢(7") (45) y por ende T, que NO es la energia
cinética total , sino la de single orbital, el resto queda en E,.[ng]. Notemos aqui que Ty
no depende explicitamente de la densidad siné del orbital de Kohn Sham ¢ que a su vez
dependen de v,.(r) y este de la densidad n(r)

b) determinar la densidad ng(r), con la que se calcula V.., Eee v Epe.

Los valores de ejK S no tienen nada que ver con los valores atémicos, aunque son (muy)
parecidos si no se usan pseudopotenciales. A tal punto que ultimamente hay una tendencia
en TDDFT en usar el determinante de Slater [®) = [¢;, ¢, ¢5...) , donde ¢, son los orbitales
de Kohn Sham como si fuese [Wyr) = [¢)),1q,1%;5...) , con 1, los single orbital de Hartree
Fock. Hay una excepcién muy importante. Si no se usan pseudopotenciales, se prueba que el
valor de EJK 9 de mas alta energfa llamado HOMO coincide con la energia de ionizacién
efF si se calculase en forma exacta!l. HOMO significa Highest Occupied Molecular
Orbital. Se llama LUMO a Lowest Occupied Molecular Orbital. (ver Tabla la comparaciin

KS o HF
entre £;°° y ;")

B. Implicancias

La DFT pretende un cambio de paradigma, y como corresponde a cualquier paradigma

tiene su ppio variacional. En HF se parte de v.,; se resuelve la ec. de Schrodinger se
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Schrodinger

determina la soluciones ¥(7¢'1, ¢'2..), y a partir de ella se determina los observables mediante

elementos de matriz del tipo (¥]|O|)
Vet Hedch g (‘I’I:OQIO observables (71)
entre los observables esta precisamente la densidad

n(r) =Y (U(T1, T2)l0(T = 7 )I(T 1, T2-) (72)

En el dibujo se muestran las relaciones (para detalles ver el apendice)

La DFT cambia el punto de vista. Se lee distinta. Parte del conocimiento de n(r). Se
resuelve la ec.(42) y con los KS single orbitals ¢,. De allf se determina v(r). De alguna man-
era se deberfa encontrar U(q1, 72..) = ¥[n], y de allf os observables O[n]=(¥[n]|O|¥[n]).
Si los observables son single particle el resultado es obvio. En particular, la energfa por
ejemplo E[n]=(W[n]|H|¥[n]) también es facil. Notar que obtener ¥(q1, 72..) a partir de
n(r), o sea ¥[n|, implicaria determinar la inversa de (72) (resulta increible!!!, ver Apéndice
2). Formalmente

n(r) = ¥[n|(q1, q2.) = Vet (73)

Aunque esta forma de leerlo describe una linea de pensamiento conceptual, no representa el

procedimiento real que se sigue. En la préactica se trabaja con la filosoffa y programas equiv-
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alentes a HF. Se pone énfasis en el hecho que v, esta determinado por n(r), porque E.[n]
y E.[n], son formas universales de la densidad, Ts[n] en forma indirecta.. Sin embargo no
es tan alocado pensar que la densidad tiene informacién de la posicién de los niicleos. En
el caso culombianao usando Kato tenemos la presencia de una carga Z en la posicién R,
cuando

1 dn(r)

Z= “2n(r) dr ’ (74)

La DFT lo lee asi: la densidad tiene informacién de la posicién de los niicleos Culombianos y

r—R

de sus cargas y por lo tanto de v.,; (Capelle). Personalmente no me gusta este pensamiento,
pero matematicamente es correcto ya que hay una relacién biunivoca entre n(7) y vey. Pero
si conozco n(r), puedo determinar v.,;? (Antoine Salin dice. En un hotel, hay una relacién
biunivoca entre piezas y llaves. Pero teniendo una llave en la mano (densidad) apriori no se a
que pieza pertenece (v..) ). Algo mas, que exista no implica que puede ser representada en
téminos de funciones conocidas (trigenométricas, exponenciales...., o en una grilla numérica).

Esto forma parte de un problema mas complejo que es la V-representability.

C. Energias de exchange, correlation y cinética, a partir de las densidades

Supongamos que consideremos las densidades obtenidas por Hartree Fock (sin correlacién
pero con exchange y de hecho es una muy buena aproximacién a n(r)), o DET. Podemos
expandir la energia cinetica y de ezchange en términos de una serie (no local, o sea que

incluye el gradiente) basadas solamente en el analisis dimensional,

T(O) :TLDA [n]

A

Tl = Gy / aTBT) + 2

8 n(7) 12
(1)
B =ELPAR] ~ >
—J: 4/3 (> - en(?w 2 3
Ex[n]:C’x/drn/(r)—B/er+E§)+E£)+ ...... (76)

siuso A en T se lo conoce com TFAW (Thomas Fermi A Weissacker). El valor mas usado
es A =1/9,y 5 = 1. En la Tabla se muestra la contribucién de los términos de la series y
su comparacién con HF para algunos dtomos e iones que calculé usando la funciones HF de

Clementi y Roetti, y Bunge. Esto nos indica que la LDA puede estimar el exchange bastante
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TABLE I: Energias cineticas y de exchange comparadas con Hartree Fock

o

Atom| T® 470 TR | Y gD EFD

Li+ | 6.5440 7.3224 7.2362| -1.4205 -1.6485 -1.6514
F— | 90683 99.402 00459  -9.3660 -10.354 -10.273
He | 2.5605 2.8653 2.8616| -0.8540 -1.0254 -1.0257
N 48624 53.679 54400| -5.7473 -6.4467 -6.6004
Ne 117.76 12863 125.54( -11.033 -12.137 -12.109

%5]

36861 395.63 397.50| -22.958 -24937 -25.001
cl 426.68 460.85 459.48| -25.342 -27.476 -27.511

Kr | 25011 27576 2752.0| -88.623 -03.870 -93.5467

bien y el otro término da una correccién bastante buena . A primer orden uno podria poner
LDA 4 1/3
Vge(r) =070 (r) = —ngn (r) (77)

que se ha usado muchisimo con gran exito. Kohn dijo que la "suerte" de la DFT se debi6

LDA(T)‘

al exito de la aproximacién local vy

D. Exchange de Becke (B)

En 1987 March, entre otros, puntualizé el siguiente limite para F,

1 — = n(71,?2)n(727?1)
Em = —= dTldTg (78>
2 712
= /d?g ’I’L(?Q) ux(Tz) (79)
I — (7L T )n(T 2, )
T — /7 —~ d
wlra) o [ M (80)
usando el problema de la practica, (81)
n(j-:2)
Up(ry) — —ii L / 47 (1, Fa)n(Fa, 1) (82)
ra—oo 219 (T 3) ’ Y
11
Ug(re) — —=— (83)

ro—o0  27Tg

Esto simula una interaccién Culombiana atractiva via un potencial u,, y se lo conoce como

Fermi Hole 6 exchange hole. Es como si un electrén deja un agujero en la densidad de spin y
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LDA(r) = —C, n*/3(r) , y tiende exponencialmente

este lo atrae. En la aproximacion LDA: u
a 0, no teniendo en cuenta el Fermi Hole!.

El término de Becke (paramagnético 6 spin independent) se define asi

BB — / 07 n(7) uP(7), (84)

LEQ

14 68z Arcsinh(2'/3z)’

ug () = uyPA(r) = Bn'(r) (85)

v = a(r) = n4/3?ﬂ§ (86)

Obviamente cuando estamos en presencia de un gas de electrones libres uniforme u homoge-

nio (FEG), entonces
n=cte = =0 = uB(r)=>uFr)=-C, n'/?

que es lo correcto dentro de la LPA. Veamos dos limites

e Cuando = — 0, tenemos la siguiente serie

uy (r) = ugP(r) = B (r)a? + C2?(964) (87)
utPA(r)y + 6714/3—‘ ?n(r)‘ +O(a") (88)
: n®/3(r) ’
LDA ’?n(r)’z 4
=g (r) — by T O(z%), (89)

que coincide con la expansién (76)! basados solamente en un analisis dimensional.
e A grandes distancias podemos descartar el primer termino de (89) ya que tiene una
caida exponencial

n(r) — Ce ", C=constante (90)

Por otro lado sabemos que (PY 1.3.33) ( = \/2|E.y|, donde E.,; es la energia de ligadura

del nivel mas externo. Entonces cuando

lim ULDA( ) _ (Oe_zgr>1/3 OV 23 ¢ 0,

ya que

ﬁ
Vn(r)
n*/3(r)

}_2CC€_2<M 2¢ o203 Cr

C4/3g—8/3cr  (1/3¢ — 0, (91)

xr =

Luego a grandes distancias (r— oo, 6 equivalentemente x— 00), tenemos
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Arcsinh(2Y3z) — In(2 x 2'/%2) (92)

y reemplazando
B 1/3 a?
WB(r) = —pn(r , 93
- () P ( )1 + 60x Arcsinh(Zl/Sx) (93)
ln(2>?2rl/3x)
 a1/3 T 13 l 94
- —hn (T)Gﬁln@ x 21/3x) (r)Gln(x)’ (54)
( 2¢ o+2/3 Cr) =
1/3 cee2 1
L (e e\ S
—— L 2¢ 23 Cr CY36 2 (r lne 2r
n(r) C1/3

que es exactamente el exchange hole. Una maravillal.

Casi todas la B de la sopa de alfabetos se refieren a Becke, y en particular a esta
aproximaciéon. En la Tabla se muestra las predicciones usando Becke comparado con el
resultado mas exacto (extraido del articulo original). Es un resultado impactante. Se usé

[ = 21/30.0042. La razén del coeficiente 2/ se verd en la préctica en conexién con ferro-

Y la DFET lo tiene, la LDA da E, = —0.268 y la de Becke peor, da —0.313 (ver tabla). Se

necesita reformularlo mediante el llamado, self interaction correction (SIC), asi

B SIOn) = E#P(Sin] — Y (Eee[ni] — ES[ns)) (96)
Si tenemos hidrégeno, un solo electrén, entonces n = n; = ny,, y E@P5C%n,,] = —E..[n),

que cancela excatamente la interacciéon con si mismo proveniente de la interaccién e-e.

E. Correlacién de Lee-Yang-Parr (LYP)

Para capas cerradas resulta ser (sigo a Kohanoff), la energia de correlacién se puede

aproximar como
ENP - / 47 n(T) u P (7)
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T d+nlB

TABLE II. Atomic exchange energies (a.u.).

Exact LDA?* PW®
H —0.313 —0.268 —0.310
He —1.026 —0.884 —1.025
Li —1.781 —1.538 —1.775
Be —2.667 —2.312 —2.658
B —3.744 —3272 —3.728
C —5.045 —4.459 —5.032
N —6.596 —5.893 —6.589
0 —8.174 —7.342 —8.169
F —10.00 —9.052 —10.02
Ne —12.11 —11.03 —12.14
Na —14.02 —12.79 —14.03
Mg —15.99 —14.61 —16.00
Al —18.07 —16.53 —18.06
Si —20.28 —18.59 —20.27
P —22.64 —20.79 —22.62
S —25.00 —23.00 —24.98
Cl —27.51 —25.35 —27.49
Ar —30.19 —27.86 —30.15

“LDA: Eq. (1),

"Present work: Eq. (8) with #=0.0042 a.u.

Wigner

—

a n1/3

2
<|v:| _vzn)

{1 +bn 3 {Cpnf’/?’ — "+

con Cp = 3/10(37%)%3, a = 0.04918, b = 0.132,¢

( Wt %vzn)] e~V } (97)

0.2533 and d = 0.349, y t" es

nuestra conocida expresion cinética local de Weissacker introducida anteriormente en (14).
Reescribi la formula original para dejar en evidencia que el término de adelante tiene la
misma estructura de la expresion de Wigner (23), recordar

a n*3(r)

Pt (99)

EYn] = —/d?n(r)

Y asi queda definido el funcional BBLYP=Becke+LYP con 3 coeficientes a, b y ¢
que es el alfabeto mas grande de la sopa de la Fig 3. El funcional LYP esta basado en una
expresion de Colle-Salvetti. Hay Otros mas modernos debido a Perdiew. Sigue Tabla del
articulo de LYP

Como me referfa antes, uno puede decir muy groseramente que para el caso atémico

neutro la correlacion contribuye con 0.04 a.u. por electrén.
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TABLE 1. Correlation energres of atoms and mobecules,
caleulationsl detaika

Colle-Salwert

Speciea Expi* _ formula’
Closed shell
He {0420 (04016000415
Li* (L35 L0380 0438 )
Be'* [k 044200044 )
Be (g4 092600 426
[ LERRRK 0, NG00, 100650
Ne oy 0.37500,374)
Ar 79 0.743
Kr 1.738
Xe 1,733
H,0 037 03360 0.336)
CH, 0293 0.2900.289)
Open shell
Lit's ) (1.045" 0050
BI'P) 125 0.1z
Ci'P) i, 156" 0.kol
M%) . 189" G ET
ClP| 735 [LEEE

“Exact epergy correched 1o be relatively free for infinite nuclen
"Equation (10 ar (15} of text. ¥alves in parentheses from Ref
“Equation (21 or (221 of text, withoul terms in pareatheses,

L} SR SR L L R L

Antes de terminar no esta de més recordar los signos de las energias
E <0

T>0

Veat <0

Ee.e >0

E, <0

E.<0

vV vV vV v Vv Yy

IV. PSEUDOPOTENCIALES

Finalmente vamos a comentar algo sobre los pseudopotenciales que se usan en la actu-
alidad en Quimica Cudntica para evitar el problema del core. Ya vimos pseudopotenciales
realistas en el primer capftulo. Por realista queremos indicar que el electron vea el nicleo
Culombiano y que la funcién de onda sea (o pretenda ser) una copia de la exacta, con todos
los nodos y las propiedades de cusp. Si tenemos una molécula o sélidos podemos afirmar
que:

» Solo los electrones de valencia participan de la ligadura entre los atomos.
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» Las funciones de onda de los electrones de valencia cambian significativamente cuando
se produce la ligadura.

» Por el contrario, las funciones de onda de los electrones del core no cambian signi-
ficativamente.

La approximacion de pseudopotencial consiste en considerar a los electrones de valencia
moviendose en un background rigido compuesto por los nucleos+ los electrones del core. Por
core se entiende como la configuracién correspondiente al gas raro mas cercano:

» Del Li al F, el core es la configuraciéon del He

» Del Na al Cl, el core es la configuracion del Ne

» Del K al Br, el core es la configuracién del Ar, etc

A. Como se construye un pseudopotencial?

Para un dado dtomo se procede asf.
1) Se célcula la ecuacién de Schrédinger para todos los electrones y se determinan las

funciones de ondas atémicas 1% (1) = u2(r)/r en la forma usual

1 d2 l(l + 1) a a a a
(~5ds + g # V) ) ) = ). con (100)
Z
Vepslr) = ——+ Va(r) = ve(r), (101)

donde V¢(r) = V4(n(r)|r) es el potencial directo V*(n(r)|r) es generalmente un potencial
aproximado de exchange en términos de la densidad electrénica n(r) como veremos luego.
2) Se dividen los electrones entre core y valencia, y se define: n(r) = n"(r) + n""(r)
3) Se determina un radio de corte r. que de alguna manera aisle el core y se construye

pseudofunciones ¢; (I al), tal que

PUr) = ®(r), para r > 7,

nl

" : (102)
m(r)=[f(r)  para r <7
f(r) sea lo mas suave posible, (103)
r%ln P(r) = Td% Iny%(r) para r=re, (104)
/ dr 1 [P35 ()P = / dr r? |¢Z§(7’)‘2 norm conservation. (105)
0 0

La idea fundamental es que 9*;(r) no tenga nodos (ver figura)
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4) Entonces se impone a 1! que satisfaga la ecuacion de Schrodinger

1d I(l+1) ¢ o s
(=3 + o+ V) ) iy = i), con (106)
iyl = i, (107)

y finalmente Ve’}sf se obtiene simplemente invirtiendo

: WA L 5drta(r)
Vel}f(T) = — 92 +e, + W (108)

Que se puede puede hacer!, ya que ul;(r) no tiene nodos. En la figura de se muestra el

esquema de trabajo que seguimos (sacado de wikipewdial!)
A partir de los pseudo petenciales, las moleculas se construyen de la siguiente manera.
Se remueve los potenciales interelecténicos correspondientes a los electrones de valencia, o

sea se des-apantalla (unscreen)
WP (r) = VI (r) — Vv (r)|r) — V(e (r)|r). (109)

La idea es que cuando este dtomo esté en la molécula o sélido WP*(r) se apantallara difer-
entemente ya que van a cambiar por efecto de los vecinos. WP(r) es el deseado pseudopo-
tencial.Hay muchisimos lugares de donde se bajan pseudopotenciales. En esta otra figura
muestro algunos con su lugar de extraccién

Es notable ver que el potencial para hydrogeno por ejemplo, sin culombiano!, describe
correctamente las energias. Vamos a hacerlo en la préctica. La suavidad de los potenciales
son un valor muy deseado (soft y ultrasoft de Vanderbilt) para que valga la descomposicién

en ondas planas.
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V. SIGUE MATERIAL ADICIONAL.

VI. APENDICE 1: FUNCIONAL Y SUS DERIVADAS

(Appendix A.de Parr-Yang ) Daremos lo bésico de un funcional. Una funcién f(r) es
una regla que nos relaciona un valor de r a un nimero f(r) (en la jerga: mapping). Un
funcional F[f(r)] = F[f] nos relaciona una funcién f con un nimero. Un funcional es una

funcién cuya variable es una una funcién.
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A. Expresiones lineales

Sigue las reglas de diferenciabilidad standards

O m T e Bln()]) = o OFalr)] | 0F[n(r)]
5n[7"] ( aFa[ ( )]+ be[ ( )]) a 571,[7“] + G (S?’L[T’] )

) IF,[n(r)]

B. Expresiones integrales

Queremos calcular 6 F'[n]/dn. El primero hagamoslo artesanalmente

Fi[n] = /d?’ n*(r'),

Filn+on] = /d?” (n +5n)0‘:/d7’ (n®+an*ton+..),

= F[n]+ a/d?'n *Lon,

dFi[n] = Filn+6n] — Fi[n] = oz/d?'n(r') *Ln.

_ R o) D)
sy (Feln)] < Bin)]) = Fifn(r)] x 5 007 + Filn(r)] < 228

(110)

. (111)

(112)
(113)
(114)

(115)

Elejimos ahora 6n = on[7] = (7" — 7), cone — 0,y 6(7 — 7") es la delta de Dirac

dF1[n(r)] _ Filn+ed(W.=7")] — Fi[n]
onr] €

La generalizacién es obvia,

0Fi[n IGn(7"
Fl[n] = /d?/ G[n(?,”v - (Sl’I”E ] = 87[1((?)/))] o
y en particular, una muy utilizada B

Rl = [ 47 (@) o)~ T )

Otra expresion de interés es la relacionada a la energfa de Hartree

1
Fg[n}: /drl/drzn m (72)

Eyln 't on] — Fofn] = —/drl/drzén(rl) ﬁ

1
/drl/drgn ﬁéﬂ(?g)
7= T

Haciendo nuevamente 0n(r/2) = €6 (71 /2 — )

6Fy[nr]]  Fyn+on] — Fyn] T 1
onlr] € _/d (

(116)

(117)
(118)
(119)

(120)
(121)

(122)

(123)



Otra que tiene que ver con la energfa cinética

ﬁ/ / ﬁ/ !/
Fyln] = é/d?’ v ”(TTS('?X n(r) (124)
1 ., ?'(n+5n)-€’(n+5n)
F3ln+én] = g/dr i on (125)
1 OV'n-V'én  V'n-V'n
F3[n+ dn] — F3[n] = g/d7>’ ( - — — 5n> (126)

Haciendo én(r') = e5(7" — 7)

dF3[n[r]] _1?71 Vn N l/d_)’ V'n 6'5(7' -7) (127)
énlr] 8  n2 4 : n
Recordando que
+00 9 )
dx f(x)%é(az — 1) = — a—xf(x) , queda (128)
dF3[n[r]] l?n “Vn B 1V2n (129)
on|r] 8 n? 4 n’

(chequear diferencia con PY, porque?). Hay otros funcionales que son importantes en la

expansién de gradientes y laplacianos
Fyn] = /d?’ Gn(), |Vn()|, V?n(r').... ], (130)

Hay muchas oportunidades donde usamos la derivadas de funcionales y no la registramos.
Por ejemplo: cuando escribimos el Lagrangiano en términos de las variables general-
izadas que son funciones del tiempo. Recordemos la densidad Lagrangiana: D[q(t)] =

[at Llg(t'),q(t"),¥], y el ppio variacional nos decfa

~ oDlg()] _ ocl.]

oq(t) — Oq(t')

d oLl
v At og(t!)

, (131)

t=t’

que es un caso particular de lo anterior.

VII. APPENDICE 2. TEOREMAS DE HOHENBERG-KOHN

Vuelco aca algunas consideraciones matemadticas al respecto. Seguimos a Antoine Salin
Consideremos un sistema de N particulas idénticas (bosones o fermiones) cuya inter-

acciones estdn descriptas por un potencial (2-body) definido y universal y fijo, digamos
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v = 1 / r12, 0 sea electrones en nuestro caso. Estos electrones esta sujetos a un cierto po-
tencial (1-body) externo v, (r;) (digamos el potencial de los nicleos en nuestro caso). La

ecuacién de Schroedinger nos dice
(Ho + Veat)¥ = E, 0 (132)

donde V¥ es la autofuncién , I, es la energfa del estado fundamental y ﬁg es lo que resta del
Hamultoniano, que no depende de v, 0 sea la parte universal. Supongamos que variamos
Vst (1) (por ejemplo, variamos la carga nuclear). LLamemos

» V al conjunto de potenciales v, (r;) posibles, o sea V ={ vey },

» F al conjunto de todas las soluciones ¥, o sea F={V}.

» N atodo el conjunto de densidadeso sea N'={n}.

V>N

La ecuacién de Schréodinger nos hace un mapping V — F. Una vez que tenemos
U construimos la densidad n(r)

n(r) = <\IJ \I/> : (133)

Por lo que podemos decir que (133) hace un mapping F — N. Por lo que hicimos

occ

Y 6T - T)

J

V—->F >N (134)

o directamente V — N. El teorema de Hohenberg Kohn nos diré que las relaciones V — F y
F — N son biyectivas V «— F y N «— V| o sea se tiene que probar F —V y N — V.
Fov
La funcién de onda ¥(r) determina univocamente v,(r).
Consideremos que no (absurdo), que haya 2 potenciales ve,(r;), y vL,,(r;) que es pro-

ducida por la misma funcién ¥, con autovalores £, y E;, 0 sea

HU = (Hy + ver)¥ = E,U (135)
HV = (Hy+ )V =EV, restando (136)
[H — H' U = [vegy — 0., ] ¥ = [E, — E}| ¥, 6 explicitamnte (137)

> eat(T3) = vy (T U(T1, . T n) = [By — B)] U(T1,. 7 ) (138)



Como esto es valido para todo 7; con i =1, N. Luego podemos escribir

Veat(T75) — Uy (7':) = Ey — E; = Constante !!!!l!, entonces (139)

0, (73) = Ve (7 ;) — Constante (140)

ext

y aqui aparece una sutileza que debe tenerse en cuenta: la constante. Si ademéds sabemos
que B, = E| entonces VL (T0) = Vet (T3).

NV

La densidad n(r) determina univocamente v, (r)

Este es el teorema de Kohn Sham, lo repito. Consideremos que no (absurdo), que para

un valor de n(r), haya 2 potenciales v, y v.,, entonces la ecuacién de Schroedinger nos dice

HU = (Hy+ ve)¥ = E,U, | E,=(U|H| ) (141)
H'V = (Hy+vl,)V' =EW | E = (|H|V) (142)

ext

Usando el hecho que V¥ es autofuncién de H, ¥ no lo es (podriamos pensarlo como una

funcién de prueba) por lo que
Ey < (U [H[ W) = (V' |H" + vegt = Veqe| V') = Ef + (¥ [ver — vy V) (143)

Por ser V,,; single particle operator, entonces

E,<E ¢ / AT ()3 [0 (T) = (7 (144)

=1
Lo mismo considerando

E, < (W|H'|¥) < E, + /d?> n(r) Z [0 (T3) = Vear(T4)] (145)

i=1

Usando la condicién que n(r) = n'(r) ( la misma densidad!!!), y sumado, resulta

Ey+ E, < E, + E,. (146)

/
ext’

Lo cual es un absurdo. Por lo tanto no hay v.,; # v._,, solo pueden diferir en una constante

Ccomo vimeos .
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A. Algunas discusiones

—
ri,

1) Es notable como pasamos de (71, ..7 x) a n(r). De la informacién total

n(7T 1, T N) = (T T )P (147)

Integremosla en la variable 7y

N
—

N
(7, T No) = X /drN]\Il(?l, TN y luego en 7 n_1 (148)

N
n(?l, --71\/—2) = ) /d?N_ld?N\\If(7’1, ..?N)|2, ..y finalmente (149)

N
N -1
N

es notable que a pesar de perderse informacién integral a integral esta 1iltima ecuacién tenga
toda la informacién del sistemal. Segtin Salin todo se debe a que v.,; es un single particle
operator (ver (145))

2) Si el observable es un single particle operador, el uso de la densidad (150) es obvia.
Pero este paradigma nos dice que es posible determinar cualquier observable. No nos dice
como!

3) Si conozco ¥, y Ey, la ec. de Schroedinger nos dice como podria determinar V... Por

ejemplo (aqui hay que tener cuidado con los nodos de W!!)
E,— Hy)V
S L 7 0L (151)
Pero si conozco n(r), puedo determinar v.,;? (Antoine Salin dice. En un hotel, hay una
relacién biunivoca entre piezas y llaves. Pero teniendo una llave en la mano (densidad)
apriori no se a que pieza pertenece (v,¢) . La DFT no pone el nimero de habitacion en cada
llave).
4) Para algunos valores de n(r) del espacio N tal vez no sea posible determinar V,,;. y

aqui aparece el problema conocido como v.,; — representability.
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VIII. APENDICE 3: FUNCIONALES DE FEXCHANGE Y CORRELACION

Una forma de escribir la energia de exchange es (sin spin). Reescribo E, asf

Ex = /d?gn(?g) Ux(?g), (152)
1
v (T 9) = /d?l 2—) p. (71, 73), con (153)
12
— — n(71,72n(r2,rl)
(171, 19) = — — ., con la condicién (154)
n(7r's)
/d?lpw(?1,72) = -1 (155)

donde usamos (?77). Se generaliza el exchange a correlacién y exchange, de la siguiente

manera

Pac(T 1, T2) = po(T1,72) + plT1, 7 2) (156)

de modo tal que [d7 1p.(71, T'2) =0, y se puede escribir

Egcc = /d72n(72) ch(?g), (157)
el Tz) = [ a7 (%) a1, ) (158)
T'12

Hay una enorme cantidad de funcionales de correlacion y exchange conteniendo el
Vn, V’n, 7(r) = %, |V¢,|* llamados gradiente generalizados, metagradientes, etc que
escriben

Epe =~ /al?> n(7) vge [n(r), Vn(r), Vn(r), 7(r)] (159)

la lista es interminable. Para un resumen ver https://sites.google.com/site/markcasida/dft,

donde hay 34 pdginas llena de acronismos

IX. APENDICE 4: PAIR CORRELATION FUNCTION

Es importante, reescribir, a p,. como

Poc(T1, T2) =n(r1) (G(T1,72) —1) (160)

y §(71, 72) es la llamada pair correlation function promediada. Con la palabra promediada
se refiere a g(7'1, 72) = g(| 71 — 7'2|) promediada angularmente, y representa la probabil-

idad de que un electrén este en 771 v el otro en 75 . La aproximacién basada en el FEG
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homogeneo, debido solo al ezchange, resulta (ver demostracién mas abajo)
. 2
92(71, T2) = ga(r12) = g (%) (161)
La funcién ¢(ri2) — 1/2  cuando r;5 — 0, y esto revela el hecho que los electrones con
el mismo spin no les gusta ocupar el mismo lugar en el espacio (r;3 = 0), lo que reduce
la probabilidad a electrones de distinto spin. Recordemos que HF incorpora el exzchange

(exactamente), mientras que Hartree no lo incluye para nada por lo que para este caso

g(riz) =1

A. Estimacién de la pair correlation function

Estimemos la g(7", 7”’) en un gas de electrones libres homogenio. Calcularemos de
la misma manera que hicimos en Thomas Fermi, y con las mismas aproximaciones. Veamos

los dos términos

Vi = +3 Z/dT’Z %ﬁ,\ [Z/drﬂ/&\/ "%( )] U (T2), (162)
_ / / A7 AT Va(Tr, Ta), (163)

V, = —%Z\:/d?g w§(72) [Z (0’,\-UI)\)?/d?lw;/(?l)éwA(?l)] Wy (75)(164)

)\l

== //d?ld?g %(?1,?2), (165)

En la DFT podemos hacer hacer

._) —_
— exp(i k. r
S irlT) =% [aF e - k‘)WU? , o=t | (166)
0 or -~
g Yaop (7))

~~
2o
k

Sabiendo que XX, (0%> o ,) = 2, sobreviven en la que todos coincidan (up con up y
down con down). Como antes situemosno en una cierta caja en la posicién 7’1 y 7o

-~ ~

1
Va(F1, T 2) = +2§/d?@(k‘}r — k) d?/@(k}? — k)

exp(—i?.?g) exp(—i?’.?l) 1 exp(i?’.?l) exp(i?.?g)

1 167
(2m)3/2 (27)3/2 r19 (27)3/2 (27)3/2 (167)
$5(72) w3, (71) b (71) 63(F2)
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Va(71, 7o) = 5 Mono, donde (168)
12
_ —Okr — k) _ ki

v kr es la velocidad de Fermi.

El término de intercambio es equivalentenmente,

- ~

Vo(T1, 72) = —2%/61?@(1@ — k) /d?'@(kp — k)

exp(—i?.?ﬁ exp(—i?'.?l) 1 exp(i?.?l) exp(i?'.?ﬁ

1
(2m)3/2 R (27)3/2 T (27)3/2 (2m)3/2 /< 70)
¥3(72) 5 (71) 5 (71) b (72)
- — 1 1 - T — ?
Ve(r'y, 7e) = T (2] dkO(kpr —k)exp(—ik .7 12) (171)
12
1 1 J1(kpria) 9 Ji(krria) ?
- Amk3)2 (L)) 2 JITFT12) 172
T'12 (277)6< mkE) < kpria 4o kpris (172)

y obviamente tanto V,; tanto como V, depende de r15. Notar que la distancia interparticula

queda escaleada con el radio de Seitz rg, ya que

12

kpris = 1.9192— (173)
s
Sumando ambos términos
1 1 9 jl(k‘prlg) 2
— Sl | I e a2 174
Via(ris) + Va(r12) QTlo’ﬂt)r12 [ 5 ( [ (174)

v ji(z) = sin(z) — xcos(x), es la funcién esferica de Bessel. Haciendo un desarrollo de
potencias resulta que

Va(r12) + Vi (r12)

1 ]., 9 — OO
1
2

(175)

= g(ri2) —

1
TZQ’I’LOE

N |—=

) ri2 — 0

La funcién ¢(r;3) — 1/2  cuando rj5 — 0, y esto revela el hecho que los electrones con
el mismo spin no les gusta ocupar el mismo lugar en el espacio (r12 = 0), lo que reduce
la probabilidad a electrones de distinto spin. Recordemos que HF incorpora el exchange,

mientras que Hartree no lo incluye..
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