SCHROEDINGER

La ecuacion de Schroedinger

Scroedinger siguio hasta cierto punto los postulados de De Broglie
primeramente intento una teoria completamente relativista pero
luego termino haciendo algo "clasico”

El hablé de ondas representadas por una funcion P(x, r)

Tenemos que segun De Broglie
A=hp

v=El

Por otro lado, Schroedinger tomé

Condiciones a satisfacer

E=p"l2m)+7

a) ser consistente con las ecuaciones anteriores

b) deberia ser linea en ¥'(x.1) para que valga superposicion
es decir que tambien sea solucion la combinacion:

Txt) = a1 + DU(.0)

¢) La energia potencial 7 es en general una funcion de x , 1,
SV =V =




\I' = ysin(Kx - of) + cos(Ky - wi)

p ev Vol = ﬁ%

Hay dos soluciones , tomamos y = iy § = if, resultando

hl ANp AP
i A P
<M ox- ot

Si 77 no es constante se postula que

I ) R ()
A Ve, t)P(x,1) = ih A

Interpretacion de la Ecuacion de
Schroedinger

En 1926 Bom propuso el postulado siguiente

Sien un instante 7 se realiza una medicion para localizar la particula
asociada con una funcion de onda (x, ) entonces la probabilidad
P(x,7)dx que la particula se encuentre enfre xy x - dx es

| P(x,t)dy = U (x, 1) P(x, 1)x

Ecuacion de balance para la probabilidad

q ™ .
:1 = C l PPy
Loty

_ L[K‘I"‘I’]

m
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Como /iKim = p/m =¥/, resulta

(0T - 01Dy = £ | TP
l - o <1
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Figure 7-1. lustrating the one dimensional conservation equation.

Schroedinger independiente del tiempo
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+P )Y () = vh#
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Entonces con F(x,7) - F(x) tenemas

P

—p(x)6() + V) (x)o(r) = fr%v(x)y,‘m
1

2m ex?

Pl 1) = px)exp (,,-%,)

Las soluciones y(x) no son necesariamente complejas




Pues de no ser asi...si ho se cumple
Cuantificacion de la Energia en - —
. | ylx)  finita 1)= la probabilidad no esta definida
SChroedmger e 2)= § no esta bien definida S(u) = —ﬁ[‘l"‘ii —‘I‘i}
2 Sylx)  finita mL” ox
La "parte observable” de P(x./) es Sy cont 3)=2no se cumple 2)
) o . Py continua 4) = cOmo
Pty = U (v, 1) P (v, 1)dx PR p——
at L[ Ly« o] - €
apr AP () X
S(‘\' r) = ,Lﬁ[\l/‘i — \Ili]
T 2m o ox =
_ e y(x) =
LSy + Ty () = Eylo)
=
Loyte) = L2710 -Elylo)
. ox? h*
1 wx)  finita
2 Lyl finia Entonces para I/(x) y E finitos con y(x) finita por 1) = %q/(.\') luego
3 w(x)  continua [%w(x) debe ser continua
4 %\w (x) contimta
Entonces si tenemos varios valores de £ cuanto mayor es E mayor
] es la curvatura (digamos en x; ) luego la curvatura mayor
for corresponde a moyor energia.
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Si ahora el potencial es del tipo

‘ﬁ)

plvi) = w(.\‘a)-[ : w(.r)] [x1—x0]

v 0

[Lvew] =[Fvim] + 200 - By -x]

si[Vx)-E] <0=para

[y()]>0= A[(‘%w(.\')] <0

W] <0= Al Lyx)] >0 . : " "
] <0= o L] > Aqui solo debemos ajustar "de un lado” y en este caso para todo
valor de E podemos conseguir una solucion.




L Otra aproximacion a la resoluciéon numérica

Sabemos que la ecuacion se escribe como

Eso se reescribe como

Ao gy
Y #EIMW

>

%w ={e-Wy

Que es la forma adimensional

1027 en cgs (muy grande)

Py 2in 1 N
- =-<LE- O
ar - (E-1ed)
dy )
\ a%’h(c’f:')u )
o - / > E= %fmoa
Ve ™~ -
Para el oscilar la ecuacion es
P e -
TR
¢
@y = \“W j
. ,/

Luego dada la frecuencia caracteristica tomamos una energia caracteristica

Reescribimos ahora

con

(le,wl m o1 w2,
e = (—’f;—f?hwow %?wng
% = (—%ugﬁ ’}J’—;wﬁ\:]w
dy . 3,
(ﬁ—_]'; = —%wg(z— %wg\'-)w

dzw W

. = (- B ooy

) TR

n
2omp 2k -
&= ﬁw“.\ —.\—(mmo) z

Para el oscilador armonico

con

Algunas definiciones para el calculo humetico
Iog=jeAs

v = () =y




W) = W) = W

/Para la derivada primera : \

La derivada de y en el punto (7 + %)x (en el medio de los puntos
degrillajy(+1))
Vi1 =V

. . /

Va

-

VitV ViV

Para la derivada |: dz u,i| = A Az
Segunda : d=? 2Az
_ vyt
2(A)?

Lo cual da para £y = —fe~ Iy

Wit =2y Ty

T = ey, =

i1 = —Je— Ty 2(A2)% + 29 -y

W = (2=2082) [~ )y~ i

Suponemos un potencial simétrico —» V(x):V(— X)

Para resolver :

Vi = (2-2(A: 2[5_ H’;DW[ —Vj

Necesitamos dar valores

Para :

Dado un potencial simétrico luego dado que el observable fundamental es la
Probabilidad asociada a Y2(x), pero por simetria

PP(x)= V(- x)=

P(x)=t ¥(-x)

Luego son pares o impares

Si ahora me fijo en las pares en x=0

Vi = (Z—Z(A-')z[e— H’;DW[ —V
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Tenemos un conjunto discreto de valores de energia.

E,>E =
IV (x)- EPIV (x)-Ey]
como

d2y11 _2m
dx?

entonces
d’y, v,
|dXT| >|dXT|

Si se estudian las cosas en x,

(x)- E]¥

Propiedades de la funcionde ondas

1)  Dado J(x) obtenemos una secuancia de energias posibles
que llamarios autovalores

ELEyEs,...

A cada uno de ellos corresponde un autofuncion
VLY 2,3,

Las correspondientes funciones de onda son
¥, 9, s,

| v exp(fiElt/h)lv/g eXp(*iEzl/f?)| . |

2) Cadaunadela ¥, es una solucion particular

Tambien lo sea cualesquiera combinacion lineal de ellas,
L

Y(x,r)=a¥(xt)+b ‘P:(x,r)|

\k\\

) T T L )
2m oy B
Entonces ,
/an N
BBy o
2 (y? (@¥1(x,1) + 02 (x.1))
+ V(@Y1 (x,1) = BY3(x, 1))
iyl . ) =
\ ih o (a¥(x,1) +b0Ya(x,1)) =0 )

Esto se factoriza y da dos terminos iguales




=0

queda entonces ~

Iy A (v 1) — By :|_
o1 LW+ P - LT

ot

_iﬁ\l} AV (v _-ﬁ\/ﬁ, :|
b[ Lo + M) - i1 o)

-0

Cada termino
se anula

Esto es valido para cualesquiera cantidad de terminos

V() = Y0 Ty(1)

3 Como es la densidad de probabilidad para una ¥
generica?
Plrr) = 30y (x.)
= Zajapj(.\')exp(—iE]r//l) =
=V=V(x)

Y el conjugado

T t) = 3 ai s (x) exp(+iE;iih)

Calculamos ahora
() P ) =

3 aia; ()i

J
+ ZZH;HW/;(X)W;(.\') .
L

kel
«exp(—i(E; - Ex)tih)

| Luego depende del tiempol

4 Paraunasola,

T a(x.1) = azany; (e)y(x) exp(=i(E, - En)iih)

= a3y ()

Es independiente del tiempo

5)  Normalizacion
[ e =1

6)  Sise trata de una autofuncion, la normalizacion
{poniendo a, = 1)

jr v Dy a(x, dy = 1

Luego las v ,tambien deben estar normalizadas




7)  ortogonalidad Integramos

ot

N ! . o Y

Sean dos autofunciones de onda tales que dado un 77(x) satisfacen “ dx WTJ -
2m )

2L | rfatyivg vt = @B viv

S V(x)
2m oy

+ V() a(x) = Eqya(x)

= E-E)[ vive e

V)i (x) = Ewilx)

Tomando en cuenta que:

multiplicamos la primera por y; y la otra par v, , resultando d vt Ay dy; | e A - ¥
de[ T T Ay i an i
a & & &

iy —vaVyi]l = En—Enyiva

SN[ ity = -0 wiv

@
%

Queda entonces:

» o dl L dvt 8)  Normalizacion en general
_r Y= 1~ a * no_ ) i
(E"-‘ E) j—x ViVn m j-x dy |:Wc W Vn— i|

[eat ox
* * .
=7£|:' fEY/” i ,EW“:T Lw‘:wﬁ=OSIlin
2m " ox SO L,
Con E, y E; discretos estamos con estados ligados y Iuego las v se J-r Vive=1sil=1
El termino de la derecha es 0 -
vanaOen

(E, —E;)r vy, =0=

J: wiy, =0




9)  Acerca de los coeficientes

P(x,1) = an wi(x,1)

/

jﬁ T )P ) =

Z j: a;any; (x)y;(x)dx

J
" ZZK agany p(x)y(x) «
k 1 &

J kel
« exp(-i(E; - Ex)ilh)d
=1

Como esta normalizada

Reordenamos

jz T (B, 1 = norma

Zn/’n]jf v (O (x)dx

-

J
+ 23 diar expiE - Eim) | wiGehyia)ds
ko =

kil

PEro sabemos lo que dan las integrales

j’ V() Pt)dy = Y ata+ Y. Y agar - exp(-i(E; - Ex)ih)d
- ] o
kel

Entonces

an’n] =]
J

10)  Mas coeficinetes

P(v,0) = Za,wj(,\;())

J

Multiplicamos por v (x) e integramos
Jw i (0)'(x,0)dy = Zn/ r vy, ) dy
-0 F -0

= anﬁ.y =q
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Luego es posible escribir
T(0) = Y (v exp(-iElh)

J

- EU Vi 1\1‘((.0)«’}[, (v)exp(=iE; )

J

Valores de espectacion y

operadores

Dado que el observable es la probabilidad lo que podemos calcular
son los valores medios de las variables dinamicas del sistema

Vimos que la proba es
P(t) =17 (. )P(x.f)

Definimos
(x) = JT U (x,1) x P(x,7) dx

@ = [ ¥ e dx

En general -
(o) = j' P (1) fix) o, 1) dx

por ejemplo

F(x,1)) = J.: W (x, 1) Vv, 1) Plx, 1) dx

En particular

(o) = '[: P (v, 1) p s, r) dx

Sabemos que_no se pueden determinar simultanemanetr xy p

Pero sabemos que

‘I’(X.f) = gi{K\—w:‘]

Entonces

L, 1) = iKel®=o0 = KT (x, 1)
X

e

Como K = p/h \

12



Entonces

i\/ - 1) = T
f’.rl("r) I/’I(.\.T)Q

a0 gy =
ih C.{\,I(.\.f) PT(x.0)

Del mismo modo

Ly = Lelun o P, 1)
ct ct

Pero sabemos que o = E/li , de donde
ifz%‘l’(.\', 1) = ho'l(x, 1) = EY(x,1)

Entonces los valores medio asociados son

p) = j; P (x, 1) (*ihc%)‘l’(.\"f) dx

- il jw () S (r6) dy

cx

y consecuentemente

() = mJ‘” (1) E%‘I’(x.r) e

-0

o0 tambien

€ =] v LA

En general entonces
{fx.p.t) = jx P (v )fop (x. ﬂh%.r) P(x.t) dv

Esto pone de manifiesta informacion que contiene la
Funcion de onda

Sea ahora un funcion de onda general

Ter) = Y aaTulrt) = 3 s ane By, (x)
n=1 n=1

Resulta entonces , con

(E) = jr T (x,7) zf%\l/(x_r) dx

(E)y = jjﬁ[gnge‘f"f’w;(.\’)J if!%[z a,;e"‘:E""‘}’wn(.\')j| dx

n=1

13



operando \
)

(Ey = r |:2.n;“e’5*“"’w{(.\'):| if1|:2a,_,[—iEy_w‘ff}e*E””’ww(.\‘):| dx
L

n=1

®

(Ey= ZZE“ n{a;,e‘(fl"g"')""“ﬁ w1 (Wa(x) d,\'j|
1 =l -

=1 p=

Usando la condicion de ortogonalidad de las v, = J wiw =8y

_

(E) = i iEn nfny‘-e“‘g»"*g“l‘"ﬁé‘m

=1 n=1

-
= E E, ayan
n=1

Conmutadores

Bajo que condiciones pueden dos operadores medirse
simultaneamente

Sean Oy [3 operadores
Sea el (a),, (completamente arbitrario )
(a)DP\II = O\Il
Donde « es un numero (respecto de )
Sea (p),,
/ (ﬁ)gp\l} = /}\[l

Donde g es otro numero

entonces
(@) (B) ¥ = (@), (BY) = B(a),,¥ = P

B)opla)yy T = (B),, (aT) = alp) ¥ = ap¥

=

@Bl ¥ ~ (B @), T = [(@)(B)oy () (@), |¥ = [af —pal¥ = 0

Se dice que conmutan

Luego si conmutan los operadores pueden actuar sobre la misma
funcion de onda y tenemos valores para los dos

14



Pero veamos ahora que ocutre si calculamos

5 h o _h_ 2o
(1) 1) ¥ = (,\)Op(ff“) -8 Ly

i ox i

- \I_Ei A =ﬂ\1_ﬁ,i\l
Py ¥ = 75, 01 =TT+ T

entonces

()2~ 02) (00 J¥ = -7 =

[0) @)y~ P2)py0),, ] =~ 2 0

1

O sea que no hay un estado para el cual los dos operadores esten
definidos simultaneamente!

Limite Clasico

Sea una particula en un potencial bajo condiciones que la distancia
media y los momentos caracteristicos son tan grandes que el ppo
de incerteza puede ser dejado de lado, entonces se cumple

Ehrenfest 1927.
d )
d &
.
p=m i

Para estas condiciones de distancia y momento es posible asignar
ala particula un paquete mas o0 menos determinado en espacio y
momento (el error relativo sera pequefio)

Podemos calcular

(x) = j; Uy dy

Ly - ji TP

= j’c (i\Il’r\IJ + ‘1“.\‘L‘I’)(i\’
ot or

0

reemplazando las derivadas temporales por la ecuacion de
Schroedinger

15



dyyo_if” [.,. (iiaf‘ll M)_(iﬁeﬁw* N ,,m> .,} "
(i7<'\’ h j,x P 2m ox? 7 2m - ox? LT [

La parte en F(x, ) se anula

ld o = I ’[\,‘,63‘1‘ e ,ui| "
dr(.\) IZHIJ‘X Ty % e 2 |

(o5

Integrando por partes se obtiene | con

Sea un paquete de ondas con extension finitaen x la'¥ se vaa 0 en
o

Es una buena y
Sea Se anula este
¥ =u termino
D h=dv=v=L =
o &x
* A+ fal) /R LN TP 5(.\“1’)
J. Ra C.\ Iﬂ’ d.\‘ = I:‘\“I’ CAI 7J. C} - [7.\‘ -
- ox” ox dp - OX ox
uv
* A2 2 Ay Ayl
j R Al ,j ar 7& ) dv
-2 ox” - COX cx
Sea ahora
@,
[ait
ET)
M=y C(r\, dv=du=

Sea  f=T"
o= ()
= éx

Con (f2) =fg+/e

»

[a5)

_J” -

J-x -~ 2rpe dve —|:‘I” A:'r) ]
ot éx

-

_ J.r e EZ(X\It) e

ox

Con esto la ecuacion para ¥ queda

2 (') 0

cx~

Entonces usando el resultado anterior

Ly =il [T [ f - S i =

dr ox? ox?

}

i<\> - fi jﬁ |:‘I”.\‘ Ej‘? _pe é (»\’TY) i|d\,

obtenemos

* a2 22 (P
=gy w5 - T
- X~

cx~

El termino entre corchetes se trata de la siguiente forma

16



derivando  d .\ __
dt () 2m

d (x) == i J'T NG [ anr ,A(\.ﬂ +\p) }{\,
; - Taxr o\ or :

2m
\ﬂ_l

Primer derivada

/

SR

[ B g L (2 Y

) ==

Aqui entonces encontramos que

o= [ (Y

Por lo que
d @)

O sea que recuperamos lo clasico!!ll
dix)
m 51‘1/ =)

conmutan
ENtonces hacemos
d V= ri\u(,- i)\t = /
=g )re # L[ [Lv LrevL L]
# dr ¥’ oL ét T ok ox ot

S

- _mj I:i‘l“i‘l’ﬁ-‘l“ii‘l’]d\‘
T éx ér ’

Procediendo usualmente, es decir reeplazamos las derivadas

temporales mediante la ecuacion de schroedinger queda

ox \ 2m x?

ek +

dyy [T T-
(if<p> jff[ (21/1 &l

)i\p +pe
ox

¢ (i i V‘I’):|d,\‘

Integrando obtenemos

Pero aparece una f que tambien aparece en la ecuacion de

Schroedinger

Ly )+ 70 ) - L

2m oy

Reemplazando la ec. en la anterior

17



= X[imiu_mi(Lf_‘lu
dr<p/ jd ’fI E.vI I oy \ 2m ayfI

sdemas /

)+ VI‘(.V.I)):| #

\Infi(i i

\ = V(v =L\l*ii\l
Sx \ 2m 8x? ¥ ”(’\’f)) 27III o ox? Y1)

y lo mismo para el termino <
E

Reuniendo todo queda (solo aparecen%)
dyy D
P

L i\/‘ i\li\fﬁi
2m j,f(E.\'z ) ox r-13
[ Lo - reen L

cx
i \=,L ? Lz\/‘ ‘i\]i\l“g (v 4
9ip) = - L(Ex: V() Lw - P (x, 1))dx
7j v Ly, )
— cx
aparece
_Li\n _ P )i\l ® A A ) A2
( S V) = PP () ) £ %@\) ="%J., é[c%\w(xr)éxp_\,‘ET\I,(X_,)};X
_ * \/*ﬂ\l
L(I Tyt )i

d \=,L C p+ O _ e 2 i *
Lp) 27”[8_\‘1 (enfr-r L m.r)L
,r (v C:V‘I‘(,\',r))d'.\‘

- cx

Pero usando las propiedades de la funcion de onda en «

D)= -] (0 Lvas

-n

\

Luego las ecuaciones son similares a las clasicas.

Que se promedia?

Son las ecuaciones clasicas pero con valores medios

En el limite clasico (dimensiones y momentos altos) la incerteza relativa

)
X p
Son muy pequefas y X[ X[

18




El teorema de Ehrenfest dice que:

d .1 _BA_
PR T

H (Xt %+V (xt)

(o]
2

53 9
H (pxt)E ﬁ§+v(x,t)

2

Propiedades de los operadores

Los operadores de interes se tienen que corresponder con
observables fisicos

Sea entonces un operador Oy una funcion de onda y =
Ov = oy

Una autofuncion de O es una funcion tal que ante la aplicacion de 0
me da una dada cte o

El valor medio sera entonces

0= [vovar

= jw‘(()u/] dr

Como el (0} debe serreal= (0) = (0)" =
N

(0) = [y*0v dr = (0y" = (j Oy d)

= jw(Ov)" dr= j(Ou/}*w dr = J.(ow]*u/ dr

Un operador que satisface esto se llama Hermitiano

En general satisfacen
[ w0y dr = |(Oy) yrdr

Entonces podemos ver algunas propiedades interesantes de estos
operadores
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1) 2
. Oz =0y

I\// Oy ¢1r=Jw(OV/) = O =51t

jw‘Ou/ dr=|v(0y)* dr = Entonces
con fv/szldr = 91'[u/§u/1dr jx//}()w;dr = o;j\,/ju/;n‘r

Oy = oy
entonces (Iw{Ov;d{)‘ = (oﬂ‘(j Vivadn)*
aj.(y‘w dr=o'jq/v/‘rfr: =03'[V’1Vfdf
(0 70*)j\ly‘: dr=0=
g=e restando los terminos
Luego para operadores hermitianos los autovalores son reales
(01 —01)jv‘u/§r]r =0=
jv;w;dr =0
o tambien

jv}sz dr = |.(0w1)‘wz dr

wiow dr = | oty 'y dr

I
jwzozwz dr = ,["Wﬁw: dr=
]

[02-01 J‘wl‘wgdr =0=
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