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Ecuaciones Diferenciales Ordinarias
Métodos Basicos

basado en el libro “Numerical Methods for Physics”, de Alejandro L. Garcia
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Derivada para Adelante

-

fLa expansion de Taylor de una funcion f alrededor de ¢ es
para un fisico:

2
~
fE+7)=ft)+7f(t) + ?f"(t) + ...
gue en calculo numérico se traduce en:
2

flt+7) = FO) + () + ()

donde el ¢ es un valor entre t y t + 7. De aqui podemos
hallar f'(¢):

flit+7) - f(t)

/ _ _17_ 7
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Derivada para Adelante

-

Esta formula se conoce como “forward derivative formula"

f’(t) _ f(t‘i_:)_ — f(%) B %Tf”(f)

Recordemos gue hay que distinguir entre dos tipos de
errores:

-

# error de redondeo (round—off)
(depende de la maquina)
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Derivada para Adelante

-

Esta formula se conoce como “forward derivative formula"

f’(t) _ f(t‘i_:)_ — f(t) B %Tf”(f)

Recordemos gue hay que distinguir entre dos tipos de
errores:

-

# error de redondeo (round—off)
(depende de la maquina)

® error de truncamiento
(depende del algoritmo)
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Derivada para Adelante

N N

A veces, escribimos esta misma ecuacion (3) como:

f/(t) _ f(t+7_) B f(t> 4 O(T)

T

donde el error de truncamiento esta especificado con su
orden en 7 (en este caso es lineal en 7).

En el ejercicio que hicieron derivando con distintos h, el
error en la estimacion de la derivada para h < 10~° era de

round-off, mientras que para h > 10~° obtuvieron una
dependencia lineal (truncamiento).

o |
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Método de Euler
=

Supongamos que queremos resolver numeéricamente una
ecuacion del tipo:

dv dr
o= a(r,v); = v(t) (1)

=
donde a es la aceleracion.
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Método de Euler
=

Supongamos que queremos resolver numeéricamente una
ecuacion del tipo:

-

dv dr
— = a(r,v); = v(t) (3)

=
donde a es la aceleracion.

Utilizando la derivada para adelante nuestra ecuacion de
movimiento queda:

v(t+7) — v(t)

+O0(r) = a(r,v)

r(t+ TZ —r(t) Lo = vt @
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Método de Euler
-

tenemaos entonces:

v(t+71)—v(t)

+O(r) = a(r,v)

r(t+7)—r(t)+0(7) .

y si agrupamos de un solo lado los términos de (t + 7):

vit+7) = v(t)+Ta(r,v)+ 0(72)
r(t+7) = r(t)+7v(t) + O(1?)

(notar que 7O(7) = O(7?))

o |
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Metodo de Taylor en érdenes superiore:

. N

Si queremos solucionar la ecuacion

y'(t) = f(t,y); a<t<b; y(a) = a
escribimos la expansion de Taylor con ordenes superiores

2

y(t+7) =y(t) + 7y (t) + %y”(t) + ...+
) 4 )

y reemplazamos cada derivada y'™ por la correspondiente
derivada ().

o |
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Ejemplo
-

Sea T

y(t)=—y+t+1;,  0<t<1;  y0)=1

Resolver la ecuacion utilizando el método de Taylor de
orden 1, 2 y 4. Graficar las soluciones junto con la solucion
exacta.
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notacion

Para que quede mas claro, volamos los vectores y
trabajamos en una dimension.
También introducimos la notacion:

f%,::ef(tn)§ tn ::(71'— 1)73 n=12...

de manera que ahora nos gqueda:

Upn+l = Up =+ Tap
Tn + TUn (5)

I'n+1

o |
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Método del punto medio
A

| sistema de ecuaciones

Un+1 = Up + Tap

'n+1 = Tn T+ TUp
le hacemos una pegueia modificacion:

Un+1 = Up + Tap

'n+l = Tp + TUpt1

Esto se conoce como el metodo de Euler—Cromer.
Como los errores de truncamiento siguen siendo del orden

de 72, no hemos ganado mucho.

o |

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias — p. 10



Método del punto medio

-

Sin embargo, si ahora usamos el promedio de las dos
velocidades:

reemplazando el v,,.1 queda la misma velocidad ( con
O(7?) ), pero

1
2

0 sea, r se calcula con O(72)

o |
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Formulas de Derivada Central

-

Hagamos la expansion de Taylor en los siguientes 2 casos:

-

fe+7) = f0)+ 770+ 5720 + PO E)

flE=7) = F() =70 + 57 f"(0) — O E)

donde &L esunvalorentrety t 4 .
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Formulas de Derivada Central

- N

estando las ecuaciones anteriores obtenemos

f/(t) _ f(t_i_T)Q_Tf(t B 7_) + é7_2f(3)(§)

cont—r7<&e<t+T.
Esta es la aproximacion centrada de la derivada.

Notar que el error ahora es cuadratico en 7

o |
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Meétodo de Leap—Frog
-

Supongamos gue ahora modificamos las ecuaciones (5)
haciendolas

-

Un4+1 — Un—1 2
0, =
o + O(77) a(ry)
I'n+2 — T'n 2
O p—

reagrupando:

Unt+l = Up—1+27a(r,) + O(TS)

n+2 = Tp+2TU0p41 + 0(73)

o |

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias — p. 14



Metodo de Leap—Frog
-

y esto usualmente se escribe:

Un—i—% — Un_%—FT(IL(Tn)

Tn+1 = Tn —+ 27_?]71_'_% .

Este es el Leap—Frog method.

Se llama asi porque la solucion avanza en pasos de 27,
con la posicion evaluada en en los valores impares
(r1,73,75,...), mientras que la velocidad se evaltua en los
pares (vs, v4, vg, . . .).

o |
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Método de Verlet
-

Si combinamos apropiadamente las expansiones de Taylor

para f(t+ 7)Yy f(t — 7) (hacerlo como ejercicio!), podemos

obtener la formula centrada para la derivada segunda

fi+n)+flt—7m)—2f#) 1 »
_ET f(4)(§)-

Operando directamente con la derivada segunda
obtenemos:

T — _
oy = n+127_Tn 1—|—O(7'2)

Foal = 20 — Tl + T2an + 0(74)

LEste es el método de Verlet.
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Método de Numerov

. N

| algoritmo de Verlet, se puede mejorar, haciendo:

1
1 — ﬁ7_2an+1

'n+1 — —|—O(7'6)

Este es el método de Numerov.
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Errores locales y globales

- N

Hasta ahora, los errores de truncamiento se referian a un
solo paso de calculo. En general, vamos a evaluar una
trayectoria desde un ¢t = 0 hastaun ¢t = 7. El nUmero de

pasos a usar es N, = L. Sj el error local es O(7"),
entonces el error global es:

error global = N, x error local = N,O(7")

= —0(") = TO(")

Por ejemplo, el método de Euler da un error de
truncamiento local de O(7?), pero el error global es O(r).

o |
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ejemplo: caida libre

-

Qué valor tomamos de 77

En general, contestamos: un valor cualquiera tipo 10~°.
Nosotros sabemos que el error de truncamiento es
aproximadamente

-

4
" = 1%,

sitomamos 7 = 107! sy a ~ 10 m/s?, tenemos un error

local de 10~ m.

Si el tiempo de caida es 1 s, entonces tendriamos un error
global de 1 metro.

OJO: en este calculo linealizamos todo.

o |
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Ejercicio: Péndulo simple

-

La ecuacion de movimiento de un péndulo simple es:

-

d%0 0

— = ——sIn’.

dt? L
Sl aproximamos sin 6 ~ 6, la ecuacion se simplifica y tiene
como solucion a

27t
1

0(t) = Cp cos(— + C)

donde el periodo T es

: = om /2 .
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Ejercicio: Péndulo simple

-

fSi quisieramos calcular el movimiento del pendulo para
angulos mayores a 20", entonces el problema es mucho
mas complejo.
Aproximadamente:

L 1
T =2m4 ) =(1+—6> + ...

donde 4,,, es el angulo (méaximo) inicial, desde el que se
suelta el péndulo.

o |
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Ejercicio: Péndulo simple

e

jercicios:

1. Utilizar el programa [pendul.f

-

para calcular la trayectoria

de un péndulo cuya posicion inicial es § = 10’ y w = 0.
Calcular el periodo, tomando el promedio entre las

primeras 5 oscilaciones.

2. Comparar los resultados utilizando el método de Euler

y el de Verlet.

3. Partir de angulos iniciales mas grandes vy verificar los

resultados.

4. Modificar el programa, agregandole el método de
Leap—Frog, y el de Numerov. Comparar los resultados.

|
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Ejercicio: Orbita de Cometas

-

Consideremos el problema de Kepler, en el cual un cometa
orbita alrededor del Sol. Considerando solo la fuerza
gravitacional, esta se escribe:

-

F —

G
donde r es la posicion inicial del cometa, m es su masa,
M =1.99 x 1030 kg es la masa del Sol, y G = 6.67 x 10~

m3/kg s’ es la constante gravitacional.
Las unidades naturales de espacio y tiempo para este

problema, son las astronémicas: 1 AU = 1.496 x 10! m (la
distancia Tierra-Sol), y 1 AU de tiempo es 1 ano. En estas

unidades, el producto GM = 47% AU3/afio?. Tomaremos la
Lmasa del cometa como m = 10" kg. J
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Ejercicio: Orbita de Cometas

-

La energia total del satélite es

-

1 M
E:—mvz—G m
2 r

Si la Orbita es eliptica, definimos la excentricidad, como

donde « es el semieje mayor y b el menor. En este caso, la
energia es

o _GMm
2a

o |
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Ejercicio: Orbita de Cometas

- N

a velocidad esta dada por

v = \/GM(2 _ 4

T a

y por conservacion del momento angular, se puede derivar
la 3" Ley de Kepler:

= a
GM
donde T es el periodo de la orbita.

T2
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e

jercicios:

Ejercicio: Orbita de Cometas

-

1.

Utilizar el programa lorbit.f para calcular la trayectoria
de un cometa, utilizando los métodos de Euler y de
Euler—Cromer.

. Graficar la trayectoria en la cual la distancia inicial es 1

AU, y la velocidad tangencial inicial es 27 AU/ano. El
Intervalo temporal es 7=1 semana, y el tiempo total de
calculo es 4 anos. Comparar ambos metodos.

Graficar las energias cinéticas, potenciales y totales.

Disminuir el intervalo temporal y comparar nuevamente
los resultados.

. Repetir el calculo, pero ahora la velocidad tangencial J

Iniclal es = AU/ano.
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Ejercicio: Orbita de Cometas

-

jercicios:

1. Por qué no se puede imprimir correctamente la energia

total en la linea 108 del programa orbit.f?

. Modificar el programa y utilizar algun otro método para
calcular las orbitas (Verlet, Numerov, etc.).

. El cometa Halley tiene un periodo de 76.03 afios, una
excentricidad e = 0.967 y la distancia de perihelio es

g = 0.587 AU. Partiendo de una distancia inicial de 35

AU, y con distintos valores de velocidades de aphelio,
encontrar el mayor valor de = con el cual la energia se
conserva en al menos 1%. Graficar myq.(v;), y estimar

el paso temporal que se necesita para calcular
correctamente la orbita de este cometa. Graficarla. J
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