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Problemas
Operadores cont́ınuos - Representación |r〉 y |p〉 §

1. Observables cuyo conmutador es ih̄

1. Consideramos dos observables Q̂ y P̂ tal que

[Q̂, P̂ ] = ih̄.

Definimos al operador

Ŝ = e−i
λP̂
h̄ .

a) Demostrar que Ŝ es unitario

b) Calcular Ŝ(−λ)

c) Mostrar que Q̂Ŝ(λ) = Ŝ(λ)[Q̂+ λ]

d) Mostrar que si |q〉 es un autovector (no nulo) de Q̂, entonces Ŝ(λ)|q〉
también lo es. Calcular su autovalor.

e) Sea |q〉 = Ŝ(q)|0 >, donde |0〉 es un autovector de Q̂ con autovalor 0.
Mostrar que Ŝ(λ)|q〉 = |q + λ〉.

f) Mostrar que 〈q|Ŝ(λ) = 〈q − λ|

2. Representaciones |q〉 y |p〉

1. Mostrar que 〈q|Q̂|ψ〉 = qψ(q)

2. Mostrar que 〈q|Ŝ(λ)|ψ〉 = ψ(q − λ)

3. Calcular 〈q|Ŝ(−ε)|ψ〉 utilizando los resultados anteriores (es decir, apli-
cando la propiedad que Ŝ es una “traslación espacial”), y calcularlo también
expandiendo el exponencial en primer orden. Linearizando la derivada, de-

mostrar que 〈q|P̂ |ψ〉 = −ih̄dψ(q)
dq

3. Otra vez lo mismo

1. Generador de traslaciones espaciales

Utilizamos la definición de momento como generador de traslaciones espa-
ciales:

τ̂(∆x′) ≡ 1−
ip̂∆x′

h̄

donde

τ̂(∆x′)|x′〉 = |x′ +∆x′〉

y utlizando la expansión de Taylor

〈x′ −∆x′| = 〈x′| −∆x′
∂

∂x′
〈x′|,

demostrar que

〈x′ | p̂ | α〉 = −ih̄
∂

∂x′
〈x′|α〉 (1)

〈x′ | p̂ | x
′′

〉 = −ih̄
∂

∂x′
δ(x′ − x

′′

) (2)

〈β | p̂ | α〉 =

∫

dx′ψ∗
β(x

′)

(

−ih̄
∂

∂x′

)

ψα(x
′) (3)
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Utilizando la ecuación (1) hacemos

〈x′ | p̂ | p′〉 = −ih̄
∂

∂x′
〈x′|p′〉 = p′〈x′|p′〉. (4)

a) Resolver la ecuación diferencial (4) y dar la expresión para la repre-
sentación del momento en x (o sea: encontrar 〈x′|p′〉).

b) Comparar la solución con la función que se obtiene resolviendo la ecuación
de Schrödinger.

c) Con este formalismo, relacionar ψα(x
′) con φα(p

′)

2. Otra forma de ver al generador de traslaciones:

a) Demostrar que [x̂, G(p̂)] = ih̄ ∂G
∂p

(de aqúı en mas escribiremos p̂ en

lugar de p̂x).

b) Calcular [x̂, e
ip̂a
h̄ ], donde a es un número con dimensiones de longitud.

c) Usando el resultado anterior, demostrar que el estado

e
ip̂a
h̄ | x′〉

es un autoestado del operador x̂ con autovalor (x′ − a).

d) Se le ocurre algún generador de otro tipo de traslaciones?

3. Traslación en el espacio de los momentos

Vamos a repetir el ejercicio anterior, pero trabajando en el espacio de
momentos. Para ello, las expresiones que se deben evaluar son:

a) 〈p′ | x̂ | α〉

b) 〈β | x̂ | α〉

c) [p̂, F (x)]

d) ¿Qué significa: e
iKx̂′

h̄ | p′〉, donde K es un número con dimensiones de
momento?

4. Ecuación de Schrödinger en el espacio de los momentos

1. Escribir la ecuación de Schrödinger en el espacio de los momentos para el
potencial V (x) = V0 cos(bx)

2. Escribir la ecuación de Schrödinger en el espacio de los momentos para el
potencial V (x) = V (x+ b)

3. Encontrar las soluciones de la ecuación de Schrödinger para una part́ıcula
cargada en un campo eléctrico uniforme V (x) = −Fx

5. Problema

Algo parece estar mal en el procedimiento siguiente. Detectar el error, o de
lo contrario estamos en problemas:

x̂|ψ(x)〉 = |xψ(x)〉 (5)

x̂|ψ(x)〉 = x|ψ(x)〉. (6)

Esto ocurre entonces para cualquier función f de x:

|xf(x)〉 = x|f(x)〉 (7)

y en particular, para el caso en que f(x) = ei
p
h̄
x. Por lo tanto:

x̂|ei
p
h̄
x〉 = x|ei

p
h̄
x〉 (8)

o sea, encontramos un conjunto de autofunciones (completo, ortonormal) si-
multáneas de x̂ y de p̂. O sea, [x̂, p̂] = 0 !!
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