Aproximacién de Hartree-Fock

Ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo

HY = EY

WY = single determinant
Li

HF equations

Additional Addition of
approximations more determinants

Semi-empirical Convergence to
methods exact solution

El modelo de Hartree-Fock (HF) es el punto de partida para acercarnos a la
solucion exacta de la ecuacion de Shcrédinger.

HF promedia la interaccién electron-electron. Los meétodos correlacionados
precisan de una funcién de onda multideterminantal, pero HF define la mejor funcion

de onda que puede representarse por medio de un solo determinante.
1-Ecuaciones de Hartree-Fock

El método de Hartree-Fock (HF) constituye un punto de partida para obtener un
conjunto de ecuaciones que permiten obtener los mejores spin-orbitales para
encontrar el estado de referencia con forma matematica de determinante de Slater,

| Yo>, que provee el minimo variacional de la energia del sistema, Eo
|¥o> = |X1x2 """ Xako ™" XnD

Buscamos los mejores spin-orbitales ocupados {¥,} que minimizan la energia
1
Eq = (P o|#|¥o) = La|hla) + 52; (ab||ab)
a

1
=3 CalHja> + 3 ¥, [aa|b] — [ab]ba]
a ab
%Zab<ab|ab>—<ab | ba >

(notacion quimica) (notacion fisica)



La suma es sobre todos los spin-orbitales ocupados. Eo es la energia minima

variacional, para el hamiltoniano electrénico, H.

La variacionalidad entonces consiste en la eleccion de los spin-orbitales ocupados,

con la condicién que se mantengan ortonormales.

(Xﬂ IXIJ) = 5ab

¥ ab=123...2K

Formalmente debemos hacer una variacion y, — x. + 6x. Y exigir 8E, = 0 para

todos los 6y, , exigiendo la condicion de ortogonalidad < y, |)(,, >= 64p,

¥ ab=123...2K.

8E, =< 8y, | h|xq > +cc +

(Z < Sxaxp | | xaxs >+ Z < xp8%a| | Xpxa >+ CC)
b#a b#a

Estas condiciones definen los mejores spin-orbitales que aseguran el minimo de
energia para Eo. Como veremos aplicando el principio variacional, el resultado es la

llamada ecuacién integro-diferencial de Hartree-Fock

h(Dx (1) + X [_fdxz Ix;,(Z)Ierz‘}xa(l) - b; [fdxz x§(2)xa(2)rle]xb(1)

b#*a

= g,x,(1)

Es conveniente definir algunos operadores para aliviar la notacién antes de

continuar avanzando:
2-Operadores de Coulomb y de Intercambio

El primer operador a definir es el llamado Operador de Coulomb



A partir de,

Jexa) = [ 1 (o) xaCxn)

Significado: y,(x;) esta multiplicado por la energia potencial que “siente” un

electron en x4 debido al campo que genera la distribucion | Xbp(x2) | 2 (en electrones

por unidad de volumen)

Anélogamente para el Intercambio se define
Ko(Dxa(x1) = [[ 112 Xa(%2) X" (x2)dX2] 2 (1)
sin anélogo clasico.

Las sumas sobre todos los ocupados de estos operadores define.

Operador de COULOMB
J() = bia]b(l) = v (1)
Es el potencial coulombiano clasico que “siente” un electrén en x; debido al campo
gue genera la distribucién de los (N-1) electrones restantes.
Operador de INTERCAMBIO
K(1) = Ypza Kp(1)
sin analogo clasico
Finalmente, la ecuacion integro-diferencial de Hartree-Fock

define las ecuaciones de Hartree-Fock

[h(l) + 2 Al — ) Ji’b(l)]xa(l)=8axa(1)

b#a b#a



Los valores de expectacion de los operadores J, y K, en el spin orbital y,
corresponden a las integrales bielectrénicas de Coulomb e Intercambio entre los

spin-orbitales x, Y Xp
GAD| Dl D)) = | dxydx, 212 x5 2xs2) =
< XaXb | XaXp >

GlDAAD)> = [ dxy dxz 22Dz Drid 13 Qrd2) =

< XaXb |XbXa >

3-Operador de Fock

Las ecuaciones mostradas correspondientes a la minimizacién variacional de la

energia, ecuaciones integro-diferenciales de Hartree-Fock

[h(l) + 2 A - X fb(l)]xa(ll = £,)a(1)

b+a b#a

constituyen un problema de autovalores y autovectores. La cantidad entre corchetes

es el llamado operador de Fock. Ver que se trata de un operador de un electron,

prestar atencion a b#a, y observar que depende de las soluciones {x,}-

Dado que

[A(1) — H(1)]xa(1) = 0

(facil de demostrar)

La sumatoria se puede hacer sobre todo el espacio de orbitales ocupados, sin

eliminar x,. Definimos entonces el operador de Fock, f(i)

f()y=nh)+ ;mn — A1)



Y las ECUACIONES DE HARTRE-FOCK

fa> = €y

(forma habitual de encontrarlas en los textos.)

IMPORTANTE: f es un operador de UN ELECTRON

EL operador de Fock, f, es suma del hamiltoniano de un electrén

1 Z
()= —Vi-3 2

A T14

Y el potencial efectivo de Hartree-Fock, vf,”:
(1) = 3, All) — A1)
b

todos operadores de un electrén.

4- Derivacion de las ecuaciones de Hartree.Fock

El método variacional nos pide que, para una dada funcién de prueba, @, y un dado
Hamiltoniano H, la energia es un funcional de @, dado que depende de la
forma @

E[®] = (®|#|®)

)
Se propone una pequefia variacioén en la funcién de prueba,

o

(-I-)—rq)'l'éfi)

gue produce una variaciéon en la energia




E[® + 60] = (D + 6B|#|® + 5B)
= E[B] + {<5B|#]®) + <B|#|6D>} + ---
= E[®] + 8E + -

En el método variacional, para hallar la energia minima, se pide que la variacion de

E P
primer orden en la energia [(I)] , sea nula: 0E = 0, y se resuelve aplicando

el método de multiplicadores de Lagrange.

REVISITAR: Método Variacional, ej. seccion 3.2.1, del libro Modern Quantum
Chemistry, Attila Szabo — Neil S. Ostlund

5-Minimizacién de la energia de un determinante de Slater

Recordemos la energia correspondiente al valor medio del Hamiltoniano electrénico

para el determinante de Slater

o> = bruxa - dadts = " ANDS
Eo = (¥l #|¥o>

Es un funcional del conjunto de spin-orbitales ocupados {¥,}. Por lo tanto hay que

minimizar Eo ({)4}, con la condicion de ortogonalidad

Idx, xa(Dxe(1) = [alb] = O

que se puede escribir

[alb] —0n=0 (notacién: < a | b >= [a | b])

Consideremos entonces el Lagrangiano como funcional de la base de spin-orbitales

Xa}

L[{xa}] = Eol{Xs}] — Xa=12b=1ba(< @l b > —6g4,)



Dado que el Lagrangianoesrealy < a | b >=<b | a >* ,los multiplicadores

de Lagrande verifican &, = €45, y forman una matriz Hermitica.

Por lo tanto, utilizando el método de multiplicadores de Lagrange, la minimizacion
de la energia con la condiciébn de ortonormalidad de la base de spin-orbitales,

significa que, dada una variacion,

Xa = Xa+ 0X, mEmm) 3F =0

o5 = ko~ ¥ ¥ endlalt]=0

a=1b=1

0F = i [ Sxalhlx.] + i i [l 2oxs] — [Oxaxs| xoxa]

a=1 =1b=1

- i i Eba[éXaIXb] +

a=1b=1
c.c.=0

Utilizando las definiciones previas de operadores de Coulomb e Intercambio

podemos escribir

N N N
67 = ¥ [ax, 513‘(1)[h(1)xa(1)+ T (A = A - 3 sbax.,(l)]

b=1

+c.c.=0
(recordar, o verificar en su defecto
<b6)XalXa>+<Xalbxa>=0,

<)l Xp>=0=<x,16x,>)



Dado que la expresion previa del 8L debe verificarse para cualquier 8y,

entonces vale

N N
[h(l) + Zl A1) — Jﬂ(l)]xa(l) = 1,21 aap(l) a=12,...,N
b= =

=f(D) | xa>=YN €l xp >Va12,...N

Las ecuaciones

N

f IXR> = Z sbale)

b=1 . . .
son justamente las ecuaciones que definen los

mejores spin-orbitales para encontrar el minimo de la energia cuando la funcién de

onda es un determinante de Slater.

Como se puede ver no tienen la forma tipica de ecuaciones de autovalores y

autovectores, los multiplicadores, &p,, forman una matriz no diagonal , que se

puede diagonalizar por medio de una transformacion unitaria U.

Se trata de una matriz del tipo

1'1 :'l @ 1'l !

l'lg ,»l'lgg l‘l»' M
A

1\ ¥ jt_"-,") 1\ N M

donde los “lambda” son los

multiplicadores de Lagrange &p,




Ecuaciones candnicas de Hartree-Fock

Supongamos una transformacién unitaria del tipo

{xa} E—) {x;}

X:: = Z xbUba }
b donde U es una transformacion unitaria:
Ut=u"!

La funcion de onda propuesta es un determinante de Slater,

|Wo> = (N1~ % det(A)

con
n® ol oz e ozl
Al 0@ 0@ W@ a2
1N) 2a(N) - 1N - g

Entonces, frente a la transformacion U,

A= AU| det(A) = det(U)det(A)

[Woy = det(U)|¥o)>

Dado que U?U =1

det(U) = €'

Esto significa que | P9 > y | 3P > difieren en un factor de fase, +1 por lo tanto ,



[Pol? = || La energia y cualquier otro observable dan los
. . !

mismos resultados en las bases: { ¥4}y {)( a}.

Diferentes conjuntos de spin-orbitales relacionados por transformaciones unitarias

producen los mismos resultados de observables. Esto se puede aprovechar, por

ejemplo, para localizar orbitales o proyectar sobre determinados subespacios.

En particular queremos utilizar una transformacion que diagonalice estas

ecuaciones para operar mas facilmente.

Podemos entonces transformar, mediante una transformacién unitaria U en la

base de spin-orbitales, las ecuaciones

f(l) | Xa >= 211;1:131;“ | xp > Va 1,2,...N

en el llamado conjunto de ecuaciones candnicas de Hartree Fock,

ecuaciones de autovalores y autovectores, que son las energias orbitales y

los spin-orbitales, respectivamente

I; = Z xbUba
b transformaciéon U

N
(D =R+ Y Ju(D) ~ Ko(D)
a=1

Veamos cémo se transforma cada operador en la base primada:




Y A=Y [dx; @i

be

= Z [Z U:a Uca] fdx 2 x: (2)?’ 1_ ZIIc(Z)

Z UgtaUcﬂ = (UUT){:& = ‘Scb -

AU = [dxs @i =¥ A

Lo mismo se aplica a la contribucidn de intercambio, y en definitiva

S ) =fQ1)

Los elementos de matriz del operador de Fock en la base original son

N

o flaad = 1;1 Ebalc| XD = Eea
- y por lo tanto

g = UTeU
como la matriz € es hermitica, existe una transformacién U

qgue la diagonaliza, y es Unica. Los spin-orbitales transformados son los spin-

orbitales candnicos de Hartree-Fock.

> = el

llamaremos a este conjunto de ecuaciones

de aqui en mas trabajaremos en la base candnica y



Ecuaciones candnicas de Hartree-Fock
Sa> = &altay

Si bien el operador de Fock estd definido sobre orbitales ocupados, €S
necesario tener en cuenta que dada una base de 2K spin-orbitales, y que se
trata de es un operador Hermitico, las ecuaciones se extienden a toda la base de

spin-orbitales canodnicos:

Sl =gl

g =< xj | f | x; > son las energias orbitales

Los N autovalores mas bajos identifican a los N spin-orbitales ocupados y los
(2K-N) restantes, son los spin-orbitales virtuales o vacantes.

-Interpretacion de energias orbitales: Koopman

La energia orbital &; corresponde al elemento de matriz del operador de Fock en el

spin orbital x;

i = ol > = <l + 30 — H ) x>
= <wilklx:> + ; <xdAulx:> — <atal 23| x:>

k> + 32 <iblib> — <ib|bi>

i|hli> + ; <ib| |lib>



Las energias orbitales correspondientes a un ocupado X, y a un vacante X, son

respectivamente, £, y &,
N
&, = {alh|ad + Z‘ {ab||ab}
b=
N
g =<rjhry + Y bl |rb)
b=1

observar que el indice en la sumatoria corre sobre spin-orbitales ocupados.

a-Veamos qué significa la energia orbital de un ocupado:

dado que
(ad| |aa) =0
entonces
g, = {alhlay + 3 <ablab)y — {ab|ba)
b#a

Agui la suma sobre ocupados es sobre los (N-1) spin-orbitales ocupados # | @ >

Qué significa? El primer término corresponde a la energia cinética e interaccion con
los nucleos fijos que sentiria un electron que ocupe el spin-orbital | @ > , el 2do

término corresponde a la repulsién electrénica que siente ese electron con los

(N-1) electrones restantes en la aproximacion de Hartree-Fock. Ver que las

integrales de intercambio sélo cuentan para electrones con spin paralelos al

descripto por el spin-orbital | @ >

b-Veamos qué significa la energia orbital de un vacante:



g, = {rlhfr> + 3 <rb[rb) — (rb|br)
b

Pensamos: qué sentiria un electron que agregamos en el spin-orbital vacante

| ¥ > .?. Ahoratenemos (N+1) electrones. Entonces el primer término corresponde
a la energia cinética e interaccion con los nucleos fijos que sentiria un electrén que
ocupe el spin-orbital |  >. El 2do término corresponde a la repulsién electrénica

que siente ese electron con los N electrones restantes en la aproximacion de

Hartree-Fock. Nuevamente las integrales de intercambio sélo cuentan para

electrones con spin paralelos al descripto por el spin-orbital | r >

b-Comparemos la suma de energias orbitales de los ocupados con Eo:

N Y N N
Y e, =3 Lahla) + ¥ ; (ab||ab)

y

i | BEAREAS
Eo=) <ahla> + 5 > ; {ab||ab)

La diferencia esta en las contribuciones de Coulomb e Intercambio

Es Ey— YNe, =227

Que representa la correlacion debido a la presencia del INTERCAMBIO que

considera la aproximaciéon de Hartree-Fock.

La cuenta concreta es sencilla y ejercicio de la guia.



c-Teorema de Koopman

Ya hemos visto que:

las ecuaciones de energias orbitales de spin-orbitales ocupados, &, y vacantes &,

son.

g, = alhlay + ) (ablab)y — {ab|ba)

b#a

(rhlry + ) <rbleby — (rb|br)y
b

I

Ey

Pensemos en como evaluar la energia necesaria para arrancar un electrén de un
spin orbital ocupado. Esa energia es el llamado POTENCIAL DE IONIZACION

(IP)

IP - N_iEc - NEO

La interpretacion de N_lEC

(Se entiende que arrancamos un electrén que ocupa en | ¥ > el spin orbital

| ¢ >).

Si hacemos la cuenta de |P , suponiendo que esto significa eliminar una fila y una
columna del determinante | ‘I’O > , en particular destruir el spin-orbital | ¢ >.

Podemos utilizar la notacion:

P s = af"Wed



Y escribimos la energia del estado original, solucion de N electrones, y el del

determinante de (N-1) electrones donde eliminamos el spin-orbital | ¢ >.

NEo = (N‘Polle\P(ﬁ
N_lEc — <N—1‘Pcl3le_l\Pc>

Obtenemos facilmente

1
NEo =3 <Kalhlay + 5 Y ; Cab||ab)

1
N1E. = Y (dlhla) + 5 > ) <abl|ab)

a¥c 2 a¥c b#*c

Y entonces su diferencia es

IP=" 'E —"E,

1 1
1Y Cabllaby =3 Y Cabllab)

= —{che> —
<clhley -3 iy 2y

1 1
= —<clhle) —5 ¥ Cacllacy — 5 3. (cb|[eb>

= —{clh|c) — ; cbl|cby

Y resulta entonces
_ N—-1 N —
IP=N"1E, —NE,= —&,

Es decir, la energia de cada spin orbital ocupado corresponde al potencial de

ionizacion involucrado en arrancar un electréon del spin orbital, por ejemplo, | ¢ >.

ElIP es +



Del mismo modo podriamos agregar un electrén en un spin orbital vacante | r >.
N+1gyr _ 1N
NI = alM )

La energia involucrada en este proceso es la llamada AFINIDAD ELECTRONICA
(AE):

FA = NEO _ N+1Er

Pueden ver facilmente
EA="E,—N*1E' = —¢,

La EA es (-)

La pregunta es: ¢es correcta la interpretacion de las energias orbitales. ?

Veamos la siguiente TABLA de resultados tomados de la bibliografia



Table 3.16 The first two ionization poten-
tials (a.u.) of N, obtained via Koopmans’
theorem

Ion symmetry

Basis set 23 i
STO-3G 0.540 0.573
4-31G 0.629 0.621
6-31G* 0630 0612
Near-HF-limit® 0.635 0616
Experiment 0.573 0.624

“P. E. Cade, K. D. Sales, and A. C. Wahl, J.
Chem. Phys. 44: 1973 (19€6).

Table 3.27 SCF calculations on the ground
state of N, (restricted) and two states of N5
(unrestricted) with a 6-31G* basis set. Vertical
(R, = 2074 a.u.) ionization potentials arc
shown, and experimental values are in
parenthesis

Total Energy Iomzation Potential

State (a.u) (a.n)
Nz('Egj —108.94235
N7 (311 — 108.37855 0.564 (0.624)

Ni(?L,)  —108.36597 0.576 (0.573)




Calculated Electron Affininty for Si» (Silicon diatomic)

https://cccbdb.nist.gov/

Experimental Electron Affinity is 2.202 £ 0.01 eV

Bases extensas

G2 |2.245
G3 [2.271
G4 |2.251
CBS-Q|[2.263

Comparacion: Bases Standard_ EA calculado(ev)

3-21G|3-21G*||6-31G|6-31G*||6-31G**||6-31+G**||6-311G*
0.7301 0.459 ||0.720] 0.983 || 0.983 1.186 1.070
Experimental bond length is 2.246 A
Bases Standard EA: KOOPMAN
3-21G 6-31g 6-31G* 6-31+G** | 6-311G*

AU | Geo-exp 0.03279 | 0.02980 | 0.04363 | 0.02651 | 0.02147
AU | Geo-basis | 0.02799 | 0.02541 | 0.04386 |0.02784 |0.0214

(Si-Si (A)) (2.316) (2.312) | (2.143) (2.143) (2.140)
ev | Geo-basis | 0,758 0,684 1,1828 0,755 0,580

(comparar

con la

TABLA)

¢Por qué IP-KOOPMAN se aproxima al dato experimental y EA-KOOPMAN difiere

del dato experimental?



https://cccbdb.nist.gov/
https://cccbdb.nist.gov/elecaff3x.asp?method=7&basis=0
https://cccbdb.nist.gov/elecaff3x.asp?method=21&basis=0
https://cccbdb.nist.gov/elecaff3x.asp?method=74&basis=0
https://cccbdb.nist.gov/elecaff3x.asp?method=24&basis=0
https://cccbdb.nist.gov/elecaff3x.asp?method=1&basis=2
https://cccbdb.nist.gov/elecaff3x.asp?method=1&basis=8
https://cccbdb.nist.gov/elecaff3x.asp?method=1&basis=9
https://cccbdb.nist.gov/elecaff3x.asp?method=1&basis=1
https://cccbdb.nist.gov/elecaff3x.asp?method=1&basis=3
https://cccbdb.nist.gov/elecaff3x.asp?method=1&basis=4
https://cccbdb.nist.gov/elecaff3x.asp?method=1&basis=7

Los OMs ocupados estan muy bien definidos, son un resultado variacional y las

energias orbitales muestran convergencia cuando la base de funciones se extiende.

Los OMs vacantes son lo “que sobra”’ luego de definir variacionalmente los
ocupados, y no muestran convergencia con el incremento de la base. Es mas,
crecen en numero cuando la base de funciones se incrementa. EL vacante de menor
energia tiende a ZERO a medida que se incrementa la base, y es lo que sucede con
EA-KOOPMAN. Ademas, el vacante de menor energia tiene contribucion de las

funciones mas difusas de la base atdomica, y puede haber mezcla con el continuo.



