Mecanica cuantica para el problema de muchos electrones-

1-El problema electronico

Ecuacion de Schrédinger para un sistema de N electrones y K nicleos

La funcién de onda W describe todas las propiedades fisicas y quimicas del sistema para
el Hamiltoniano modelo que se utilice y dentro de las aproximaciones que se consideren
para hallar la solucién.

{x} y {X}, simbolizan todas las variables necesarias para describir coordenadas de

electrones y ndcleos, coordenadas espaciales, coordenadas de spin.

[Esquema de notacién de coordenadas espaciales,
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i,j = electrons

A,B 2 nuclei



HAMILTONIANO Molecular H para un sistema de N electrones y M nlicleos con cargas

{z},
H = H +H +H€n

1 N N
He = ——ZV +ZZ r;— 1|

i=1 1—1_;—z+1
: ] — , ZiZr
o= =53 Vi B35S R. R,

K=1L=K+1
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En estas expresiones se utilizo la aproximacion de Born-Oppenheimer y unidades

atémicas(AU): h=m,=4meg =e==1;c=1/a ~ 137.
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Qué significa?:

sea la ec. de Schrddinger para el &tomo de hidrégeno (unidades SI)
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Para obtener su forma adimensional usamos la transformacién de coordenadas

DXy Vo = —> AX", Ay, A=
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energia de Hartree, se obtiene
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e con ay, radio de Bohr.
y tomando &' = &/é,

se obtiene la ec, del atomo de hidrégeno en au.
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Aproximacion de Born Oppenheimer (BO)

Dado que los nucleos son mucho mas pesados que los electrones, para un Hamiltoniano

Se cumple Ma » 1, y por lo tanto se puede despreciar la energia cinética de los nucleos
respecto de la de los electrones, y el término de repulsion NUCLEO-NUCLEO se puede
considerar entonces una constante. Los términos restantes representan el llamado

Hamiltoniano electrénico en el campo de los nucleos fijos:
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La solucién a la ec de Schrodinger para el hamiltoniano electronico es

(Deiec = (De]ec({r:}; {RA: é'@e'lec = é@elec({RA})

con

La energia total del sistema de electrones y nicleos incluye, por supuesto, la repulsion

nucleo-nucleo.
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¢Como describir el movimiento (pequefios movimientos) de los nucleos en la
aproximacion BO?

Los nucleos ven que los electrones se mueven muy rapido y por lo tanto promedian su

movimiento. Por lo tanto, el Hamiltoniano nuclear BO,
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Ahora la 10t({RA}) provee una superficie de potencial para el movimiento nuclear;
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Y la funcibn de onda completa de nldcleos y electrones resulta

(D(lrtj + 1RA}] = (Delec({ri;; {RA})(Dnucl({RA})



De aqui en mas nos vamos a concentrar en el problema electrénico, Heeci= H, ¥y Nnos
interesara resolver la ecuacion de Schrédinger independiente del tiempo, en la

aproximacion BO de nucleos fijos.

Ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo
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Los autovalores En, corresponden a niveles de energia cuantizados de la nube
electronica de la molécula, y los autovectores correspondientes, ¥h, son los
autoestados, funciones de onda de n electrones que representan los estados

cuantizados, describen su estructura electronica y sus propiedades.
¢, Que caracteristicas matematicas le pedimos a la funcién de onda?

a) Los autoestados, ¥, son ortogonales entre si
/ W, dx dxs - - - dxpy = 0.
b) La funcién de onda es de cuadrado integrable

/ IIJ*I:){l__ B0, SR XJ-‘\_-')"I!(XI_.XQ, ‘e e s Xp\_r){ixld}(g ceedxXy = a e R

c) La funcién de onda se utiliza NORMALIZADA.

2. El spin electronico y el principio de antisimetria.
Para completar la descripcion del electron es necesario especificar su
spin. Para ello utilizamos las funciones de spin | w,y | B>, con w variable de

spin.



Recordar
J'dm ¥ () oe(en) — fdw B*(w)Blew) = 1
o> = <B|B> =1

Idcu a* () Plw) = fda) PE(w)o(w) = O
x|B>= <Ble> =0

y finalmente las coordenadas del electron son 3 espaciales y una de
spin:
X =r, w;}

Finalmente definimos

Orbital l.b;(l')- espacial: funcién de onda de UN ELECTRON ( es
decir, UNA PARTICULA!!)

. (x)|? dr
I e

es la probabilidad de encontrar UN ELECTRON alrededor
de r en el volumen dr .
Las funciones 'J/ forman un conjunto ortonormal y completo en el

. ! . . .

espacio de coordenadas espaciales de un electron. Cualquier
funcién de las coordenadas espaciales, f(r) de un electron se desarrolla en

este conjunto, y el desarrollo es Unico.
L
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En la realidad, el conjunto

{"b"i = 1’ 2’ e K} siempre es finito, aun cuando sea muy
extenso, y por lo tanto representa una region del espacio de coordenadas
espaciales.

Spin-orbital: funcién de onda espacial y de spin de un electrén

(M)
X&) = {sv(rm(w)



Para un conjunto de K funciones espaciales, se genera un conjunto de 2K

spin orbitales;
;::2! — l(x} == 95’:(1')@((0)
X 2.(X) = Y, (r)B(w)

Si los orbitales espaciales son ortonormales, los spin-orbitales son

bimax

ortonormales.

j‘d}i XIT(X)Yx (x) = <xlix.r> = O,

Producto de HARTREE:
lPHP{Kls L T S I;(XI}XJ{K2} - (X))

Es una funcién de N electrones independientes de un HAMILTONIANO de

electrones no interactuantes, por ejemplo, se puede proponer

# =
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! con h(i)=
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los spin-orbitales son autofunciones de

h(i)y,(x) = &,1,(x)

y, por lo tanto
e = pyrr E=e ittt

El producto de Hartree es una funcion de onda NO CORRELACIONADA de
electrones que se comportarian como particulas independientes, que no interactiian

entre siy, por lo tanto



NP X dXy o dxy
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Los electrones serian DISTINGUIBLES!! y la probabilidad de encontrar al electrén
1 en un volumen dx1, alrededor de X1, y al electrén 2 en un volumen dx2, ...etc., es
el producto de las probabilidades!!!: particulas independientes con funcién de

onda simétrical

El producto de Hartree (HP) no respeta la indistinguibilidad de los electrones,
gue exige que la funcién de onda electrénica cambie de signo ante la permutacion

de las coordenadas de 2 electrones. Por lo tanto, 1P no es antisimétrica.
3- Determinante de Slater
Supongamos el problema de 2 electrones (ejemplo; molécula de Hz; &tomo de He).

Si armamos los 2 posibles PRODUCTOS DE HARTREE a partir de una base
minima (cantidad minima de funciones necesaria para describir las particulas,
en este caso como son 2 electrones, la base minima incluye 2 spin-orbitales):
PHE(x,, X5) = 7,(X )7 (X
G0 32) = kX)L e x) = nix)r(x)
Cada uno de estos productos de Hartree distinguen a los electrones 1y 2. No

respetan el principio de exclusién, pero su combinacion antisimétrica Si respeta la
INDISTIGUIBILIDAD de los electrones:

W(xy, x,) =27 UZ(XI(XJX,(K;Q — XJ(XI)X;[XZ})

Es el determinante de SLATER de 2 electrones en la base minima formada por los
spin-orbitales i y j. El factor 2°¥2 es de normalizacion. (ver que se trata del

determinante de una matriz de 2x2)



Claramente ante la permutacién de coordenadas de los 2 electrones la funcion de
onda cambia de signo, y si i=] ese determinante es ZERO (2 electrones no pueden

ocupar las mismas coordenadas):

Y(x,, x,;) = 12 ZilX1) }:_,(xl)
'P(x]: X?) = ""’P(Xz, X;) ) xl(XZ] XJ'(XZ)

La generalizacion a N electrones es inmediata:

(%) oy %) o x(Xy)
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(N !)""2 o,
es el factor de normalizacion.

El determinante de Slater representa N electrones ocupando N spin orbitales

(x"’-xj‘ e x'E] indistinguibles. Las filas del determinante representan electrones,

y las columnas spin-orbitales ocupados. El intercambio de 2 filas cambia el signo
del determinante porque significa el intercambio de coordenadas de esos
electrones; el intercambio de 2 columnas produce un cambio de signo en el
determinante; 2 columnas iguales significan que 2 electrones ocupan el mismo spin-

orbital y por lo tanto el determinante es ZERO.

NOTACION répida del determinante de SLATER de N electrones:

WXy, X5 - -5 Xy} = hft(’ﬁ)?f;("z] s nd(Xa)y

: 0 bien

WXy, Xgy o ov s Xpy) = 'X:Ij 7Y

ambas expresiones corresponden a
la DIAGONAL de la matriz del determinante.



4- CORRELACION electrénica en el determinante de SLATER

Veamos el comportamiento del Determinante de Slater de 2 electrones en la

densidad electrénica:

W(x,, X;) = Ik’i(xl}h(xz}) con 2 electrones ocupando orbitales espaciales

W1y W2 con spines antiparalelos

X2

71(x;) = Yyl )a(wy)

X2(X2) = ¥ofr))f(w,) )(1

Los 2 electrones ocupan spin-orbitales diferentes. La probabilidad de encontrar

simultdneamente un electron en el volumen dx1 y otro en el dxz es
i‘Plz dxy dx; = '%l‘.bl(l'l)a(wﬂ!bz(rz}ﬁ(wz) - ![’i{rz)a(mz)d’z(ri)ﬁ{mﬂlz dx, dx;

sea P(r..r,) dr,dr, probabilidad de encontrar un electrén en dr1 alrededor

de r1 y simultaneamente el otro en drz alrededor de r2, es

P(l'l., 1'2} dl'1 dl’l = J‘da)l dﬂ)z l‘}"'z dl‘, drz
= %[,Wl("[)lzllﬁz&z)lz + |W1("2)'2['.l’2["1)|2] dry dr,



dr,

L ¢]

Pr, ¥y ) dr, dr,

SiW1 =Yy,

, P(ry, vo) = [, (r )W (ry)]? £ 0

Los electrones pueden ocupar el mismo orbital espacial con spines antiparalelos-

En cambio si ambos tienen el mismo spin, por ejemplo ambos son 3

P(ry, 13) = 3 {{Ylr )P [ralra)|® + W rp)*Jatr )|
— [ W o r WAy (12} (T WA R (r W E (o) ]

y si W1 =Wy, ‘

Pr,,r}=0

Los electrones con spin paralelo no pueden compartir también las coordenadas

espaciales.!!!

Hay un agujero de FERMI alrededor del electron,




TAREA

Repetir la tltima seccién para PRODUCTO DE HARTREE



