Distribucidn electronica, Funcidon densidad electrénica
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Problema general

-Bohr 1913 - atomo de hidrégeno

generalizar la teoria para el caso de dos o mas electrones??

El problema de muchos cuerpos debe ser resuelto de manera aproximada
Aproximacion mas simple-->modelo de un electron,

N electrones ---> producto de N spines-orbitales (Producto de Hartree)

Funcién de onda » Antisimetrizada: determinantes de Slater

Dado que los electrones pertenecen a la molécula, cluster, sistema, como un
todo, aparecen las funciones que los representan: los

orbitales moleculares

— Aproximacion de Hartree - Fock

—

restricto irrestricto



Hartree-Fock no tiene en cuenta la correlacion electrénica:
mas alla del modelo de campo medio :

V@) = ) U ) - K )

E E

corr — 80 o)

E... . energia de correlaciéon

corr

€, energia exacta resultado de resolver la ec. de
Schrodinger en forma exacta

E, : solucion de Hartree-Fock

Configuracién de interacciones ( Cl ) : funcion de onda de muchos
electrones, combinacion de determinantes de Slater con todas las
excitaciones posibles, simples, dobles, triples, etc., construidos
con los orbitales moleculares de la solucion Hartree Fock




2K spin-orbitales

Cl :solucidén exacta, .

icion exacta, \ y N electrones:
f:ompu _a 2k determinantes de
Inmanejable N ) Slater

La expansion Cl presenta el problema de convergencia
lenta.

Es posible Cl construyendo los determinantes de Slater
con una base de orbitales que tenga la propiedad de

de convergencia rapida

base de orbitales naturales



herramienta poderosa para resolver la ecuacion de Schrodinger independiente del

tiempo, ecuacion de autovalores

-Dada una @ normalizada que tiende a 0 en el infinito, el valor de expectacion del
Hamiltoniano es una cota superior de la energia del estado del fundamental

_, E =<0H|@>>¢,

La calidad de la funcidn de onda con que se realizan los calculos es funcion

de su energia: cuanto mas baja es la energia, mejor es la funcién de onda

-Dada una funcién de prueba @. expansion de un conjunto completo de funciones LIJi

ortonormales.

@ =% C, x W. , con coeficientes Unicos (C. ), resolver el problema variacional se
reduce a diagonalizar la matriz del Hamiltoniano H

En lugar de encontrar los (C, ), de &, se buscan las N soluciones ortonormales Ja,

correspondientes a los autovectores de autovalor Ea,

_EO, es la mejor aproximacion a la energia del estado fundamental.

El método variacional lineal es equivalente a resolver la ecuacion de autovalores
HWY=gWY



-Dada una funcidon de prueba @, expansion de un conjunto

completo de funciones ¥, ortonormales,

@ =Z C, x Y., con coeficientes unicos (C; ), resolver el problema
variacional se reduce a diagonalizar la matriz del Hamiltoniano H

En lugar de encontrar los (C;), de &, se buscan las N soluciones
ortonormales daq,

correspondientes a los autovectores de autovalor Ea,

EO, es la mejor aproximacion a la energia del estado

fundamental.

El método variacional lineal es equivalente a resolver la
ecuacion de autovalores HW=gW




Funcidon densidad de 1 electron

Ejiemplo:

ZAX)=wa(r)a(s) Spin orbital

2
(X)) = ZON () Funcion densidad
de una particula

a(s)zdrds \

p(r)dr = dr j p()ds =y a(r) 2dr

2

PO =y o (1)



Sistema de MUCHOS ELECTRONES

qj(xla  YIRER :xN)qj*(xlr L YIREE 1xN) dxl dx2' v de

La densidad electronica es una medida de la
Probabilidad de encontrar simultaneamente:

un electron alrededor de x,, otro alrededor de x,,
...de x,

pq(X1) =

N[y (X1 x2x3K xN)w*(xlxzx;gK Xn)dXx2dX3 K dx

Cualquier electron en x, X, €sunpunto en el
espacio de coordenadas



Pi(n) = fpl(xl) ds, Densidad medida en X-ray

Densidad de una particula

pz(x,,x2)=N(N—l)f‘lf(xl,xz, ) PH ey, 2y, )dx dry

X, Y X, son puntos en el espacio
de coordenadas

Py(ry, rg)=fpg(x1,x2) ds, ds,

Densidad de 2 particulas



Ej.: Atomode Heen (1s2s): Ay B
orbitales ortogonales

W(xl n)= 2[A(’1) (1) + B{r)A ()]l (s1)B(s;) ~ Bl )r(s)
(xl 1= 2\/2[’4('1) (1)~ Blr)A(m)]

X

iy

ofs
Al

Lﬂ(slj

s, (M=+1),
a(s,)B(sy) + Blsi)alsy)] (M=0)
fi(s,) (M=-1)



singlete
p(x)=2x i J |A(r)B(r,) + B(’l)A(r2)|2|“(31)ﬂ(32) — B(Sl)a'(sz)|2 dr, ds,

= 3[1A(r) + Bl (s) P+ 1B(s1)I)

P(n) = [ pa(a2) ds, = 1A+ B,

p(r) =B la(s)+ B(r) Bsy)p,  Falr) =2P(r)
e ‘ ' Pﬁ("l)=flzp("1)=

1



triplete

Py(r) = P(r), B(n)=P(r), F(r)=0 =
P,(n)=P(r), F.(n)=P(n), Fe(rn)=0 M = +1

P.(r) = Py(r): Fu(n)=Fy(n)=3P(n)  m=0



Matrices densidad

p(x;) =Nf Y, Xs, ..., X)) (X1, %2, ..., xn)dx, . .. dxp,

n(xl,xz)zN(N— 1)f 'P(xl, X, ooy xN)lII*(xl,xz, e ,xN) dx3. . de,

P(r1)=fp(x1) ds,, II(n, "2)=f”(x1,xz) ds, ds,.

Permiten pasar de N variables a una o dos variables

Valores medios

madems 0 (f)=[pwFp@ a7




Si F no actua sobre las coordenadas:
e] F=-e r (momento dipolar)

(F) = [ Fy@w@) ds = | Foe) d,

Si F actla sobre las coordenadas F=F(x):ej, F=p=—i+ d,

B= | e

(F) = J Fo(r;x') dr,

x'=x

plx)=p(x;x).



Densidad generalizada

r

o(e;x) =N | Wy, xy, ..., 2y)

1 particula

o

X W*(x;)x21~*-rxN)dx2“'

r

Jf(xh xz;x;, xé) = N(N‘ 1) lp(xhxb o ,IN)

2 particulas

v

X W, xp o0, k) Ay

dry,

-de!




Calculo de la energia

(Sho)= | hpees ) dr,

Eva)= | V(D) xi) des = [ V(1)plae .

(S'ei)= | 80, Do, x5 x7) dey .
i, a

= fg(l: 2)7(x1, X7) dxydx,.



Integracion en el spin

(el Hamiltoniano modelo no depende del spin)




Finalmente.....

=—1 J Vep(x,) dx, + J Vo(xy) dx; +3 Jgﬂ(xl, x;) dx, dx,.

E=-; I VP(r) dr, + J VP(r)dr 43 J gll(ry, 1) dr, dr,

=T+V,+V.,




Matriz densidad (notacion McWeney)

matriz densidad reducida de primer orden (en
diapositivas previas:p(x,|x;"))

v (xy| x1) =N f T*(1723 - - N)® (123« - - V) (das”)

matrices densidad de distintos érdenes
Orden 2

N
I E:Ii"Ig" | ::;1};2} ﬂ ) )f@r*(lrzrg. N (1234 - - N) (dxye”)

') (xy'x9" - xn" | X1Xo- - -}EN}T“FWFTEF' N (123---N)
Orden N

I'(x1x2 | X1'Xy") =T" {xlrxﬂr‘ X1X3) Son hermiticas

I'(x2%1" | X1Xe) = —T' (%1% | X1X0) y antisimétricas



Interpretacion de elementos diagonales
representan l|la probabilidad de encontrar una

particula en el interior del elemento de volumen
dx,, alrededor del punto r, y con spin s;.

y(x)dx = y(x : X1)dnds;
X1= X1

f";r“ {:I.]_:] f.L’[il —

Analogamente para las matrices densidad
de orden superior, de 2 particulas, 3
particulas, etc.



Una cantidad fisica Q asociada con el sistema (e]. desarrollo
multipolar) puede ser representada en el espacio de
configuracion por un operador hermitico que es simétrico en los
indices de las particulas. Este puede ser expresado como:

1 1
op= ﬂw}—i*Z_ HL“F'E EI ﬂ-;j“{—; » Pt
= [ 43

gk

El valor de expectacion del operador puede calcularse como:

{ﬁc_ﬁ}ﬂh‘:f\y*ﬂ&p{[r[dﬂ:: =ﬂ(n}—|—fﬂ1'}“(}{1r1!{1}dﬁl —|--fﬂigr(I;f}{g’i}ilxg}diﬂfxg

—i—fﬂhza]'l:xj"xg’xg" | X1XoXz)dr1dxadacg—+ - - -

Q.. €, Qy, etc., representan operadores de 0,1,2...

cuerpos.




Ventajas de la densidad en el
desarrollo CI

« Sea ahora un desarrollo cualquiera, por
ejemplo CI, de la funcion de onda que genera
las matrices densidad.

4 ( X1, X,1)

funcion de dos variables, X;, X1 . que se puede expandir en

la base ortonormal de spin-orbitales de Hartree-Fock



y (%, X,) = Z7(I /k)Z’k* (%) 7 (X))

(| /k) - elemento |k de la matriz densidad de primer orden.
- forman una matriz hermitica y se determinan a partir
de los coeficientes C, de la funcion de onda suma infinita
de determinantes de Slater:

m{xi:j{!; . rI-""":I = Z ET'I-L"IFE{':I'-!'KE.' - - 'IH:I

Los coeficientes ¢, ( pesos de cada una de las
configuraciones) pueden determinarse por el
metodo variacional




y(x,/X")  eshermitica >existe una transformacion
unitaria U que la diagonaza :

UtyU=n:

Para los elementos de la diagonal vale:

(k)
e = 2 |Cx|?
K

El conjunto de funciones que diagonaliza la matriz
densidad son los orbitales naturales, los n,, sus
autovalores, A ~ son los numeros de ocupacion, y
representan el niumero promedio de particulas en cada
uno de los spin-orbitales naturales.




Interpretacion de la matriz
densidad de primer orden en orbitales naturales

Los autovectores y autovalores de la matriz densidad de primer

orden se llaman ORBITALES NATURALES (NO) y NUMEROS

DE OCUPACION, respectivamente.

- Para el caso de la matriz densidad de 2do orden se llaman
ORBITALES NATURALES GEMINALES.

- Para el caso RHF, los numeros de ocupacion son 0 o0 2. Los

NOs son una combinacion lineal de los OMs canonicos.

- Para el modelo multideterminantal (MCSCF, CI, MP or CC), los

numeros de ocupacion pueden ser fraccionarios, entre 0 y 2. para

la funcion UHF son en general fraccionarios cuando esa funcion

no coincide con RHF.

- Los NOs aceleran la convergencia de Cl y son muy utiles en CI

truncado, ya que identifican cuales tienen mayor numero de

ocupacion, y son fundamentales en MCSCF. Recuperan entre 80

y 90 % de la correlacion.



RELACION ENTRE ORBITALES
NATURALES vy spin ORBITALES

= UnU"
y=UnU 77k=ZUIkZI

\11 — Determinantes de SLATER en base
K candnica



la expansion del estado W de determinantes de Slater en la base
de orbitales naturales es la expansidén natural

W (XL XN) :ZAK det@zj 77 j,-.....m1 )

Base de orbitales naturales

-

Lowdin: recurre a un teorema que afirma gque la suma de los
autovalores mas altos es siempre mayor que la suma de los r
elementos de la diagonal de una dada matriz. (ver Bibliog. Pag1)

: : 0
Yok =) vk vie = Y |Ck]?
7

k =1 k =

Se obtiene r (R (r} (&)

M
[
v
V]



Calculo de la energia usando orbitales naturales

Dificultad para encontrar los orbitales naturales:
surgen de diagonalizar la matriz densidad, pero ello implica conocerla y de algun

modo ya haber resuelto el problema.

El método de Davidson consta de los siguientes pasos:

1) Se realiza un pequeno calculo Cl en la base candnica a partir de un namero
razonable de configuraciones de donde se obtiene la matriz densidad y de alli un
primer conjunto de orbitales naturales mediante diagonalizacion.

2) Se construye una funcion de onda empleando para las configuraciones los
orbitales naturales mas importantes (ie. los de mayor nimero de ocupacion)

3) Se vuelve a repetir el procedimiento hasta que la funcion de onda y los orbitales

converjan.

Dificultades tipicas del método.

Seleccion apropiada de las configuraciones para el paso 1 (en un calculo tipo
pueden haber muchisimas con la simetria apropiada)

No es generalmente posible formar tantos orbitales naturales como funciones base
no ortogonales debido a problemas de dependencia lineal. Tampoco es necesario




ANALISIS POBLACIONAL
OA-> NOAs-> NOHs-> NBOs-> NLMOs->MOs

OA: base atbmica NOH: orbitales hibridos
NOA: autovectores del blogue asociado
al atomo A

NBO: bond orbitals \
NLMO: orbitales localizados MO=0OM: orbital molecular

NOAs :naturales asociados a o A
blogue A. i




Contribucioén a la carga de A.

A < (I)A /F/CDA ~  Vale para cualquier base,
! !

ql - también base candnica:
Analisis de Mulliken

A _ A
9 - Z g i Carga asignada al atomo A
i

0<q =< DT/D><2  pau

A
NeIeCZZq
A




NBO

util para distinguir uniones, pares no ligantes,
uniones débiles en la molécula, cluster, sistema.
Orbital natural hibrido

unién AB (bonding) (ocupadcwn'ﬁn/ﬁ{rtex
—
oAB =caha +Ccghp

union AB antibonding (ocupacién pequefia, union

ocupacion fraccionaria

O* AR =CBhA—CAhB




Analisis NBO

/Orb. natural

base atbmica 2> NOs
MQOs

Orb. molecular

Matriz densidad 1_‘

sus autovectores son los NOs

NOAS :
core: ocupacion mayor a 1.9999 AB
(eliminados para armar I

excitaciones)

n,: pares no ligantes, ocupacion blogque de 2 centros: sus
mayor a 1.90 (no participan en autovectores corresponden a
excitaciones) los

°AB




(ng)umo =~ (no)neo T AMo*on)ngo

LMO *
P g  ~OAB +AocCD +---
x : .,
ol Delocalizacion irreducible de. o AB Respecto a localizacion

idealizada

1) la matriz densidad queda particionada en

bloques
F AB fuertemente ocupados (bonding) y
G* AB débilmente ocupados
F (antibonding)




GENERACION DE NBOs

OMs :
Matriz densidad, sus autovectores son los ONs

NOAs (autovectores del bloque asociado al
atomo A)

NOAS :
core: ocupacion mayor a 1.9999 (eliminados)
n,: pares no ligantes , ocupacion mayor a 1.90

blogue de 2 centros: sus autovectores
corresponden alos O AR

la matriz densidad queda particionada en
o
bloques I" AB  fuertemente ocupados y

x
[0 AB  {ébilmente ocupados



Bloques de |la matriz densidac
[}r‘a.-'i [}.-"L]:T [}r‘&L” -

[]__ ]}AH ]}HH ]]HF

]]At‘ ]]HE‘ ]}EE

"o

En cada bloque hay NOAs fuertemente ocupados, y otros
débilmente ocupados.

El nimero de ocupacion distingue fuertes y débiles
Procedimiento NBO:

-Elimina NOAs con ocupacion cercana a 2 (core) , bastante
mayor a 1.90 (no ligantes), y diagonaliza por bloques. Los NBOs
fuertes tienen ocupacion mayor a 1.90, y los débiles menor.

-La suma de numeros de ocupacion CORE; NO LIGANTES y
NBOs debe ser cercana al numero de electrones

-De nos ser asi se repite el procedimiento haciendo una nueva
eleccion de NBOs.




Resultados parala moléecula de NCCN

NOAs :orbitales naturales asociados a cada bloque

Strongly-occupied natural orbitals of NCCN

(™ L " ¢ f = g $
L ' Hn‘.“‘.|‘.."’ ‘_N\,‘ » .-“““}_' ‘\.u}-' [ &:‘ ‘;?'
19330 199316 198470 197926 | 9786
W ‘\.... o "y S
1.9508-my 1.9508-mx 1.9298-ny 1.9298-mx

Weakly-occupied natural orbitals of NCCN
ol dee b

0.0285-0 0.0182-0 0.0082-0

W' o

0.0819-my 0.0819-mx 0.0456-my 0.0456-mx

b o
‘\M Wy



NCCN split-localized orbitals
strongly occupied weakly occupied

- e

1.9845-CC-oc 0.0167-CC-o*

D— o

1.9838-NC-oc 0.0191-NC-o*

i

1.9403-NC-mtx 0.0637-NC-mtx*

o

1.9403-NC- 0.0637-NC-mty*

1.9884-N-LP




Resultados de la molécula HNO

(no)umo =~ (mo)neo + Ma*or)ngo

HNO natural orbitals
strongly occupied weakly occupied

0.0119

0.0867



EJEMPLOS

Table 4.12 The number of symmetry-
and spin-adapted configurations re-
quired to recover given fractions of the
SDCI correlation energy of H, O within
the 39-STO basis when canonical SCF
(MO) and natural orbitals (NO) are

used”
Number of
Configuratibns
Percent of E__, (SDCI) MO NO
20 14 6
40 52 18
60 140 S0
8]0 351 147
90 617 362
99 1760 1652

“ 1. Shawvitt, B. J. Rosenberg, and S. Palalikit,
Int. J. Quantum Chem. S10: 33 (1976).



NUmero de ocupacion de la diagonalizacion de la matriz de ler
orden CISD del estado 3P de carbono en una base NATURAL

(n) a partir de la (13s8p6d4f2g )

5 P d f g
i 2.000000 — - _ _
2 1.924675 0.674781 - _ _

3 0.008356 0.004136 (0.008834 -
Ny 0.000347 (0.000331 0.000124 0.000186 -
7si 0.000021 (.000034 0.000016 0.00001 | 0.000018

Energia de correlacion recuperada por cada Orbital natural n

§ P d f 4 AE,
AE; ~21.570 -19.394 ~-43.136 - ~ -84.100
AEy —(.650 —-3.759 —1.833 -4.772 - -11.014
AEq —0.099 ~0.670 0421 0502 —0.8%6 ~2.588




