Introducciéon a la Cosmologia
Guia 3: Termodindmica y era leptonica

Problema 1: Para un gas de bosones o fermiones en equilibrio térmico, pruebe
que la funcién de particién grancanoénica Z satisface
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donde p es la presion, V el volumen y T la temperatura del gas. Usando este

resultado obtenga la ecuacion
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donde S es la entropia, E la energia, p el potencial quimico y N el nimero de
particulas del gas. Pruebe también las relaciones
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A partir de estos resultados deduzca la primera ley de la Termodindmica.

Problema 2: Para un gas de fermiones y antifermiones sin masa en equilibrio
térmico, pruebe la relacion
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donde n es la densidad de particulas, 72 la de antiparticulas y g el nimero de
grados de libertad internos. Pruebe también que
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donde s es la densidad de entropia de las particulas y § la de las antiparticulas.
Ayuda: use el resultado [~ dza?/(e” + 1) = pl(1 — 1/27)¢(p + 1), donde ( es
la funcién zeta de Riemann.

Problema 3: Para un gas de bosones o fermiones no relativista en equilibrio
térmico, pruebe que la densidad de particulas satisface la ecuacién
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donde m es la masa de las particulas. ;Por qué el resultado es el mismo para
bosones y fermiones?

Problema 4: La era lepténica es el periodo de la historia del universo corre-
spondiente a temperaturas por debajo de los 100 MeV y por encima del MeV.
Durante la era lepténica la materia ordinaria del universo es un gas en equilibrio
formado por fotones, protones, neutrones, electrones y las tres especies de neu-
trinos, ademas de las correspondientes antiparticulas. Obtenga las ecuaciones
que deben satisfacer los potenciales quimicos de los trece tipos de particula ar-
riba mencionados como consecuencia de la conservacién del niimero bariénico,
los tres ntimeros lepténicos y la carga eléctrica.

Problema 5: Explique por qué las ecuaciones de conservaciéon del nimero
bariénico, los nimeros leptdnicos, la carga eléctrica y la entropia permiten de-
terminar la evolucién con el factor de escala de la temperatura y todos los
potenciales quimicos, y a partir de ellos de todas las variables termodinamicas,
en términos de seis constantes.

Problema 6: Sabiendo que la razén barién-entropia (densidad de nimero
baridénico sobre densidad de entropia) y las razones leptén-entropia son todas
del orden de 10~? y que el universo es eléctricamente neutro, estime la evolucién
con el factor de escala de la temperatura y de todos los potenciales quimicos
durante la era leptonica.

Problema 7: Las principales reacciones responsables del equilibrio térmico
entre los neutrinos electrénicos y el resto del gas durante la era lepténica son
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Sabiendo que la seccién eficaz de estos procesos es
o =O0(1)GE(p +p2)?,

donde p; y p son los 4-momentos de las particulas incidentes y Gp = 1.17x107°
GeV~2 es la constante de Fermi, estime la temperatura a la que se desacoplan
los neutrinos electrénicos. ;Qué pasa con las otras dos especies de neutrinos?

Problema 8: Calcule la temperatura actual del fondo de neutrinos primordiales
sabiendo que la temperatura actual del fondo de fotones es de 2.73 K, asumiendo
que los neutrinos no tienen masa. Si las dos temperaturas evolucionan de forma
inversamente proporcional al factor de escala y en el momento del desacoplo



eran iguales (porque ambas especies estaban en equilibrio térmico), ¢por qué
hoy son diferentes?

Problema 9: Pruebe que la temperatura de un gas no relativista en equilibrio
térmico, pero que no interactia con las especies relativistas, evoluciona con el
factor de escala de acuerdo con la ley T' o< 1/a?. Estime la temperatura actual
de los neutrinos asumiendo que tienen una masa del orden de 0.1 eV.

Problema 10: Exprese la densidad de energia de la materia ultra-relativista
después de la aniquilacién electron-positrén en términos de la temperatura de
los fotones. Encuentre el redshift para el cual ésta coincide con la densidad de
energia de la materia (ordinaria) no relativista.



