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Abstract

REPASO. INTERACCION ENTRE DOS PARTICULAS. Potencial central.

POTENCIAL ENTRE UNA PARTICULA CARGADA Y UN ATOMO. Potencial

estatico. potencial de polarizacion.

POTENCIAL ENTRE DOS ATOMOS NEUTROS. Potencial estatico. Potencial de

Van der Wall: Extension para R!0: potencial de Lennard Jones.

OTRAS CORRECCIONES A GRANDES DISTANCIAS

POTENCIALES INTERATOMICOS SEMIEMPIRICOS

MATERIAL ADICIONAL

Potencial entre una particula cragada y un atomo Extension para R! 0: Polarizacion dinamica.

Determinacion de C4:

Potencial entre dos atomos neutros. Determinacion de C6: Correcciones cineticas y de intercam-

bio

PACS numbers:
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I. REPASO. INTERACCION ENTRE DOS PARTICULAS.

A. Potencial central

Repasemos potencial central. Consideremos dos particula puntuales A y B, con masas

(cargas nucleares) MA (ZA) y MB (ZB) en las posiciones en
�!x A y �!x B; que interactuan

via un potencial central V (R). El hamiltoniano del sistema es (trabajamos en unidades

atomicas) puede expresar en terminos de la coordenada relativa
�!
R y la posicion del centro

de masas
�!
X; como siempre

H = � 1

2MA

r2�!x A �
1

2MB

r2�!x B + V (R) = � 1

2M
r2�!
X
+HR; (1)

HR =
1

2�
r2�!
R
+ V (R) = Hamiltoniano de dos particulas (2)

M = MA + MB = masa total; (3)
1

�
=

1

MA

+
1

MB

; �=masa reducida, (4)0@ �!x A
�!x B

1A =

0@ MB

MA+MB
1

� MA

MA+MB
1

1A0@ �!R�!
X

1A ; o la inversa, (5)

0@ �!R�!
X

1A =

0@ 1 �1
MA

MA+MB

MB

MA+MB

1A0@ �!x A
�!x B

1A : (6)

La solucion de H es

H	 =

�
K2
i

2M
+ E0

�
	; 	 = ��!

K i
 0 (7)

1

2M
r2�!
X
��!
K i
=

K2
i

2M
��!
K i
; ��!

K i
(
�!
X ) =

exp(i
�!
K i �

�!
X )

(2�)3=2
; (8)

HR 0 =

�
1

2�
r2�!
R
+ V (R)

�
 0 = E0 0 (9)

Ya que el centro de masa se mueve con velocidad constante (sistema inercial), nos posi-

cionaremos alli. El problema se reduce a resolver la ecuacion de Schroedinger de una pseudo

marticula de masa � en un potencial central V (R):

B. POTENCIAL ENTRE UNA PARTICULA CARGADA Y UN ATOMO.

(Recordar Fisica 3 un carga frente a un electron atado con un resorte a un nucleo. Feyn-

man) Si A es un atomo con i = 1; ::nA electrones y B una particula puntual cargada,
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entonces

H =
1

2�
r2�!
R
+HA +WA(R); (10)

HA =

nAX
i=1

"
�1
2
r2�!r Ai �

ZA
j�!r Aij

+
1

2

nAX
j 6=i

1

j�!r Ai ��!r Ajj

#
; (11)

WA(R) =
ZAZB
R

�
nAX
i=1

ZB����!r Ai +�!R ��� ; (12)

donde �!r Ai es la posicion del electron respecto al nucleo A. A grandes distancias vale el

desrrollo

WA(R) !
R!1

ZB(ZA � nA)

R
+
ZB
R2

nAX
i=1

bR � �!r Ai: (13)

C. Potencial estatico

Si la solucion de HA es  A; entonces

HA A = EA A (14)

A primer orden podemos considerar que la particula B no distorsiona las autofunciones

 a del atomo A, entonces podemos pensar que vale (2) y el Hamiltoniano es

HR = h AjH � EAj Ai =
1

2�
r2�!
R
+ V (1)(r) (15)

= Hamiltoniano de dos particulas, (16)

V (1)(R) = h A jWAB(R)j Ai = V (s)(R) = potencial estatico, (17)

=
ZBZA
R

� ZB

Z
d�!r �A(

�!r )����!r ��!R ��� ; (18)

donde �A(r) es la densidad electronica del atomo A:

V (s)(R) !
R!1

ZAZB
R

� ZB
R

Z
dr�A(r)| {z }
nA

=
(ZA � nA)ZB

R
: (19)
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Por ejemplo en el caso que A sea un atomo de hidrogenico 1s, �A(r) =hp
Z3A=� exp(�ZAr)

i2
; entonces

V (s)(R) =
ZAZB
R

� ZB
R
[1� (1 + ZAR) exp(�2ZAr)] ; (20)

=
(ZA � 1)ZB

R
+
ZB
R
(1 + ZAR) exp(�2ZAr); (21)

!

8<:
(ZA�1)ZB

R
; R!1

ZAZB
R

R! 0
: (22)

El potencial estatico asi de�nido es el mas simple (elemental) para describir electron o

particula (puntuales) cargada con atomos o moleculas.

D. Potencial de polarizacion

A segundo orden tenemos que la particula B distorsiona  A; la teoria de perturbaciones

nos dice que

V (2)(R) = V (1)(R) +


 A
��WABG

+WAB

�� A� ; (23)

donde G+ es el operador de Green

G+ =
X
� 6=A

���� �� 1

EA � E� + i�

�
 �

���� ; �! 0; (24)

incluyendo el continuo!, entonces

V (2)(R) = V (s)(R) +
X
� 6=A

h AjWAj �i
1

EA � E� + i�
h �jWAj Ai: (25)
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Usando la expresiona grandes distancias deWA, y sabiendo que h Aj �i = h Ajf(R)j �i = 0
ya que  A 6=  �; entonces

V (2)(R) = V (s)(R) + Vpol(R) (26)

Vpol(R) =
Z2B
R4

X
� 6=A

bR � h Aj nAX
i=1

�!r Aij �i
1

EA � E� + i�
h �j

nAX
i=1

�!r Aij Ai � bR; (27)

y el elemento corresponde al single particle operator, (28)

= �Z
2
B

R4

X
� 6=A

� bR � �!d A����!d �A � bR�
E� � EA � i�

;
�!
d � A = h �j

nAX
i=1

�!r Aij Ai; (29)

=
C4
R4

= � Z2B
2R4

�A = potencial de polarizaci�on , (30)

�A = 2
X
� 6=A

� bR � �!d A����!d �A � bR�
E� � EA � i�

(E� > EA ); (31)

�A = polarizabilidad atomica. (32)

Algunos valores estan en la Tabla en cm3: La relacion es a3B = (5:2917 � 10�9cm)3 =
0:1481810�24cm

En Electromagnetismo se encuentra que una esfera conductora de radio a en el vacio

en presencia de un campo electrico externo
�!
E ex se induce un dipolo

�!� tal que (Clausius

Mossotti) (Mossotti vivio en Argentina) �!� = a3
�!
E 0: Este dipolo es el inducido y se lo de�ne

precisamente como polarizabilidad � de la relacion: �!� = �
�!
E 0 : O sea que la polarizabilidad

es proporcional al volumen: � = a3. En la �gura 1 se gra�ca la polarizabilidad y el volumen

de los atomos donde efectivamente se ve que existe tal relacion.

Mas aun, si un atomo libre tiene una polarizacion �free y un volumen Vfree; la polarizacion

de ese atomo en una determinada molecula o compuesto o cluster, que tenga un volumen V;

a � se aproxima bastante bien como (Becke 2012)

� =
V

Vfree
�free (33)

5



II. POTENCIAL ENTRE DOS ATOMOS NEUTROS

Si A es un atomo con i = 1; ::nA electrones y B otro atomo con i = 1; ::nB electrones,

entonces

H =
1

2�
r2�!
R
+HA +HB +WAB(R) (34)

HA=B =

nA=BX
i=1

"
�1
2
r2�!r A=Bi �

ZA=B���!r A=Bi�� + 12
nA=BX
j 6=i

1���!r A=Bi ��!r A=Bj��
#
; con HA=B A=B = EA=B A=B(35)

WAB(R) = �
nAX
i=1

ZB����!R +�!r Ai
��� �

nAX
j=1

ZA����!R ��!r Bi
��� + ZAZB

R
+
1

2

nAX
i=1

nBX
j=1

1����!R +�!r Ai ��!r Bj
��� (36)

Si los atomos son neutros, entonces nA = ZA ; y nB = ZB
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A. Potencial estatico

Como siempre, a primer orden se obtiene el potencial estatico

HR = h A B jH � EA � EBj A Bi =
1

2�
r2�!
R
+ V (1)(R); (37)

= Hamiltoniano de dos particulas;

V (1)(R) = h A B jWABj A Bi = V (s)(R); potencial estatico , (38)

= �ZB
Z
d�!r �A(r)����!r +�!R ��� � ZA

Z
d�!r 0 �B(r

0)����!r 0 ��!R ���
+
ZAZB
R

+

Z Z
d�!r d�!r 0 �A(r)�B(r

0)����!R +�!r ��!r 0
��� (39)

Si no tenemos electrones en el centro B entonces �B(r
0) = 0; recuperamos el caso anterior.

Por ejemplo en el caso que A y B sean atomos de hydrogenicos 1s entonces satisface
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B.

V (s)(R)!

8<:
(ZA�1)(ZB�1)

R ; R!1
ZAZB
R R! 0

(40)

Potencial de Van der Wall

Consideremos ahora el segundo orden; asi como surgio el potencial de polarizacion en

el caso ion atomo, aqui surgira el potencial de Van der Wall.

V (2)(R) = V (1)(R) + h A BjWABG
+WAB(R)j A Bi (41)

donde ahora tenemos que abrir el operador de Green en dos bases completas centradas en

A y B que denotamos ��j �ih �j y ��j �ih �j

G+ =
X

� 6=A; � 6=B

���� � � � 1

EA + EB � E� � E� + i�

�
 � �

���� ; �! 0 (42)

Como en el caso anterior tomemos el limite de WAB a grandes distancias. Sabiendo que

ZX
l=1

1����!R ��!u l
��� !
R!1

Z

R
+
bR
R2
�
 

ZX
l=1

�!u l

!
+

1

2R3

ZX
l=1

�
3
� bR � �!u l�2 � u2l

�
(43)

entonces resulta

WAB(R) !
R!1

�ZBZA
R

+
ZB bR
R2

�
 

ZAX
i=1

�!r Ai

!
� ZB
2R3

ZAX
i=1

�
3
� bR � �!r Ai�2 � r2Ai

�

�ZAZB
R

� ZA bR
R2

�
 

ZBX
j=1

�!r Bj

!
� 1ZA
2R3

ZBX
j=1

�
3
� bR � �!r Bj�2 � r2Bj

�

+
ZAZB
R

+
ZBZA
R

+
bR
R2
�
 
ZA

ZBX
j=1

�!r Bj � ZB

ZAX
i=1

�!r Ai

!
+

+
1

2R3

ZBX
j=1

ZAX
i=1

h
3( bR � �!r Bj)2 + 3( bR � �!r Aj)2 � 6( bR � �!r Bj)( bR � �!r Aj)� (r2Bj + r2Aj � 2�!r Ai � �!r Bj)

i
(44)

Los terminos 1=R y 1=R2 y algunos de los 1=R3 se cancelan, solo sobrevive nada mas que

dos terminos del ultimo sumando

WAB(R) !
R!1

1

R3

ZBX
j=1

ZAX
i=1

h�!r Ai � �!r Bj � 3( bR � �!r Bj)( bR � �!r Aj)i (45)

A esta altura uno puede reconocer la estructura de la energia de interaccion dipolo-dipolo

que se ve en Fisica 3 (Jackson, ec. 4.19?) en relacion a la expansion multipolar. Luego el
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segundo termino V (2)(R) es

V (2)(R) !
R!1

V (1)(R)� 1

R6

X
� 6=A; � 6=B

h�!
d A� �

�!
d B� � 3( bR � �!d A�)( bR � �!d B�)i

1

EA + EB � E� � E� + i�

h�!
d �A �

�!
d �B � 3( bR � �!d �A)( bR � �!d �B)i (46)

donde .
�!
d A� =

ZAX
i=1

h Aj�!r Aij �i; y
�!
d B� =

ZBX
j=1

h Bj�!r Bjj �i (47)

Despreciando V (s) ya que cae exponencialmente a grandes distancias, queda entonces el

potencial de Van der Wall

V (2)(R) !
R!1

VV dW (R) =
C6
R6

(48)

con C6 < 0 (EA +EB < E� +E�): Algunos valores de C6 se dan en la Tabla (Tao, Perdew,

Ruzsinky 2010)

1. Extension para R! 0 : potencial de Lennard Jones

Una forma muy popular de extener VV dW para cuando R! 0 es el conocido potencial

de Lennard Jones, que funciona para moléculas tales como H2; N2; O2; etc, cluster de gases

raros, cristales de gases raros a bajas temperaturas, etc. La forma más común es escribirla

así

VLJ = V0

"
2

�
R0
R

�12
�
�
R0
R

�6#
Lennard Jones , (49)

! V0

�
R0
R

�6
R!1 ; C6 = V0r

6
0 (50)

(el término (R0=R)12 es un artefacto matemático irreal!). Se puede probar que la posición

de equilibrio de la molécula (dVLJ=dr = 0) es R = R0: Con lo que conociendo la posicion

de equilibrio y C6 se determina V0:

III. OTRAS CORRECCIONES A MUY GRANDES DISTANCIAS

Lo que hemos visto funciona bien para distancias de hasta, digamos, 10 a.u. El desarrollo

se expresa asi

V (R) !
R!1

C4
R4
+
C6
R6
+
C8
R8
+
C10
R10

+ ::: (51)
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Los terminos mas debiles se aproximan (forma empirica) en relacion a C6 (Tao et al )

C8 = 10C
1:25
6 ; C10 = 121C

1:5
6 ; (52)

De cualquier maner la dependencia a muy grandes distancias es tema de discucion. Por

ejemplo (Hirschfelder) resume que para R>1800 a.u. el potencial H-H tiende como

V (R) !
R!1

W3�
2

R3
� 37

�R7
(53)

el termino R�3 tiene que ver con la interaccion spin-spin, y el siguiente tiene que ver con el

efecto la dispersion de Casimir-Polser dipolo-dipolo con retardacion .
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IV. POTENCIALES INTERATOMICOS EMPIRICOS

No seria correcto descartar aqui a una variedad de potenciales ampliamente usados. Todos

ellos tiene expresiones analiticas simples con parametros ajustables ampliamente tabulados.

Algunos de ellos no tienen fundamentacion teorica.

Born-Mayer: V (R) = a exp(�bR): Hay adaptaciones y generalizaciones para atomos
en cristales

Brinkman: V (R) = bZAZB exp(�bR)=(1 � exp(�bR)); que tiende como ZAZB=R;
para R! 0; y a la forma Born- Mayer: exp(�bR) para R!1
Moliere interatomico es una generalizacion de Moliere (que se ve en TF),

V (R) =
ZAZB
R

�(x); x = RZ
1=3
eff=b0; b0 =

1

2

�
3�

4

�2=3
= 0:88534 (54)

Zeff =
q
Z2A + Z2B; (55)

�(x) = �(x) = 0:35e�0:3x + 0:55e�1:2x + 0:1e�6x: (56)

que no presenta ninguna estructura de capa (hay muchisimas variaciones de este potencial)

Morse. Es tal vez el mas popular y el mas tabulado. Su expresion es

VM(R) = De

�
e�2�(R�R0) � 2e��(R�R0)

�
(57)

(Por ejemplo para la molecula de H2 se usa R0 = 1:40; De = 0:175 (4:75eV ) y � =

1:03:): Este potencial tiene un mínimo en R = R0 y alli se comporta como un oscilador

VM(R) = �De +De�
2| {z }

k=2

(R�R0)
2 �De�

3(R�R0)
3 +

7

12
De�

4(R�R0)
4 + ::::: (58)

Lo mas interesante es que se conoce la solucion de la ecuacion de Schrodinger. Usando VM

dado por la Eq.(57), los autovalores son

E� = !0

�
� +

1

2

�
� 1

4D
!0

�
� +

1

2

�2
(59)

donde !0 =
p
k=�; donde � es la masa reducida de los atomos (4) y k = 2De�

2=2. De

esta forma se obtienen los niveles vibracionales moleculares. Usaremos esta expresion mas

adelantes

===================================================
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V. FINAL DE ESTRUCTURA 3. SIGUE MATERIAL ADICIONAL.

===================================================

VI. POTENCIAL DE POLARIZACION

2. Extension para R! 0:

Para evitar divergencias 1=R4 cuando r ! 0 a veces se extiende de diferentes formas.

Vpol(R) = � C4

(R2 +R2A)
2 = �

C4R
2

(R2 +R2A)
3 = �C4

"
2

�
RA
R

�8
�
�
RA
R

�4#

= � Z2B
2R4

�A

"
1�

 
1 +

R

RA
+
1

2

�
R

RA

�2
+
1

6

�
R

RA

�3!
e�R=RA

#
; Celli-Toennies

y RA esta relacionado con el radio del atomo A. Ninguna de ellas es buena, todas traen

problemas.

3. Polarizacion dinamica

La polarizabilidad tal cual la hemos de�nido, se conoce como polarizabilidad estatica. Si

estamos en presencia de un campo de radiacion, por ejemplo, o cualquier otra perturbacion

temporal los elementos de matriz tendran esta estructura bajo la integral temporal, mas o

menos asi

he�iE� j::e�i!tj:e�iEAi:: / 1

E� � (EA + !)� i�
(60)

donde ! es la energia del foton, por ejemplo. Se de�ne entonces la polarizabilidad dinamica

�A(!)

�A(!) = 2
X
� 6=A

� bR � �!d A����!d �A � bR�
E� � EA � ! � i�

(61)

la polarizabilidad estatica resulta �A = �A(! = 0): Lo veremos bien cuando tratemos

radiacion.
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4. Determinacion de la C4

Hay muchismas formas. Desde los calculos exactos (J Mitroy, J. Phys. B: 43 (2010))

hasta aproximaciones elementales Por ejemplo: dentro del formalismo dielectrico, usando

la aproximacion de Drude, y otras aproximaciones mas, se encuentra que

�A(!) =

Z
d�!r �A(r)

!20(r)� !2
(62)

y !20(r) es la frecuencia de plasmon, que en la Local Density Approximation es !
2
0(r) =

4��A(r): Siguiendo a Becke (2012)

�A = �A(0) =

Z
d�!r �A(r)

4��A(r)
!
=

Z r0

0

r2dr =
1

3
r30 =

1

4�
VA (63)

lo cual relaciona la polarizabilidad estatica con el volumen del atomo A. Si conocemos la

polarizabilidad estatica podemos determinar r0 =
3
p
3�: Aplicaremos esta aproximaciona

para determinar el termino de Van der Wall.

VII. POTENCIAL ENTRE DOS ATOMOS NEUTROS

5. Determinacion de C6

El coe�ciente de Van der Wall C6 se puede calcular en terminos de la polarizabilidad

dinamica

C6 =
3

�

1Z
0

d! �A(i!)�B(i!) (64)

Y esto es una relacion rigurosa (J. F. Stanton, Phys. Rev. A 49, 1698 1994). Entonces con

el conocimiento de �A=B(i!) es posible calcular tanto C4 como C6: Dalgarno fue el primero

que calculo estos terminos. En general requieren de una gran poder de calculo. Gran esfuerfo

esta siendo direccionado actualmente para incorporarlo en la DFT. Si usamos directamente

la aproximacion Eq(62)

C6 '
3

�

1Z
0

d!

Z Z
d�!r d�!r 0 �A(r)

!20A(r) + !2
�A(r

0)

!20B(r
0) + !2

(65)

(Se mejora mucho si se parametriza !2 por (!=!0)
2 y se determina !0 por algun criterio). Hay

otras aproximaciones muy elementales (pero my famosas), por ejemplo (Slater y Kirwood)

C6 ' �
3

2

IAIB
IA + IB

�A�B (66)
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IA e IB son las energias de ionizacion de los atomos A y B. Hay muchas otras mas. Por

ejemplo. Hay una formula que relaciona los C6 y de los sistemas homonucleares (C6AA y

C6BB) y las polarizabilidades estaticas �A y �B (PRL 102, 073005 (2009))

C6AB =
2C6AAC6BB

�B
�A
C6AA +

�A
�B
C6AA

(67)

Tambien se trabaja a nivel de moleculas triatomicas y otras. Ademas se esta trabajando

mucho en clusters de Van der Wall de gases raros, donde la unica fuerza atractiva en pre-

cisamente C6=R6 especialmente a bajas temperaturas.

6. Correcciones cineticas y de intercambio

Lo que hemos hecho es congelar las densidades, no hemos tomado en cuenta el termino de

exchange ni la contribucion cinetica entre los electrones de A y B. Una forma de considerarlos

es recurrir a la LDA (ver Parr & Yang ). Sabiendo que

ELDAk [�] = Ck

Z
d�!r �5=3(�!r ); Ck = 2:87123a:u kinetics (68)

ELDAx [�] = Cx

Z
d�!r �4=3(�!r ); Cx = �0:73856a:u: exchange (69)

y considerar que la densidad total es la suma de densidades de A y B, o sea

�AB(R; r) ' �A(rA) + �B(rB) (70)

tenemos dos correcciones al potencial estatico, el cinetico y el de exchange

V (1)(R) = V (s)(R) + V (k)(~R) + V (x)(~R); con (71)

V (k)(~R) = ELDAk [�AB(R; r)]� ELDAk [�A(rA)]� ELDAk [�B(rB)] ; (72)

V (x)(~R) = ELDAx [�AB(R; r)]� ELDAx [�A(rA)]� ELDAx [�B(rB)] ; (73)

habria una tercera debido a la correlacion pero no se tiene en cuenta.
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