Guia 2
Problema 1 (oscilaciones longitudinales)
Parte a:

lo k

d

lo

!
!

----@(2/3)m lpbl---

f i
Ve

Planteo la ec. de Newton para la masa a:
_k(lo + g — lO) + k(lo +Yp — Yo — lO) = mal]ja
Planteo la ec. de Newton para la masa b:

—k(lo + Pp — g — lo) = mpy

Reescribiéndolas:
_klpa + k(lpb - d’a) = md}a < _2k¢a + klpb = mlpa
2 . 2 .
k(W —Yg) = §m¢b © +ky, — k), = §ml/)b

Reescribiéndolas nuevamente:

ke Lk
mlpa mlpb_lpa

3k 3k o
to Ve oY =Y
Se puede llevar a la forma matricial:
) k k
_ m m|. (¢a> _(Ya
3k 3k Yy Uy
2m 2m
M
Definiendo
, k
(A)O —_ E
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queda:

-ae- (30)= ()

—w,? <_§/2 3_/12) ' (iz) - <Z’1:>

Buscando los modos normales de oscilacion del sistema.
Cada modo normal de oscilacién se define:

(52) = (&) costar+

Todas las masas se mueven con la misma frecuencia w y la misma fase ¢.
Proponiendo este tipo de solucion:

Ya) _ g“ cos(wt +¢) - léa =—-w (éa sen(wt + ¢)
Yy b Y b

b

- (i‘;) = —w? (g‘;) cos(wt + ¢)

-ae- (30)= ()

- -M- (g;) cos(wt + ¢) = —w? (E‘Z) cos(wt + ¢)

C, oy Ca)
- M (cb)““ (cb

C
Para obtener (Ca) y w? hay que resolver un problema de autovectores y
b

Reemplazando en:

autovalores.
Es decir:

e a1 (¢7) = (0)

Como siempre, para obtener soluciones no triviales, hay que pedir:

det[M — w?I] =0
| |

En este cado:

=03 3)
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200% — w? —wy?
det[M —w?I] =0 - det 3 , 3 ,[=0
__(1)0 _(1)0 —w
2 2
El polinomio caracteristico queda:
3 3
Qwy? — w?) (E we? — a)z) — Ea)04 =0

3
- wh- Ewoza)z — 2wo’w? + 3wyt — EwOA‘ =0

Quedando:

(1)22 = 3(1)02

. 1
Calculemos el autovector correspondiente a w,? = 50)021

ez (£) = G)

, 1
o AR [ X
3 3 1, |\G 0
—Ewo —Wo° — =Wy
3
22,2
- 1A @)=
3 2 Cp 0
_Ewo Wo

Logicamente, ambas filas son linealmente dependientes, por lo cual, la Unica
ecuacion no trivial es:

3 ) ) 3
E(J)O Ca—wo Cb=0 - Cbzica

. 1
el autovector correspondiente a w,? = gwoz queda:
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C, 1
2e)= (Da=@5e

A
(los autovectores estan definidos a menos de una constante arbitraria)

. 1k 1 1k .
El modo normal con frecuencia w; = /5; (ya que w,? =5a)02 =5;), tiene la
forma:

1
<zz> =A (g) cos(w it + @)

Calculemos el autovector correspondiente a w,? = 3w,?:

- (5) - (0

2wo?% — 3wgy? —wy? c 0
a) —
~ —Ea)oz E(1)02 — 3wy (Cb> - (0)
2 2
2 g2
wg wg o\ (0
- _Ewoz _Ewoz (Cb)_<0)
2 2

Nuevamente, ambas filas son linealmente dependientes, por lo cual, la Unica
ecuacion no trivial es:

—wo?C, — we?CL,=0 > C,=-C,
el autovector correspondiente a w,? = 3w,? queda:

(—Cga> - (—11) Ca

(los autovectores estan definidos a menos de una constante arbitraria)

. k k .
El modo normal con frecuencia w, = /3; (ya que w,? = 3wy? = 3;), tiene la

forma:

<$‘§) =A (_11) cos(wyt + ¢)

La solucibn mas general se escribe como una combinacion lineal de los modos
normales del sistema

(iZ) = A (g) cos(w it + ¢1) + 4, (_11) cos(wat + ¢2)

Donde A4, ¢4, A;, ¢, dependen de las condiciones iniciales del problema.
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Parte b:
Imponiendo condiciones iniciales. Se dice que el sistema parte de reposo, con lo
cual

l/:)a(o) =0
Yp(0) =0

derivando:

(32) = —w.4; (g) sen(w 1t + ¢1) — wyA4, (_11) sen(w,t + ¢5)

Evaluando:

()t mgea )=

Al ser ambos vectores linealmente independientes, ambos coeficientes son cero

Con lo cual:
A;sen(¢p) =0 - sen(¢,) =0

Sin pérdida de generalidad se puede tomar:

$1=0
Ya que sitomamos ¢p; =

A; cos(wqt + m) = Ay cos(wt) cos(m) — A, sen(w,t) sen(m) = —A; cos(w4t)
~——— N —— ——
-1 0 A,

Analogamente,
Aysen(¢p) =0 - sen(¢,) =0

Sin pérdida de generalidad se puede tomar:
¢, =0

Con lo cual:
$1=0, ¢, =0

Quedando, en este caso:

() - Qi+ 4 (st

Entonces:
(W) = a3+ 4 (1) = (%)
Con lo cual:
24, + A, = A,
34, — A, =0
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Despejando:
AZ = 3A1

2A1 + AZ = AO g 5A1 = AO

A
d Al = —50

3A
- A, = —50

Juntando todo:

(115)}2) - % (g) cos(w1t) + % (_11) cos(w,t)

Parte c: caso con gravedad: hay que hallar primero la posicion de equilibrio de
ambas masas.

Ia PR
-—— m
v,

%I--- (2/3)m

Es decir, se sabe que en el equilibrio:

myg —k(b—1,) =0

Asi por ejemplo la primera masa:
_k(a+¢a_lo)+mag+k(b+¢b_¢a_lo) =m-yY,

Usando: —k(a—1y) +myg+k(b—1,) =0

queda

—ki, + k(l/)b - l‘ba) =m: l]).a

Queda para ustedes seguir el ejercicio.
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Problema 3: Oscilaciones transversales

En general:

l — [

b - i

k k' k

I'#1
Ya que:
k!
_k(l_l0)+k'(l'_lo) :0 i d (l_lo) :E(l'_lo)

(condicién de equilibrio)

Otra posibilidad:

@@~
k' k

kK

Varillas sin rozamiento

Masas enhebradas en varillas sin rozamiento. En ese caso, la condiciéon ' =1 es
posible.

Fuera del equilibrio:

(conl>1,yl'> 1)

Planteo la ec. de Newton en y para la masa A:
—k(a, — ly) - sen(6,) + k'(a, — 1) - sen(6,) =m -y,

haciendo las aproximaciones de “pequefias oscilaciones”
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1/]2
a; = /lz+¢A2§l<1+2—‘;2)zl

y
az =\ (12 + (Pp — Pa)? = l'<1 + M) =
ademas “
sen(6;) = tan(6,) = #
y
sen(6,) = tan(6,) = Ve ;wA
queda:

-1 I'=1 .
—k(—) a0 (s — ) =m oy

analogamente planteo la ec. de Newton en y para la masa B:

—k'(a; — 1) - sen(6;) — k(az — L) - sen(f3) =m - IZ}B

haciendo aproximaciones analogas
az = /12+¢BZ = |

sen(63) = tan(0;) = #

ademas

quedando:
I'=1 [—1 .
—k'(—) - (s =) = k() g =m -

Juntando ambas ecuaciones:

_k(l_ll")-¢A+k'(l_l—,l°)-(¢3—¢,4)=m'¢'A

—k'(l'_l,lo) (g —a) —k (l _l lo) Yy =m g

Ahora bien, estas ecuaciones pueden reescribirse como:

BED O v v
) [ ] -

se tiene un sistema de ecuaciones diferenciales acopladas que escrito en notacién
matricial:

BESOGE EED )
ey T st ey WG

m l m l'
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Definiendo, para reducir la notacion,

2_(l—lo) k
Q=TT ) m

Reescribiéndola, queda:

o (51 ) ()= (50)
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