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Abstract
LEY DE COULOMB.

Distribuciones de carga.Campo eléctrico. Potencial eléctrico. La fuerza eléctrica es conservativa.
Ley de Gauss. Ecuaciones de Poisson y Laplace. Lineas de campo.

EXPANSION MULTIPOLAR

Monopolo, dipolo y cuadrupolo. Dipolo en un campo eléctrico. Interaccién carga-dipolo. In-
teraccién dipolo-dipolo. Dipolo inducido. Interaccién dipolo-inducido dipolo-inducido. Lennard
Jones.

ENERGIA ELECTROSTATICA

De un sistema de cargas puntuales. De una distribucién continua. Autoenergia.

CONDUCTORES IDEALES. CAPACITORES

Propiedades. Método de las imagenes. Sistema de conductores. Capacitores de placas paralela.

Energia acumulada dentro de un capacitor de placas paralelas.

DIELECTRICOS

Propiedades. Modelo Simple. Electrostdica macroscépica. Medios lineales isétropos y homoge-
neos (LIH). Efecto de bordes. Energia electrostatica en presencia de dieléctricos. Sobre la ley de
Coulomb en medios LIH. Ecuaciones de Poisson y Laplace en medios dieléctricos LIH. Condicién
de contorno de dos medios dieléctricos. Clausisus Mosotti.

MATERIALES OHMICOS Y CIRCUITOS DE CORRIENTE CONTINUA

Ley de Ohm microscépica. Modelo de Drude. Corriente eléctrica. Velocidad de desplazamiento.
Ley de Ohm macroscépica y macroscépica. Variacién de la resistividad con la temperatura. Cir-
culacién del campo eléctrico. Fuerza electromotriz. Ley de Joule. Leyes de Kirchhoff. Materiales
Eléctricos.

(falta, incluir figuras y tablas, corregir, poner acentos)
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FIG. 1:

I. LEY DE COULOMB (1785)

Se encuentra experimentalmente (y es una ley) que la fuerza con la que se atraen (o
repelen) dos cargas puntuales en reposo (electrostatica) es inversamente proporcional al
cuadrado de la distancia. La fuerza que sufre la particula ”1” (¢, en 7'1) debido a la 72

" (g en 7T'3) estd dada por

7 TL— T
F12 = k6QIQQﬁ, Ley de Coulomb (1)
rir— T2
= keQQer_Za con =T =Ty, (2)
K 3
k. = 8.988 x 10° C;n2 S constante eléctrica, (3)
S TEQ
02
g0 = 8.8542 x 10_12W = permitividad eléctrica del vacio, (4)
m
[¢] = Coulomb=6.245 x 10'%¢ (5)
e = carga del electron, (6)

con lo que introducimos una nueva unidad: el Coulomb (pasamos de MKS a MKSC). En
consecuencia la fuerza que sufre la particula ”2” debido ala 717" (7; «— 7'5) estd dado

por

— T — T —
Fo = keQQQlﬁ = — I, (7)
|77 — T4
Se desprende que:
=4 y g . . . » ° »
e 91 = —F 15, por lo que se satisface el ppio. de accién y reaccion.

e Si el signo(q1q2)=+1, las particulas se repelen; ?12 mry ?21 T (=7)

e Si el signo(q1q2)=-1, las particulas se atraen; ?12 mT(=7),y ?21 mr



FIG. 2:

e Comparando con la gravitacion

To—T m3
9 — 1’1 1
29— 1’1

_
Fo1 = Gmimy
G es entonces 20 6rdenes de magnitud mds grande que k.!. Mds ain; si comparamos la
interaccion eléctrica con la gravitatoria en un sistema electrén-protén (m, = 1836m., m, =
9.1094 x 103! K); La eléctrica resulta ser 39 érdenes de magnitud mayor!
Principio de conservacién de la carga eléctrica: En un sistema aislado, la carga
total se conserva (sera importante para la ecuaciéon de continuidad), es decir

Qrot = Z ¢; = constante (suma algebraica). (9)

)

—
. o o o o, , — .
Principio de superposicién: La fuerza F'y que sobre una particula (¢o en 77°g) ejerce

un sistema de particulas (gq; en 77;) estd dado por (suma vectorial):
s

é
Fo=> Fo= Zke%%oiﬁﬁ : (10)

H
‘TO_ T

A. Distribuciones de carga

Para determinar la fuerza que ejerce cualquier cuerpo continuo sobre una carga puntual
— . . . ~ . . —_
(go en 7o) nos conviene dividir el cuerpo en pequenos diferenciales centrados en 7°; con
carga dq; y usar el principio de superposicion:
—> —>
0— T
—

- r
Fo= 3 ko () F=25

T
3 -
o— T4

(11)

3



FIG. 3:

Pasando al cédlculo diferencial, podemos especificar si el cuerpo es:
e volumétrico, dg; = pd7’, con p densidad volumétrica de carga [p] = C/m?,
e superficial, dg; = od?a, con o densidad superficial de carga [o] = C'/m?,

e lineal, dg; = Adl, con X densidad lineal de carga [\ = C'/m. Resumiendo

(7“ )
dq' = o(a) (12)
d )\(l’)

En el limite la suma se transfiorma en una integral, Y, — d7"’ (variable continua) por lo

que
drptr) |
= To— 71"
Fo= keqo/ d*a’ o(a’) ‘?0 =l (13)
0—

i’ A1)

~~
dq//

donde hemos considerado una posible variacién espacial (77, o’ 6 ') de la densidad de
carga.

Si estamos interesados en calcular la interaccién entre cuerpos continuos, hacemos lo
mismo: dividimos los dos cuerpos en pequenos diferenciales, usamos el principio de super-
posicién y pasamos a la integral. Para el caso de dos volumenes tendremos que la fuerza que

sobre el cuerpo ”1” (con p;) le ejerce el ”2” (con p,), estd dado por (como en gravitacion)

T
Flg—k://drl p (T 1) — _)23p2(r2)d7“2. (14)
2

Retrocediendo, si en lugar de cuerpos continuos tuvieramos una particula puntual "a” (g, en
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FIG. 4:

74) y otra”’b” (g, en T73), las distribuciones pueden escribirse como

p(T1) = y po(T2) = (72 — 7))

(15)

usando la propiedad de la delta, obtenemos

— T o=
a b
F12 = kquQb

— — 137 (16)
|70 — T

que es la Ley de Coulomb original (1). La densidad de carga de las particulas puntuales son
representadas por las funciones §.

B. Campo eléctrico

Vimos que la fuerza que sufre la particula (¢ en 7°) debido a la 1”7 (¢, en 7';) estd
dada por

=T
F=kgpn——3 - (17)
|7 — 7"
. . fpd —
Definimos el campo eléctrico £ (7") como
s ? ? ?1
E(7) =lim— = ke ———"73 , (18)
=0 ¢ |7 — 4|
E es un vector y sus unidades son [E]=N/C = K m/(s*C)). Luego podemos escribir que
— —
F=qF

(19)

= m’g, donde ¢ era el campo gravitatorio. Si en

|

en forma similar al caso gravitatorio: F'

, — . . . ., .
lugar de una particula puntual (¢; en 771), tuviesemos una distribucién continua, debemos

5



proceder como en el caso anterior. Esto es: dividir el cuerpo en pequenos diferenciales

—_— . o . o e,
centrados en 1’; con carga dg; y usar el principio de superposicion, y llegamos a

& plr)
— —/
e PN r —r . .
E(7T) = ke/ 2d o(d) ‘_>—_)/3 = campo eléctrico. (20)
=T

i’ \(I')

dq’

El limite en (18) conlleva un concepto fisico importante: la carga tiene que ser lo suficiente-
—
mente pequena para no distorsionar las distribuciones que ocacionan el campo E. Por esa

razén a ¢ se la llama carga de prueba (test charge).

C. Potencial eléctrico

Usando ecuaciones del Apéndice, resulta que (20) puede reescibirse ast:

1
()

= 3, (! 7 X
E:ke/drp(r)‘?)_—?/’:g : (21)
= —VxV(7), (22)
V(7)) = k:e/d3r' p(?’)rlm = potencial eléctrico , (23)

V(7) es el potencial eléctrico, es un escalar y sus unidades son [V] = Voltios=m?K/(s%C).
Con lo cual podemos redefinir las unidades del campo como [E]=N/C=V/m. Valen lan

siguientes relaciones

F = qE = —qV=V(7) = =V5 [V (T)] = -V+U(T) . (24)
U(7) = qV(7") = energia potencial eléctrica, [U] = Joule=Km?/s* . (25)

Otra forma de definir el potencial eléctrico V' = U/q (que serd importante cuando veamos
la bateria) es: energia (trabajo) por unidad de carga. Como siempre, si las distribuciones

de cargas son superficiales o lineales vale la sustitucién (20) en (23), o sea

&' p(r')
VWU:@/ &daw)1$%3ﬁ. (26)
di’ \(I')
N ~- .



FIG. 5:

D.

E. La fuerza eléctrica es conservativa

—

Si E = —67‘/(7), entonces (ver Apéndice)

V—> x E = ?7 X [— ?7>V(7)] =0. (27)

— —
Siel V= x E =0, usando el teorema de Stokes

9 — 1 — — 1 — —
0= daV—»x Edlez— (qE)-dl:— F-dl =0. (28)
q.Jc qaJc

- =
Si fo F-dl =0, implica que el trabajo a lo largo de una curva cerrada es nulo, que es la
definicién bésica de una fuerza conservativa. Nos ahorramos asi la introduccién pedestre de

realizar un trabajo cuasiestacionario como se hace en los cursos bésicos.

F. Ley de Gauss

Se define dop = E -7 d%a = diferencial de flujo eléctrico, entonces el flujo en una

determinada superficie S es simplemente

O = // dop = // Pa E -7 = flujo electrico , (29)

(analogfa con los fluidos: E — o = velocidad local del fluido, por lo que d¢,
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FIG. 6:

n d*a=m?3/seg =caudal). Vamos a demostrar la ley de Gauss en dos etapas. Primero
ﬁ
consideremos una particula puntual de carga ¢; en la posicién7 ;. El campo eléctrico E

generado por esa particula es por Coulomb

—

— r — ?1 - 1
E1 = k’eqlm = —k?e(]j[V?m, entonces (30)
- 1
— — 1 1
V? E1 = —keqlv? V7ﬁ = —keqlv2ﬁ (31)
|7 — 74 |77 — 74|
— 4rkogi6(T — T1) = g—;a(? ~ ) (32)

donde hemos usado la propiedad del laplaciano de la funcién 6 (ver Apéndice, teorema de
Poisson) y la relacién entre k. y €9 dado por la relacién (3). Tomemos cualquier superficie
cerrada S que encierra un volumen V), hagamos la integral sobre dicho volumen, y usemos

el teorema de la divergencia

€0, si q; dentro de V
/d% Vo E, = /d?’r gy = § W u (33)
% v

€0 0, si q; fuera de V
= / / 2a E -7 (Teorema de la divergencia) (34)
0s
con lo que
, si q; dentro de V
50// PaE -7 = Gene = N & (35)
0, si q; fuera de V



Ahora generalicemoslo para cualquier cuerpo continuo. Como siempre, discreticemoslo en

pequenios volumenes con cargas dg; = d°r p(r;)

— — 1
Vo E ==Y dgd(7T —7;), 36
gozj: q;6( 7) (36)

— — 1
&rV- - FE = — dq; 37
/ =D SR} (37)

j dentro de V

Tomado el limite, pasamos de ¥; a la integral / con dg; = dr p(7"). entonces llegamos
v
a

eo [[ d*a E 7= gone = [, & p(7")  Ley de Gauss , (38)
Os

( OS significa superficie que encierra a V). Por ge,. nos referimos a la suma de las cargas que
estdn sélo dentro de V. Y ésta es la famosa ecuacién de Gauss que se utiliza para calcular
campos eléctricos cuando la simetria del caso es simple: esférica, cilindrica o planar.

Usando nuevamente el teorema de la divergencia, tenemos

EO//anE-ﬁ :eo/d3r V-E :/d%«' p(7). (39)
v v
Os

- —
Como vale para cualquier volumen que consideremos, entonces podemos decir que V - E =
— . L.
p(1")/eq. Las ecuaciones fundamentales del campo electrostdtico son entonces
T . _ @) ‘4 : :
V.-FE= 7 Ecuacién de la divergencia,
vor ¢ (10)
Vx E = Ecuacién del rotor.

G. Ecuaciones de Poisson y Laplace

Combinando la ecuacién de de la divergencia V. E = p(7) /g0 con la del rotor nulo que

. . =4 —~ . = = 2 ., .
implica £ = —=V 3V, y sabiendo V- V3 = V=, llegamos a la ecuacién de Poisson

ViV =—p/es, Ecuacién de Poisson .

(41)

. . , , o . — . . .
(para simplificar, de aqui en més omitiremos 7~ cuando sea posible: se entiende por ejemplo

que V2 = V27>) En los lugares donde no hay carga presente p = 0, la ecuacion se reduce a



V3V =0, Ecuacién de Laplace . (42)

Que debe resolverse con condiciones de contorno sobre una superficie cerrada, y la solucién
es Unica.

e Si en dicha superficie se impone V' , las condiciones se denominan condiciones de
Dirichlet.

e Si en dicha superficie se impone 0V/0n (1 la direccién normal a la superficie, esen-
cialmente el campo eléctrico) se denominan condiciones de Neuman y tambien la solucién
es Unica.

Se puede imponer condiciones mixtas. Las condiciones no pueden ser redundantes.

H. Lineas de campo

Es una curva imaginaria que se dibuja de tal manera que su direccién en cualquier punto
coincida con la direccién del campo eléctrico. Tiene una semejanza con las lineas de fluido.
Se encuentra que:

e Las lineas de campo NO se cruzan.

e Nacen en las cargas positivas (fuentes) y mueren en las negativas (sumideros). [Analogia
con los fluidos: canillas y rejillas].

e El campo es més intenso donde se juntan las lineas de campo [velocidad de salida del
fluido es mayor cuando se extrangula una mangueral. Esto resulta de aplicar la ley de Gauss.

de la figura resulta que

= - = - = - = E; Sy
d“a E -n :0:E1'51+E2'52+E3'53:0 = — = = (43)
/I T FEs Sl

conloquesi Sy >S5, = FE; > Es.

e La lineas equipotenciales (igual valor de V') son perpendiculares a las lineas de campo.

La demostracién es simple; hagamos un desarrollo de Taylor del potencial en el punto 7 =
ﬁ
o

oV ov ov
V(7)) = V(7o) + (x — z0) o +W—y) 5| +T(—2) 57| +.
X o Y o 82 o

— —

= V(T + 0, - VV=V(7o)+ 0, E (44)

10



FIG. 7:

— — — =
si 9, es perpendicular a E entonces §,- E = 0y entonces: V(7o) = V(7) (direccién

equipotencial).

II. EXPANSION MULTIPOLAR

Usando las expansiones del Apéndice para grandes distancias se muestra que, para
cualquier distribucién de carga, a grandes distancias (r — 00) su potencial se comporta

Co1mo

V(T) — kel + kBl + kX2 T L 0 (L)

5
r—00 2r

)

donde r es mucho mayor que las dimensiones del cuerpo en cuestién, y

11



dg=p(r’)d’r’

FIG. 8:
q = / &r'" p(7) monopolo , (49)
D = /d3r’ (7 7! dipolo , (50)
Qij = /d3r’ p(7")[3aia’ — ' 26;5] cuadrupolo . (51)

Este dltimo termino resulta de hacer

2
— —
3(7’-7’/)2—7“’27’2:3(5 :z:ﬂi) —r' 2 g 3
- ,

= Z(:}xzxngx — 1" 2x2,04) ZSL‘Z il — ' 26)x;  (52)
ij

—

. . 1% —
donde por conveniencia hemos usado la notacién v = (zq,x9,23), y 1 = (2}, 2, x%).

A. Dipolo

El caso més elemental se ilustra como dos cargas puntuales de igual magnitud ¢ pero de

H
signos opuestos colocadas en + d /2. La densidad es entonces

— — - | 7
p(7) = +¢0(T7 — d /2) — ¢6(7 + d /2), luego, (53)
7 - =
/r / — / e T / d d
Po= / dPr [q5(7 —d/2)—q6(7"+ d /2)]7 =45 - (—q;) (54)
?:ﬁ, / d vade 0 a . (55)

Usando el dlgebra del Apéndice, el campo eléctrico resulta

12



+qE -qE

d 0 d
-qE 0
T
+qE
FIG. 9:
E = -VV(T)==V k3| =—k (D -T)V 5| +5V(P 7) (56
ke — N ~ —
= BT 7)) (57)

Usaremos mucho esta expresién. Una contraccién interesante: FEq.(57) puede ponerse en

forma matricial (mas especificamente de una diddica)

100 2wy a2

—_— = = k’e 3

E=—-¢xT7, ¢:ﬁ 010 2 yr y? yz (58)
001 2 o2y 22

B. Dipolo en un campo eléctrico

El dipolo permanente debe considerarse aqui como un rigido.
— —
En un campo eléctrico constante (digamos V E, /. = 0) la resultante de las fuerzas F

es nula por lo que su centro de masa permanece en reposo,
— — —
Z F=HqE+(—qE =0, centro de masa en equilibrio , (59)
pero sufre un torque 7 :
— — — — —
T =) Tix Fj=(d/2)x (qE)+(=d/2) x (—qE) = (¢d)x E (60)
J
R

=P xE . (61)

Esto implica que un dipolo oscila en presencia de un campo eléctrico como un péndulo

intercambiando energfa cinética y potencial.

13



FIG. 10:

. . . . . , . —
Supongamos un dipolo originariamente alineado con el campo eléctrico (7" = 0), entonces

para moverlo a un dngulo 6 debemos realizar un trabajo externo W en contra del trabajo

del campo ﬁ en forma cuasiestacionaria con 7 = = X ﬁ,
N 6
wert = do -7 = -7 9/ df pEsin(f) = +pFE cos(f) — pE cos(0) (62)
0 ~= o
= T6) E - F(0)- E =U(0) ~U) = AW (63)
ue) = -7 - E , Energia potencial . (64)

Si el el campo eléctrico es variable en la posicién del dipolo (digamos ?Ez/y/z # 0),

entonces sufre una fuerza resultante que resulta ser

— — = _, = vy —. — = =
Fr=-VU=V(p-E)=(P -V)E+(E -V)p +
0
N - = — =
px(VjE)jLEx(pr), (65)
0
= (= 2\7= g g g
F=(7-V)E = <pxax+pyay+pzaz) (Ev. B, E.) (66)

C. Interaccién carga-dipolo

Consideremos una carga punctual ¢ situada en el origen que genera un campo eléctrico
—
E = k.q7" /r® y coloquemos en dicho campo un dipolo p  permanente en la posicion 77, la

fuerza que recibe dicho dipolo sera

P e S (7-9) |ho—c| mpg (2 _37- T 67
- 5= (79 [l mn (BT
\._\:_/
E
— N
F)’I/"\ _ _2kGQ<p T) (68)

14



F12 F21 F12 F21
p,—@ *—eop P, 6—e *—ep,
r r
F12 F21 T_Ff F__2_1_
-— P, P, [— P, lp2
® @
r r
FIG. 11:

Entonces vale:
H
eSig>0 y P -7>0, entonces F -7 < 0, el dipolo es atraido.
H
eSig< 0y -7>0, entonces F' -7 > 0, el dipolo es repelido.

Lo cual es légico.

D. Interaccién dipolo-dipolo

. , . - . — . .y
Consideremos el campo eléctrico F'; creado por un dipolo p’; en el origen, cuya expresion
—
¢ . . — . . 2
estd dado por (56), si colocamos en ese campo E'; un dipolo p's, la energia de interaccién

estara dada por (64), o sea

= ke -~
U2:—?2'E1:—72'ﬁ[3(71'7“)7“—71] ) (69)
ke AN AN .
= =< [P1 - P2—3(p1-7)(P2-7)] ,. alternativamente (70)
,
= P2 (=0(7T1) X P1) = D2 0(7T1) x P (71)
E,

Notar que U1(P'1, p2) = Ui(D2, P1), lo que resulta equivalente, obviamente, a poner
— 1 — — =
p'1 en el campo eléctrico Fy creado por p'y : 0sea Uy = —p'y - Ey = Uy = U. Hay que
recordar que los dipolos estan fijos y no les permitimos rotar (electrostdtica). Si estamos
interesados en la fuerza que sobre el dipolo 7'y ejerce el dipolo p'1, usando (24) se obtiene
(ver Apéndice)

— ke

FZ f— §7Z — > > -~ ]5—) ~ [ — AN\ A~ _ o~ —> 3 PR
1 2 T4[3(Z:1.2:2)] (pl'i)(p2'7)) '3(2)2'T)Z)1+3(p1.r)p2]'

15



FIG. 12:
Cuatro casos son interesantes:
D=7, Vv Pp=T1, = 7721 = —6k.(p1p2)7/r* = se atraen.
DI =T, y pPo=—T, = ?21 = +6k.(p1p2)7/r* = se repelen.
DI =Dy y P1-T=py-T =0, = ?21 = +3k(p1p2) T/r* = se repelen.
eI =-Dy y D1 -T=py-T =0, = ?21 = —3ke(p1p2) T/r* = se atraen.

Lo cual es 16gico. Estas configuraciones seran de utilidad cuando consideremos los dieléc-

tricos.

E. Dipolo inducido

Hasta ahora hemos visto la interaccién con dipolos permanentes, tales como moléculas
de NaCl 6 HyO. Pero también una molécula o dtomo neutro (sin momento dipolar perma-
nente) en presencia de un campo eléctrico puede distorsionarse al punto de que se induce un
dipolo. A estos dipolos se los llaman dipolos inducidos. El cédlculo del dipolo a nivel &tomico
se obtiene con la mecdnica cudntica. De cualquier manera podemos hacer un modelo unidi-
mensional simple para entenderlo. Supongamos un electrén de carga (negativa) -e ligado a
su micleo (positivo) con un "resorte” de constante k en su estado de equilibrio (u oscilando
alrededor de su posicién de equilibrio).

En presencia de E externo el electron sufre una fuerza -¢ £ adicional, por lo tanto ocurre

un desplazamiento alrededor de su posicién de equilibrio, tal que -eE = F' = kd,(igual al

caso de un resorte en un campo gravitatorio). En este caso se genera dipolo 1 = —ed,
2
— es — —
" =—ed = - E =aF. o= polarizabilidad. (73)

La magnitud o es muy importante en Quimica. Volveremos cuando veamos Claussius

16



H
Mossotti. Se dice que es inducido ya que si £ = 0, entonces ;i = 0 . Su energfa resulta ser
en general es

U:—ﬁ)~§:—aﬁ-§:—aE2. (74)
—

e Si ademds ese campo externo E (congelado, no le permito moverse!) es creado por una

carga puntual ¢ a una distancia r, entonces

¢’k

q12
U= —a[k‘eﬁ} =-a (75)
E2
e Si ese campo E es creado por dipolo permanente (fijo) P en 7 entonces resulta
— = ke — N o~ — 2 1
U=—p-E=-al 5B(p 7)-T-p]| -3 (76)
NS E‘g 7

e [[Un comentario. Repitamos el cdlculo con otras condiciones. Supongamos una

—
, — . .
particula de carga ¢ en 1’ genere un campo electrico E en el origen, cuyo valor es:
—
—_— , . . .

E, = —k.q7 /r3. Allf colocamos un dtomo que en presencia de ese campo se polariza

q

—
. — . . .,

generando un dipolo /' = aF/,. Ese dipolo a su vez genera un campo F), en la posicién de

— —
la particula ¢ en 7, que sufre una fuerza F = ¢E »

Eq
ke N = /_/%
F = qipz— E[B(ﬁ)ﬂr)-r—ﬁ], con 1 =a(—keqT /1)
_ el — VU v 0ok (77)
T AR e S ’ 2

y hay una diferencia de 1/2 respecto a la Eq.(75)!. Porque?. Porque la particula ¢ aqui
no es externa al sistema. Cuando calculamos la energfa del dipolo en un campo externo
externo, lo consideramos fijo. Aca no. Si movemos la carga ¢ influimos en el dipolo que
a su vez modifica el campo en la posicién donde estd la carga originaria (autoconsistencia,
6 autoenergia). Este factor 1/2 vino para quedarse. Algo mds en relaciéon a la Eq:(77):
recordar que en el sistema gaussiano: k. = 1 ]].

e Otro caso muy importante es la interaccién de dos dtomos neutros que se inducen uno
al otro dipolos. La energfa de interaccién se comporta como lim, ., U = —Cg/r% (limite
de Van der Wall). Una generalizacién de este potencial es el de Lennard Jones Uy ;, que

explica la formaciéon de moléculas tales como Hs, No, O, etc, cluster de gases raros, cristales
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de gases raros a bajas temperaturas (BE ), etc. La forma m&s comun es escribirla asf

B G T0\12 12 79\
Upy =Uiap = 12—6U0 [(T) 5 (7’) } Lennard Jones, (78)

(el término (ro/r)'? es un artefacto matemdtico irreal). Es fdcil probar que la posicién de

equilibrio de la molécula (dUp;/dr = 0) es para: r = ro y alli vale Up; = —Up.

F. Potenciales a largas distancias. Resumen

Las energias de interaccién entre cargas puntuales (o), dipolos permanentes (1), cuadrupo-

los (O), y diplos inducidos (~), se pueden resumir asi:

~

— — —
E =cte sobre g, F =qF
E=ce " T, T=TxE
E " P U=7F 7
F v 3 Fev0=(7.9)F
\
(o g interactuandocon e ¢, U x %
” g 1
°q T pr, Uxg
: (80)
) 7 U Q, U x 3
( T 7 interactuando con e ¢, U %2
1B 1FL Uk
< 1 (31)
TP 7 UQ, Uxxz
\ T 7 7 e ﬁa U x 7%6
{ 0 @ interactuando con O @', U 715 (82)
{ ~ i interactuando con ~ 7, Uox % . (83)

Con estas dependencias se puede interpretar gran parte de la Quimica (ligaduras, mecan-
ismos de reaccién), la Fisicoquimica (entalpias, etc), la Termodindmica (coeficientes de
Virial), ete.  Casi todo lo que tocamos con nuetras manos, esta regida por estas formulas:

que son interacciones a distancias.
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FIG. 13:

III. ENERGIA ELECTROSTATICA

Para construir una configuracién de cargas eléctricas, se requiere energia (trabajo). En
esta seccion calcularemos la energfa necesaria para construir un ensamble de cargas puntuales

y distribuciones continuas.

A. De un sistema de cargas puntuales

Primeramente calcularemos la energfa necesaria para construir un ensamble de cargas
puntuales ¢; en 7;. Las vamos trayendo de a una desde el infinito, considerando que
V(00)=0. La primera particula, la ”1”, no requiere energia: U; = 0. La segunda, la 72”7, la
traemos en presencia de la ”1” y hacemos un trabajo Uy = ¢2V5; , donde V51 es el potencial

creado por la particula ”1” en la posicién ”2”. En general definimos

ke )
Vii = ‘_)7q_)| . (84)

Luego traemos la ”3”, en presencia de la 71”7 y 72”; Uz = q3V31+q3V32 . Y asi sucesivamente,

produciendo
1753
U= Ui=2 62 Vi = 3V (85)
Jj=1 1<j ]z 1
Usando el hecho que ¢;Vj; = ¢;Vi; obtenemos
Z#J Z#J

Z q] o —> - Z QJPJZQZ . (86)

]zl\ , ]zl
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FIG. 14:

que se puede poner en forma vectomatricial, definiendo un vector ¢ = (q1,gs.....), y una

matriz p, entonces

k

Xq, con pj = |7>76_>’ y pi =0. (87)

U:

3

q X

DO | —

3 r]

de la misma manera podemos escribir V =7 x g.

B. De una distribucién continua

Para una distribucién continua, la rutina es siempre la misma: dividir el volumen dado

en pequeiios volumenes de carga dqg = d°rp(7 )y luego integrar, obteniendose a partir de

(85)

U= % / d&*r p(r)V (7). (88)

dg
donde f d3r se entiende que es en todo el espacio hasta el infinito. Otra expresién muy

importante puede obtenerse a partir de la ecuacién (23) resultando

1 1

U = 3 /d?’r p(r) ke/di’w p(r/)m (89)
V()
_ 1l / / Pr P p(F) e p(7) (90)
2 7 =7 '

Esta ltima expresién es muy uilizada en Quimica Cudntica (nétese que la energia elec-

trostética depende sélo de p, o sea que es un funcional de la densidad (que es el punto de
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partida de la density functional theory). Para otras distribuciones podemos usar la equiva-
lencia (12).
Una tercera expresion de la energia, muy util, se obtiene a partir de (88) expresandola
en términos del campo eléctrico. Usando la ecuacién de la divergencia (40)
U= / Pro(FW(T) = 5 / P (0¥ - B )V (7 (91)
-—l

—),)

p(T

—
Hagamos ahora un truco para cambiar la posicién de V, que lo repetiremos mucho a lo largo

del curso. Segin el Apéndice, podemos escribir

v. (% — v. 7 (v — v.7E /7 2
v (EV) (v E)V+ E(Vi/) (v E)V B (92)
-E
reemplazando en (91), resulta
el
U = 5°/d37«’ [\E\2+ v (EV)I (93)
= [ |E|2+€0/d3r'€ (Ev) (94)
i iV
oS

donde hemos usado el teorema de la divergencia. Como integramos en todo el espacio, la

superficie cerrada [[ es una integral superficial en el infinito,. Allf en el peor de los casos
os

—

(E generado por cargas culombiana) tenemos

11 1
//d?’ﬁv ~SEV — r?2=- — = (95)
r—00 r<Tr r—oo T
0s
con lo cual no contribuye, queda entonces
2
U= 5—2” 3’ ﬁ) , (96)

y recordemos que [ d®r’ involucra todo el espacio (y lo denoto [ ). Resumamos entonces

las tres expresiones de la energia

1 — ke —
U = 5//d3T dBT/ p( r )m p( T/> (97)
2
] / dr p(FWV(T) = 3 / @' | E| (98)




C. Autoenergia

Notemos que si partimos de (88) y queremos calcular la energia para construir una sola

particula puntual de carga ¢ , entonces p(7"') = ¢d(7'), y resulta

U= / Pro(FW(T) = 5 / Pr (PN V(T = Vo) = (99)

La forma de lidiar con el problema es salirse de la funcién 6(7) y darle una cierta dimensién,

digamos una esfera uniformemente cargada de radio R . Entonces tenemos

o(7) = 4_7qu3@(R —71), donde /d37“ p(7T) =q (100)
3
1 > R
vy = 8 Ty (101)

e 3R2—r2
0 s < R

U- 1 / B o (P () = 5 (102)
2 P 5dmeoR

De aqui podemos comprobar que cuando R — 0, U — .

Igualando la energia U a la famosa expresion encontrada en la teorfa de la relatividad
U = E = mc? y no considerando el término 3/5 (que representa el factor de forma), resulta

que
@

47T€0R

Con lo que resulta el asf llamado radio clasico de una particula

= mc® = energfa de la particula en reposo . (103)

q2

= 104
4megmc? (104)

Para el caso del electrén R, = 2.8179 x 10~ m= 5.32 x10~°atomic units. R, se conoce
como radio de Thompson y aparece en muchos procesos materia-radiacién (scattering de

Thompson, Compton y Klein Nishina, Raman scattering, scattering de Rayleigh, etc.).

IV. CONDUCTORES IDEALES Y CAPACITORES

El conductor ideal , es el primer material eléctrico que veremos. Es una idealizaciéon de
los metales. Los metales se caracterizan por tener electrones libres (digamos ~10%%elec/m?)
que son aportados por las capas exteriores de los 4tomos. La fisica fundamental es que estos

electrones reaccionan en presencia del campo eléctrico para neutralizarlo en su interior. En
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FIG. 15:

principio no pueden escaparse del metal debido a la funcién trabajo. La velocidad de los
electrones en un metal es alta < 1 atomic unit=c/137= 2.2 x 10™® m/s y el tiempo de
neutralizacién del campo eléctrico puede variar entre , digamos, 107!° (femptoseconds) a
10~ (nanoseconds). Nos ocupamos del caso estatico final. La propiedad fundamental es que

dentro del conductor vale

E=0 para fisicos, 6

V =cte  para ingenieros. (105)

Si caracterizamos a la superficie del conductor ideal con el versor normal saliente 1, entonces
"
e Usando fc E -dl =0,y haciendo uso del echo que £ = 0 dentro del conductor, se
— —
encuentra facilmente que £ = 0. donde E| es el campo eléctrico inmediatamente fuera

del conductor. Se generaliza con la siguiente expresion:

— —
EH:EXTL:O. (106)
e Usando la ley de Gauss ¢ [[ d%a E.7 = Jene, v haciendo nuevamente uso del echo

oOs
que F = 0 dentro del conductor, se demuestra que en la superficie

o (107)

3)
I
&
I
|

e Si usamos la definicién de V' = cte (incluyendo la superficie), resulta obvio que el
campo eléctrico es perpendicular a las superficie, por ser ésta simplemente una superficie

equipotencial.
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FIG. 16:

e Se demuestra que, en una cavidad dentro de un conductor, el campo eléctrico es nulo
(jaula de Faraday). Si se sospechase que existe un campo eléctrico dentro de la cavidad,
al hacer una circulacién usando fc E. dT =0, con E i dT, se demuestra que es imposible
(Feyman).

e Si tenemos dos esferas conductoras de radio Ry y Ry conectadas por un alambre con-
ductor y una cierta carga libre en su interior, esta carga se distribuird en la superficie de las

esferas con oy y 05. Entonces el potencial en cada esfera es

Ql 47TR%0'1 QQ 47TR%O'2
= ke_ = kei; = ke_ = keiu 1
Vi = ke R, ¥y Va=kep R (108)

y considerando que el alambre los une para formar un sélo conductor, resulta que Vi = V5,

entonces
o1 Ry . EJ_(Rl)

oy Ri E|(R2)

Si Ry — 0, entonces 01 — o0, y E,(R;) — oo (efecto puntas. Pararayos: el aire se

(109)

vuelve conductor para E~ 10°m/C y se.arrancan electrones para E~ 10m/C)

A. Meétodo de las imagenes

é
Supongamos una, carga +¢ en las posicion d = (d,0,0) frente a un semiespacio (x < 0)

conductor. El potencial dentro del conductor es V' = cte = 0, y el el espacio exterior estd

e [ 28

donde d?a’ = dydz, 7' = (0,y,2) y 0; es la carga inducida en la superficie del conductor

dado por
Vi(r) =

que NO la conocemos. Sabemos ademads que el campo eléctrico sale en forma perpendicular
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FIG. 17:

a la superficie del conductor que estd a un potencial constante. El método de las imagenes
ﬁ
aqui consiste en inventar una carga ¢’ en la posicién d’ = (—=d,0,0), para simular el efecto

del segundo termino de la RHS, o sea el potencial es ahora

keq ked
Vir) = 111
) )
La condiciénde que V' = 0 en la superficie se satisface haciendo
— —
¢=-q y d'=-d (112)

con lo cual garantizamos el conocimiento del potencial en la superficie cerrada (la cerramos
en el infinito); por lo tanto la solucién es unica y estable (Dirichlet). Esta solucién se usa
s6lo fuera del conductor, en el interior obviamente vale V' = 0. El campo eléctrico en la

superficie es,

— — T
E = -VV =kyq
-

E(r = 0) = kg (113)

&

2z = 0)= (114)

é
Sabiendo que F -n = E, = E, = 0;/¢q, entonces

qd
21 (d? 4 y? + 22)3/2

(115)

g; — —
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Expresién muy importante para representar iones frente a superficies metdalicas (adsorcion,
catélisis, plasmones superficiales, etc.)

Otros dos casos son de interés:

e Una carga puntual colocada frente a dos hemisespacios conductores.

e Una carga puntual ¢ frente a una esfera conductora de radio a. que se resuelve haciendo

ke koq
V(r = a) = +—L_ C— (116)
T T
a? a
= — (= —q—, 1 11
=%y . Iuego (117
i = —goE(r=a) = —SO%V(T) (118)

(En este caso si necesitamos V' = 1} # 0, en la superficie se coloca una carga ¢” en el origen.)

B. Sistema de conductores

Antes de comenzar recordemos que ciando teniamos un sistema de cargas PUNTUALES
llegamos a las siguientes expresiones
k

GXDXxTq, Conpji:ﬁypuzo y
i J

1
2

V=pxgqg U=

=3l

Ahora consideremos un sistema de N CUERPOS conductores de forma cualquiera y carga
arbitraria g;. Sabemos que:

e Las cargas netas de cada conductor se van a conservar (los electrones no se pueden
escapar, debido a la funcién trabajo).

e Las cargas se van a distribuir (inducidas unas a las otras), pero permanecerdn en la
superficie de cada conductor. Nos conviene definir una densidad superficial de carga de cada

conductor normalizada tal que

ai(s))

4;

0’i(s5) = , tal que /dQSja;-(sj) =1. (119)
Sj

e Dentro (y en la superficie) de cada conductor el potencial es constante (o campo nulo en
su interior) y lo notaremos con V; con respecto a un valor de referencia (generalmente V' = 0

en el infinito). Entonces si V (r) es el potencial en todo lugar del espacio podremos afirmar
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FIG. 18:

que

V(T)=V, V7T;€R; j=1,.N, (120)

donde R; es el espacio que ocupa el conductor j. La expresién (120) vale tambiEn para
los valores de ?j que estan en la superficie S; y que lo denotaremos con el vector posicion
75]». De acuerdo a la definicién (23) podemos escribir que el potencial en cualquier punto

del espacio resulta ser:

P;(r)
N —_— N - I asd o
Vi) = Yok [ 2O =3 g fes U (121)
j=1 TSl I v =]
S; Sj
o' (5 ;
Pj(’l“) = k‘e/d28]‘# . (122)
T =5l
Sj

Si las superficies de los conductores son complicadas, los valores de P; son muy dificiles
de calcular debido al desconocimiento de a;-(?j). La ecuacién (121) se puede dividir en N

ecuaciones imponiéndoles las N condiciones (120), resultando entonces

N

Vi= V() =) Py, P,;=coeficientes de potencial , (123)
j=1

Py = Pi(r;),V7T;, € Ry, i=1,.N. (124)

Obviamente los elementos F;; son una generalizacién de los elementos puntuales p;; definidos

n (87). Se puede demostrar ademds que P;; = Pj; (tal como en Eq.(87)). Se puede ver que
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si suponemos puntos en lugar de cuerpos entonves podemos escribir o;(5" ;) = 6(7 — 7;)
p b g b p AV il
llegamos a la conocida ecuacién Eq.(), ya vista.

La energia de formacion de este sistema de cuerpos conductores es de acuerdo a (88)

N N
1 1
=5 Z/an’ oi(s;))V(T") = 3 Zqﬂ/}/d%' o’(s5) Zq] , (125)
J=1 j=1 N ,
1
donde hemos usado el hecho de que el potencial es constante en la superficie del conduc-

tor. Pasemos a la representacién vectomatricial. Entendiendo los términos F;; como los

elementos de la matriz P, las ecuaciones (121) y (125) se reducen a

V =Pxg=gxP, v (126)

ol

U -V = U=

S|

GxXPxq, (127)

N —

donde hemos usado el hecho que P;; = Pj;. Definiendo C como la matrix inversa de ?,

CxP=PxC=1 C;; = coeficientes de capacitancia (128)

q = EXV:VXE, entonces (129)
c
1 = 1 = = = 1 =t = =
_—_ P _:—_ _t_ C _:—_ C P C A
U—2q><P><q 2(C><V)P><C’><V 2V><C’ ><P>1<C><V (130)
11— = —
:§V><C’><V. (131)

El caso general es complejo, porque V; = V;; + V;;, donde V; es la contribucion al potencian
debido a la carga dentro del mismo conductor y V;; es el debido a las cargas de los otros

conductores.

C. Capacitores

Sean dos conductores (armaduras) de cualquier forma con cargas ¢; = +q y q2 = —q, las

ecuaciones anteriores se reducen a
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Vi = Pnq — Piaog

restando
Vo = Po1q — Payq
V = ‘/1 — ‘/2 = (Pll + P22 — P12 — Pgl)q, deﬁnimos, el escalar (132)
C=q/V, capacitancia |, (133)
Coul
C] = % = Vooul =Faradio (134)

pum— pum— :71
Si consideramos a C' como una matriz, C' = P  entonces

=4 _ 1 __Onln—Ch
Vo (Pu+ Py —2Py)  (C+ Cxn +2C,)

En la gran mayorfa de los casos reales los valores de C' no se calculan sino que se miden.

El capacitor es el primer elemento circuital (veremos ademsds la resistencia (R) y la in-
ductancia (L)). A todos los elementos circuitales se los puede poner en serie o en paralelo.
Si conectamos 2 capacitores C y C'y en paralelo las armaduras estardn al mismo potencial

y cada uno de ellos acumularé cargas Culombianas q; y g2, con lo que

=4
TV , sumando
C, =22
CH45=@%¥2:C (135)

O sea el armado se comporta como un solo capacitor de valor C' = C} + Cs y que acumula
carga ¢ + ¢o. Si estuviesen dentro de una caja negra no sabr “iamos diferenciarlos.
Si los conectamos en serie los capacitores acumularan la misma carga ¢ y en cada uno de

ellos habra una caida de tension Vi y V5

V, = 4
T a , sumando
V=&
1 1
%+%:VZQGZ+@):%’ (136)

produciendo la ley de las inversas. La generalizacién a varios capacitores es inmediata

1 _ v L .
¢ =2, enserie

. (137)
C=>,C; en paralelo
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D. Capacitores de placas paralelas

Sean dos placas paralelas infinitas (por ahora) cargadas con densidad superficial de carga
+0 y -0, ubicadas en las posiciones x = —[/2 y * = —[/2, la ecuacién de Poisson en una

dimensién resulta en términos de la § de Dirac

V2V = —g—po - —6—10 [0(5 (a: + é) +(~0)d (x - é)} . (138)

La solucién es (la verificarmos luego)

ol l
02 TS 73
— o l
V) ={ 2z, —l2<z<} (139)
gl l
Y
y el campo eléctrico resulta ser
0, x < —%
E, = WV _). L 5 mej 140
0= "ar =5 l2<xz<g , dmejor (140)
x> 4

o l o l

Lo cual es correcto, ya que si tomamos la divergencia:

V) — v.vvz_VE:_gli@(ijl)_ig(x_i)}

oz | g

Ll L) o (o))

y reproduce asi la férmula de partida (138) (recordar que la derivada de la © de Heviside

es la ¢ de Dirac) De (139) resulta que la diferencia de potencial entre las armaduras V' estd

dado por
l l 1 l
V = V(—l/2)—V(l/2):£§+£§ _ 9= % ; (142)
€o o o o
q S : .
C = = =¢gp— = (medio x geometria) (143)

Vv l

donde hemos considerado que el capacitor tiene una dimensién finita (approximacién!) de

superficie S.
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Son igualmente calculables las simetr’ias de siempre:
e dos cilindros concéntricos infinitos con radios R, y Rs

e dos caparazones esféricos concéntricos con radios Ry y Ro

E. Energia acumulada dentro de un capacitor de placas paralelas

Segun la ecuacién (96) y considerando que E # 0 s6lo dentro del cubo de volumen S,

resulta
2
U=2 [ gy E) :@(E Si (144)
2/, 2
2 2 2
€0 | O €0 |q/S q° 1
U= —|—| Sl=—|"—| Sl=— 145
2 o 2 €0 2605’ ( )
6 usando C' = ¢S/I, resulta
2 2
q vV CV
u 2C 2 2 (146)

que son las versiones escalares de las matriciales (127) y (130). Podemos definir la densidad

de energfa por unidad de volumen

2
densidad de energia eléctrica por unidad de volumen |,

(147)

U g0 |==
wp=g=5F

que serd importante cuando se calcule la energia del campo electromagnético y en definitiva

la energfa de la luz (fotén).

V. DIELECTRICOS

Ya hemos introducido los conductores y los hemos caracterizado como un material que
tiene electrones libres. Hay otro tipo de materiales llamados dieléctricos que no poseen
electrones libres, sino dipolos (permanentes o inducibles). Ante la presencia de un campo
eléctrico el medio se polariza. Aun cuando el material es, en principio, eléctricamente
neutro los dipolos inducen un campo eléctrico que influye localmente. Podemos decir que

los electrones libres hacen a los conductores, tanto como los dipolos a los dielectricos.
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A. Modelo Simple

Supongamos dos capacitores idénticos geometricamente (caracterizados por S y [) uno
en el vacio y el otro con un cierto material (dieléctrico) dentro. Hagamos dos experiencias.

Primera experiencia de Faraday: Si el capacitor en el vacio acumula una carga )y cuando

a sus armaduras se las somete a una diferencia de potencial Vj, de modo tal que Cy = Qo/ Vb,
se encuentra que el capacitor con el dieléctrico acumula una carga ) = K.y cuando a las
armaduras se las somete a la misma diferencia de potencial V, con lo que

C:Q:KeQO

= K.Cy 148
TR 0 (148)

donde K. es una caracteristica del medio. Hicimos esta experiencia considerando el mismo
potencial V en ambos capacitores. Hagamos otra experiencia para estar seguros.

Segunda experiencia de Faraday: Conectemos ambos capacitores a una baterfa de modo

tal que en las armaduras se deposite la misma carga ()y. Se encuentra que el capacitor
con el dieléctrico presenta una diferencia de potencial entre sus armaduras V = V;/ K,
donde Vj es la diferencia de potencial medida en el capacitor en el vacio. Resulta entonces

la misma relacion, ya que

_Q_ @ KRG o (149)

e A A AR

El modelo mds simple es pensar que hay una cierta carga inducida @);,4 en la superficie del
dieléctrico en contacto con la armadura de signo opuesto, provocada por la alineacién de los

dipolos, tal que la carga total () es

Qina = Qo (1 - Ki> : (150)

Y con este concepto sencillo vamos a explicar los comportamientos bésicos. Esta expresi’on
no es caprichosa, la justificaremos méds adelante.

De la segunda experiencia, en el capacitor cel el vacio, podemos usar sin inconvenientes

goffﬁo-cm:@o. (151)
Os

En el caso del capacitor con el medio dieléctrico tenemos un problema, ya que la carga

ley de Gauss sobre la placa
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encerrada es Q = Qyp — Qing, €entonces

50//d2aE A= Qo— Q= Qo— Qo<1—i)=@. (152)

EOK//daE n = Qo (153)

Comparando (151) con (153), y llamando

= K.cp permitividad eléctrica del medio, (154)

£
— — —
D = ¢K.E =¢FE vector desplazamiento. (155)

Podemos escribir la ley de Gauss en su forma maés 1itil

[[ d*a D-7i=0Q ley de Gauss para medios dieléctricos.
0s (156)

Comparando los integrandos de (151) con (156) y la identidad (155), encontramos que

—

— —
D=ckE :SQEO (157)

—
Podemos pensar que tenemos dos campos eléctricos: E( (el campo externo generado por

Qo) y otro E)md (generado por las cargas Q;,4) y por lo tanto se opone a E’)g, tal que
e —
BT - Bins (158)

—
Podemos entonces determinar F;,; ya que

—

E
—_——
B S — — g0—= 1 — — 1 —
F = EQ— Eind: ?EO = ?Eo — Eind: (1—F> EO (159)

—
El campo F ;.4 es generado por las densidad de cargas inducidas 0;,4 asi como el campo Eg

es creado por la densidad de cargas libres oy,

Eina = 0t = g2 = Qinda = Q <1 1) (160)
ind = o | 1 ——
it (1) B (1- 2)2 - (- 2) & x

que es la hypotesis de partida (150). Lo importante de la ley de Gauss para medios
dieléctricos es que con el uso de € nos evitamos trabajar con las cargas inducidas. En las

ecuaciones sélo intervienen las cargas libres ()y. Veamos dos ejemplos.

33



Como primer ejemplo, consideremos una particula con carga )y en un medio dieléctrico

(fluido) caracterizado con e. Usando la ecuacién (156), e integrandola sobre una superficie

esférica de radio r, resulta

//d%ﬁﬁ:@o —p-D _.p . p_

42 dmer? (161)

que es lo mismo que la ley de Coulomb con € en lugar de gy. Se podria decir también que la
carga (o resulta apantallada y se comporta como (Qogo/e = Qo/ K.

Como segundo ejemplo consideremos un capacitor con une dieléctrico caracterizado con

. Usando gauss en un cilindro de superficie S que encierre la armadura

//d%ﬁﬁ:@o :>D:%:00:5E — E:% (162)

que resulta ser igual al del vacio con € en lugar de £y. Si queremos calcular la capacitancia

C, en la forma mds simple, resulta

Co
Qo Qo Qo eQy S S
_V_El_l@_l%_el_Kegol_KeCO (163)
N
E

que confirma el resultado experimental de partida (149). En la siguiente seccién vamos a
echar luz sobre lo que aqui hemos obtenido en forma grosera. Un cédlculo més detallado

requiere de un algebra mas compleja, que veremos a continuacién.

B. Electrostatica macroscopica

Pasemos a una descripcion macroscépica en términos de valores medios. Consideremos
un elemento de volumen d*r' centrado en la posicién 79. Un solo dipolo ?j ubicado en la
posicién ?j dentro de dicho diferencial genera un potencial V; en la posicién T, que esta
dado por (45)

Vi(r) =k L

(164)

-  —
=3
Sumemos ahora todos los dipolos ubicado en el elemento de volumen

P (7T =T P, (7 =)
Z‘/}(r) = = ke Z i |3a gkez ‘J?_mg , (165)
J ~TF J

e
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Definiendo
Z j 7]’

1_3(7”) =5 = densidad de dipolos por unidad de volumen, (167)

y haciendo . V;(r) = d(V/(r)) resulta

d(V(r)) = keﬁ(?/)-%dz”r’, (168)
_ 37“/ 7/ <? — 7/)
(Vi(r) = ke/d P(7") T (169)

—
Si estamos interesados en el valor medio del campo eléctrico < E (7’)> se obtiene como siempre

haciendo <ﬁ(r)> = —V (V(r)), y usando las formulas del Appendice, llegamos a

. E BE) - (7 -7 (T =T B
<E(7“)>=k‘e/dr ( |?—7'|2 B WPE ?)/‘3

(170)

(1 . . . B = — o=
Para chequear que estd bien, consideremos un solo dipolo en el origen P(7”) = pdo(71),
entonces recobramos la ecuacién (56).

Sabiendo que

FoTY =1
Bl a7
podemos reescribir la ecuacién 77 asi
— — 1
<V(T)> = k‘e/d?’r'P(7/) : wa (172)

—
Ahora recurrimos al truco de cambiar la posicién de V :

— 1 — 1 1 —
Ve [?(T')m} = P(7")- lﬁw = —>,|] s [6?"'?(7“')] (173)

Reemplazando en (172) resulta

(Vi(r)) zke//d%’% - k:e/vd?’r’ [_V‘;I'P?(,‘r /)] (174)
oS

Donde hemos usado el teorema de la divergencia para el primer término de la RHS. aqui

tenemos dos caminos a seguir.

Primer camino. Si integramos SOLO en el volumen V, o sea donde ?(7}’ ) # 0,y la

segunda integral sobre la superficie que lo encierra, entonces podemos interpretar que (V (7))
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es ocacionado por dos densidades de carga inducidas, por el volumen (p,,,;) y por la superficie

(Jind)

I

- V'.B(7) y de(r N=P(T) -7, (176)

V() = ke /Vd?’ p LT k://d2 _Td _>,‘ (175)

—)/)

pind( r

Oing €s igual a la introducida en la seccién anterior que se formaba en la superficie del
dieléctrico en contacto con la armadura. Ademds aparece una (inesperada) densidad de
volumen p,,;, que estd relacionada con la variacion de la densidad, si la hubiese. Ya que las

inducciones deben conservar la carga, entonces debe valer

0= / d*r’ p,, 4 (7 / / d?s' (T (177)
v
- / i [-?hp(?') T / / Py [P - (178)
v
oS

que se satisface, ya que es el teorema de Gauss. Este camino no es el méds conveniente.

Segundo camino. Si integramos en TODO el espacio (aqui especificado con foo), hasta el

—
infinito, alli: P (7"') = 0, por lo que la integral sobre la superficie cerrada en el infinito es
nula (allf ?(7’ ) =0). Queda sélo el primer término de la RHS, que tiene la estructura de

un potencial con sélo las carga inducida de polarizacién en volumen

Pina(T") = LV P(_)/) ,  tal que (179)
_ 3,/ Pina(T")
(V(r)) = ke /Ood T (180)

Como las densidades de polarizacién deben compensarse (no generan cargas sino que se

reordenan los dipolos), entonces debe valer

[ i) =0. (181)

(notar que aquf aparece [ ). Lo cual es obvio, ya que escribiendo p;,,(7) = v ?(7’ )

y usando el teorema de la divergencia resulta que
—//d%’?(?’) =0 (182)
08

H
porque en el oo, P = 0. Volveremos sobre este tema més adelante Volviendo a la ecuacién

de la divergencia del campo eléctrico (40) y considerando que hay aparte de la densidad de
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carga inducida p,,,; y otra densidad externa real p, ( libre (free) o real (true) o externa,

etc.), entonces

— — - —
gV - <E> = Ptotal = Po T+ Pind = Po — V.P ’ (183)
— — —
V- (50 <E> + P) = py, llamando, (184)
— — —
€0 <E> + P = D= vector desplazamiento , (185)
- —
V-D = p,, entonces, (186)
/ 0D -7 = Qo, ley de Gauss para medios dieléctricos . (187)
Os

— — — —
Notemos que ahora V x D = V x P. Resumiendo tenemos las 4 ecuaciones de la elec-

trostatica em medios diel’ectricos

(E) = (0 + pind) /70

v
s S — — — (188)
« D=V xDP. V><<E>:0.

—

Observesé que la determiacion de D se relaciona con p,, por lo que nos independizamos to-
talmente de p,,; que es un inconveniente ya que generalmente la desconocemos.De cualquier
— —

manera debe tenerse en cuenta que D es un artefacto matem’atico. El campo fisico es F
a travez de F = ¢ <E > . Para calcular <E > se requiere el conocimiento de P segin la

., ﬁ é ﬁ ’ . ., . . .,

relacién <E > = (D — P)/gp. En la préxima seccién nos independizaremos de también de

ﬁ
P bajo ciertas condiciones.

C. Medios lineales isotropos y homogeneos (LIH)

— —
La expresién del vector desplazamiento D depende de la Polarizacién P segin la ecuacion

(185). Lo mas general es que la polarizacién sea dada por una expansién perturbativa
— =N — — — — — — 3
P=P(7) =Po+Tux(EB)+(E) xTx (E )+ O(E?) (189)

é
Si P # 0 significa que el material tiene una polarizacién atin en ausencia de campo eléctrico
((E) = 0). EIl material se llamam electrete y tiene una fisica similar al magnetismo

H
(ferromagnetismo) por lo que a veces se lo llama ferroeléctricos. Si Py = 0 y el segundo
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— _ —

término es suficiente para describir la polarizacion, entonces P = x; X E y el término se
s, . 3 s 2 = — ey o7 » . .

llama lineal. Siademés es is6tropo entonces x; = x( 7 ) = susceptibilidad eléctrica. Si
ademads el material es homogeneo, no depende de la posicién entonces x = cte y entonces

llamaremos al material LIH. Por conveniencia escribimos y = ¢ — gq:
— — —
P = x, <E> = (e — &) <E> , entonces (190)
— — — — — —
D = 50<E>+P:eo<E>+(e—so)Est (191)

que es la expresion conocida. Vimos que <E>> es un valor medio, ? también es un valor
medio (densidad de dipolos) por lo que deberiamos haberlo notado como <T’>> , D también
debe entenderse como un valor medio y lo tendriamos que haber notado como <B> . No
se usa, se sobrentiende. Es por este concepto de valores medios (promedios sobre la escala

microscépica) que se llama electrostética macroscopica.

D. Efecto de bordes

Hemos desarrollados dos caminos. El primero es elemental. Llegamos a una carga su-
. . . — = = ~ . .
perficial inducida o;,4(7") = P(7r”) - n tal cual lo vimos en el modelo simple cuando
incorporamos la carga inducida @);,4. En segundo camino que integramos hasta el infinito
no aparecié tal carga inducida sino la de volumen en todo el espacio. Donde estd o;,,,47.
Analizemos el primer camino a la luz del segundo. Reconsideremos el caso del capacitor
de placas paralelas en donde colocamos un dieléctrico LIH con polarizacién constante P. Por
simplicidad trabajaremos en una dimensién e integraremos hasta el infinito como lo requiere

el segundo camino. La polarizacion es entonces

0 r < —=l/2
Pix)={ P —l)2<z<1/2 (192)
0 x>1/2

que se puede escribir en términos de la funcién © de Heaviside asi

P(z) = PO(z +1/2) — PO(x — 1/2) (193)

El camino 2 solo define la p,,,(7"') = -V 1_5(7’ ), que en una dimensién es
padls) = —-P(r) =~ [PO(x +1/2) ~ POz 1/2) (194)
= (=P)o(x+1/2) + Pé(x —1/2) = oina(x) . (195)
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La lectura ahora es simple: hay dos densidades de carga — Py + P en las posiciones x = —1[/2
y x = [/2, respectivamente. Y esas son las densidades de carga inducidas. . M4s atn, la
ecuacién de neutralidad (181) se cumple perfectamente
+00 +o0
/oo dxp;,q(r) = /oo dx [(=P)o(x +1/2) + Pé(z —1/2)] = —-P+ P =0, (196)
En conclusién, las densidades superficiales son los efectos de los bordes (matematicamente:

la derivada de © es la §).

E. Energia electrostatica en presencia de dieléctricos

Repitamos todo lo visto para el caso del vacio. Para construir una distribucién (digamos
volumeétrica) de cargas p, en un determinado medio dieléctrico, tenemos que hacerlo en
presencia de (V') y mno de sélo V; o sea también contra (o a favor) de los dipolos del medio.

Para una distribucion continua vale enntonces

U= [ oile) VT (197)

donde hemos introducido el término (V (7)) dado por la ecuacién (180) con p,,,(7") =

= - — )y . . .
—V'- P(7") més el de las cargas libres si las hubiera, o sea

V() =k, /oo P [p‘)(r/)‘;i,;(r,)] | (198)

Fisicamente construimos una distribucién de cargas (externas ) p, en presencia de todos los
- —
potenciales, las otras cargas externas mds las inducidas. Sabiendo que V - D = p,, tenemos

de (197)

po(r’)
U :%/d%’ (? : 5) V(7)) (199)

N
Ahora recurramos al truco de cambiar la posicién de V :

V. [B <v>} - (VB) (V) +B-z@ (200)
~(E)

(? : 1_5) (V) = v [3 <V)} +D- <E>> : entonces (201)

U:%/di”r?-[3<v>]+%/d3r3-<ﬁ>, (202)



usando el teorema de la divergencia

U:%//fyﬁﬂvﬁ+%/ﬁ%fi<ﬁ>, (203)
os

y como siempre, en el infinito la integral sobre la superficie se anula ya que

11 1
quedando
1
U:§/fﬂ3ﬁﬁ. (205)
v

Un ejemplo. Para el caso de un capacitor de placas paralelas con dieléctrico LIH con e,

tenemos (siguiendo las mismas approximaciones de siempre)

E D2
% /-/\'\ /—/\-\
l= =~~~ 1 (D 1°/qo\2 @l 1 ¢ 1
— -D-E —-p(Z)si= (2 —fo° _ - 4o 9
v 2 (50) 2 (E)Sl 25(5) o 26 S K.2685’ (206)
2
q !
Uy = UK, =1) = 2 — 207
0 ( ) 2805 ( )
Uo
- 0 2
V=% (208)

donde Uy es la energia acumulada por el capacitor en el vacio con Ch. Como K, > 1,
entonces U < Uy [ de aqui sale el tradicional problema de una pastilla dielectrica oscilando

dentro de un capacitor |. En términos de C' = ¢/V = K,.Cjy, tenemos

E 2 2
l= = € oy EfV 1., 5§ VvV
U_f)E&_fSPQQ)&_J’l_Q (209)
ov: o ¢@# qV
U= =%¢~"7 (210)

e como Cox S/I, resulta simple predecir como serd el resultado del problema con dos
pastillas dieléctricas de diferentes € dentro de un conductor dispuestos en paralelo o en

serie.
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F. Sobre la ley de Coulomb en medios LIH

Consideremos una particula cargada con carga gy ubicada en el origen de una esfera

dieléctrica (”fluido”) LIH de radio R,. Usando la ley de Gauss para medios dieléctricos

tenemos
—_— —_— qo?
qo ﬁ a, 471'7“2 ) ( )
Os

1 a 1 a 1 ( /qK )A

= = qoT qoT = qo/ he)T
E>:—D: = — =—Fj= "4 212
< € drer? K. 4megr?2 K. 0 4dregr? (212)

con lo cual vemos claramente que la carga gy estd disminuida (apantallada) en un factor K, >

1. Veamos como se distribuyen las cargas inducidas. Calculemos primero la polarizacién

= = =\ _i qL?
P=D 50<E>_<1 Ke>4w2, (213)

Por un instante consideremos que la particula ¢g posee un radio ry pequeno, pero finito. Las

- —
cargas inducidas en las superficies (interna y externa) (V - P = 0) del dieléctrico serén

Gind = //dzaamd: // ?a(P-7)+ // ?a(P-7) (214)
O @)

interna externa
1 QQ’I/“\ e 2 1 QQ? -~ 2
=(1—— | —= "n; 4 1l—— | —=  n.4A7R; , 215
( Ke) 4 W‘“L( K) ArRz e RO (215)
1 1
= — (1 — Z) qo + (1 — Z) G =0 OK, neutralidad , (216)
@ Qi
q; es la carga inducida que apantalla la particula y (); = —g¢; es la carga remanente en la

superficie externa. Ahora podemos tender Ry — oo, entonces la carga eléctrica total de la

particula serd la externa mds la inducida, o sea

1 4o
q=qo+q qo0 < Ke) qo0 K. ( 7)

Como K, > 1 entonces cada particula gy queda apantallada en un factor K, = ¢/gq y

se comporta como ¢o/K,.. Valen entonces todas las expresiénes del campo eléctrico con

q= QO/Ke-
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G. Ecuaciones de Poisson y Laplace en medios dieléctricos LIH

De acuerdo a la ley de Coulomb una particula cargada en la posicién 7"/ un medio LIH

2 . —
con € genera un campo eléctrico en r° tal que

—>

é
= q r—r

E(T)= 218
(7)== (218)
— —
y las ecuaciones siguen lo mismo con ¢ en lugar de ¢y. Entonces <E> ==V(V),y V-

<§> = py/e por lo que llegamos a la ecuacién de Poisson
V2V = —%, Ecuacién de Poisson de medios dieléctricos LIH , (219)

y puede ser resuelta en forma andloga.

H. Condiciones de contorno entre dos medios dieléctricos

— — ~ .
Sean dos medios dieléctricos. un medio interno 71”7 con E; y D; normal 7, y un medio
— —
72”7 con Eo y Ds. Si hacemos un blister en la superficie y aplicamos el teorema de Gauss,

resulta
9 —>.A_ — _—> P
da D -n=q = (Di1—Dy) -n=o0q. (220)

Si hacemos una circulacién

FE)-aT —0 = ((B))- (Ba)) xn-0. )

De (220) y (221) se determinan la componente perpendicular del vector desplazamiento y

la paralela del campo eléctrico

(D1, — Dyy) =09
(By)— Ey) =0

(222)

— —
Si ademds estamos en presencia de medios dieléctricos LIH, tal que D1y = €12E12 se

encuentra que, en ausencia de cargas libres (oo = 0), vale

tan aq _ €1 (223)
tan ay &9
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donde cosay o =7 - ELQ. Si los medios son dieléctricos y sus propiedades magnéticas son
despreciables resulta que /ey = n = indice de refraccién con lo que (223) derivar“a en la
ley de Snell de la éptica.

Conductores. Hemos estrictamente considerado dos dieléctricos. En algunos casos es
posible modelizar a los conductores ideales considerando que K=¢/¢y — oo. El argumento
es muy rebuscado, pero vale la pena plantearlo. Consideremos la condicién (220) para medios
LIH. En ausencia de g, se resume a D1, = 1 F| = e9F5| = Dy . Si el medio interno ”1”
es un conductor entonces E; = 0, con lo que £; debe tender a oo de tal forma que se verifique

o0 X 0=¢e9Fs, (')

I. Clausisus Mossotti

(Mossotti vivié en Argentina alrededor de 1830 y ensend fisica. Trabajaba en el convento
de Santo Domingo). Supongamos que una esfera dieléctrica de permitividad €5 y radio a es
colocada en medio de un (fluido) dieléctrico con permitividad 1, con un campo inicialmente
constante y que a grandes distancias tiene el valor Egen la direccién Zz. Resolviendo la

ecuacién de Laplace para el potencial (no nos importa el dlgebra) se llega a que la solucién

es
Vi = (54:_2651[?_2 — 1) Eyz, fuera de la esfera (224)
Vy = _E;’Sal Eoz, dentro de la esfera

Verifiquemos que la solucién satisface todos los requerimientos que demostramos

o Vi(a) = Via(a).

— — (7
i El = _V‘/l —r—oo EOZ

P N, = —
° El(a) Xr= Eg(a) Xr (O ElH = E2||)

. — — — — . — N —
e Si hacemos Dy = 1 F 1y Dy = 9 FE 5, entonces se verifica que Dq(a) -7 = Ds(a) -

?(O/ Du_:DQJ_).

— —
Dentro de la esfera o = —V 1V, = cte y su valor es
3 D
&1 ~ 2
Ey=——" F32=""-=. 225
2 €9 + 2¢1 0% €9 (225)

Y afuera de la esfera el campo es igual a Eq més el creado por un dipolo 77 (inducido) en
el origen dado por (57).

ke N~
E1:E02+ﬁ[3(ﬁ-r)-r—,u]. (226)
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y el valor de 7/ estd dado por

€9 — € N
= ﬁ@rsoagﬁf@z : (227)

N
con lo cual se redujo el efecto de la esfera a un dipolo inducido 7 por E,. Veamos tres
casos.

Cavidad en un dieléctrico En ese caso e;=¢, y definiendo la permitividad relativa

Ky = e1/¢0, resulta

é
3K, ~_ Dy
B, = —L pz=22 228
2T 112K, T 5 (228)
1- K N
7 = TH;IAIMOQ?)EOZ. (229)

Esfera dieléctrica en el vacio En ese caso £1=¢y, y definiendo la permitividad relativa

Ky = e5/¢y, resulta

3 D
E = Ey2 = 22 230
2+ K2 o 9 ’ ( )
Ky—1 R
n o= Kz+247r50a3Eoz. (231)

y esta es la famosa formula de Clausius Mossotti (1850).

Esfera conductora en el vacio. Como vimos, en ese caso se toma Ky — 00, por lo

que
T = dnegd®EZ = aE (232)
o = 4rega’® = polarizabilidad (233)
que ya vimos en la ecuacién (75). Notese que en el sistema gaussiano (4w = 1) por lo que
a = a® = (3/47) x Volumen. En este modelo la polarizacién de los dtomos (considerados

como esferas conductoras) es proporcional al volumen. Serd importantisimo para determinar

las propiedades ¢pticas de ciertos materiales (aisladores por ejemplo).

VI. MATERIALES OHMICOS Y CIRCUITO DE CORRIENTE CONTINUA

A. Ley de Ohm microscépica. Modelo de Drude.

Supongamos un electrén (¢ = —e) que se mueve libremente en presencia de un campo

) > - , . =1 = — —
eléctrico E. seguin la 2da ley de Newton recibe una fuerza F' = —e £ = m.a = m.dv /dt
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y el electréon se acelera. Si el medio fuese un conductor ideal, el electrén se moverfa hacia
la superficie y permaneceria alli, ya que no puede escapar. Si es un material éhmico el
electrén choca con los otros electrones e iones del cuerpo y recibe una fuerza de rozamiento

—

F, = —a7v (igual que la ley de Stokes). La ley de Newton es entonces

ZF =—ek —av =M (234)

El coeficiente de rozamiento « tiene dimensiones de masa sobre tiempo, por lo que nos
conviene escribir « = m./7 , y a 7 se lo conoce como relazation time (o0 mean free time) y
tiene que ver con el tiempo entre colisién y colisién. En el estado estacionario d v’ /dt = 0,
entonces

— _e_TEZ

v = velocidad de desplazamiento (235)
Me

que corresponde a la velocidad de los electrones en la direccién del campo. Si tenemos
n = N/V =densidad de electrones (o cualquier otro carrier), entonces podemos definir

la densidad de corriente

T = —en? = —en(—eT/me)E . nTﬁ, entonces, (236)
Me
J=0E ley de Ohm microscopi
=ok , ey de Ohm microscépica (237)
2
o =""T_  conductibilidad , (238)
Me
1
p === resistividad. (239)
o

Noétese que los campos eléctricos a nivel atémico son muy grandes. Por ejemplo tomemos
el cobre con una densidad electrénica n ~ 8 x 10 elec./m?, de lo que se deduce que la
distancia entre ellos es del orden de d ~ /n ~ 1072. El campo eléctrico debio a la repulsion
electronica, sera del orden de

1 e nN

~ — ~ 10" —= ~ 10" 24
7 dmey d? 0 C 0 m (240)

lo cual es enorme. Pensemos a nivel humano (distancias del orden del metro): las baterias

son del orden del Voltio, la red domiciliaria ~ 220 Voltios. Aun el transporte de corriente

que se hace via las torres de alta tensién son del orden de los 10* Volts. En este sentido, la
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ley de Ohm 7 = aﬁ podria pensarse como el primer orden de una serie perturbativa de
la densidad de corriente 7(@) para bajos valores de E. Los electrones libres (free electron
gas) que fluyen con el campo eléctrico se mueven al azar con velocidades comparativamente
enormes (velocidad de Fermi), del orden de, digamos; 1.5x10% m/seg= 1500 Km/seg!. Sin
embargo en la direccién del campo (7" en (235) es pequefifsima (digamos del orden de los

milimetros por segundo) como veremos luego,

B. Corriente eléctrica.

Supongamos una densidad de corriente de electrones 7 segun (236). Si tuviesemos
varios carrier con cargas eléctricas (‘electrones, iones, agujeros, etc), entonces se generaliza
obiamente a J = Zj qjn; V' j. Se define corriente eléctrica i como la cantidad de carga
(Coulombs) que fluye sobre una determinada superficie S por unidad de tiempo (en forma
analoga al caudal en un fluido), matematicamente

_dy

= 241
1= (241)

La corriente entonces es un escalar y su unidad es [i|=C/seg=Ampere. En general vale

. Q _ - ~ 12 /4 . ” .
i=—= J -nd“s= corriente eléctrica , (242)
S

~

siendo, como siempre, 7 la normal a la superficie S. Simplificadamente podemos escribir

i=J-nS= qnS(7 - 7). Vale entonces
i=qnS(v - 7)) = (—qnS((—=7)-7) (243)

Luego, 7 tiene el mismo valor cuando tenemos cargas eléctricas ¢ que se mueven en direccion
de v', que cargas —q que se mueven en direccién —v’. Trabajamos por convencién con
cargas positivas que se mueven con un sentido (€& — ©), cuando en realidad en la mayoria

de los casos son cargas opuestas (electrones) que se mueven en sentido contrario (& — @).
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C. Velocidad de desplazamiento

Supongamos un simple conductor cilindrico (un cable) por el que circulan electrones

caracterizados por la densidad de corriente 7 segun (236)

enS

z'://?-ﬁd%:JS:envS, = = — (244)
5

De esta manera podemos calcular la velocidad de desplazamiento de los electrones en la
direccién del campo eléctrico. Supongamos un cable de Cu ( n =~ 8.5 x 10%, ¢ = 1.6 x
1071 Coulombs, radio del cable= 0.5 mm) por el que circulan 5 Amperes, los electrones
tienen una velocidad de 0.46 mm/seg; extremadamente lentos. més aun si lo comparamos

con la velocidad al azar del orden de 1500 Km/seg.

D. Ley de Ohm macroscopica

Volvamos al conductor més simple, nuevamente el cable cilindrico, podemos escribir

i = / / T Ads=JS ! usando Ohm microscépica (245)
S
= ¢E S, (246)
E = -VV = —dV/dx =V/l, reemplazando, (247)
1%
i = 075 llamando , (248)
1
R = —é = resistencia (medio x geometria), (249)
o
entonces
-V :
R==, Ley de Ohm macroscopica , (250)

o equivalentemente

C=—==0—+ Conductancia . (251)

Ahora podemos redefinir las unidades en términos macroscépicos
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Vol

[R] = =0Ohm={ , (252)
ampere
C] = Ampere L mho=0 entonces (253)
Vol Q , ’
1
ol = Ohm x metros m (254)
[p] = Ohm x metros = Qm . (255)

Incluir Tabla de conductibilidades.

Notese que si reescribimos la ley de Ohm sabiendo que (en una direccién) £ = —dV/dx
e i = dq/dt, resulta
dg dVv
que tiene la misma estructura que la propagacién del calor ¢
dq dT
— = —kpS— 257
dt T dx ) ( )

donde kr la conductibilidad térmica y dT'/dx es el gradiente de temperatura. La razén
es que tanto el calor como la corriente eléctrica son transportados (esencialmente) por los
electrones. Un buen conductor de la electricidad (Ag, Cu, Au) generalmente es un buen
conductor del calor. Hay otra expresion equivalente a las ecuaciones (256) y (257) para los
fluidos reales (con viscosidad) en términos del caudal y del gradiente de la presion.

La resistencia es el segundo elemento circuital (vimos la capacitancia (C) y nos queda ver
la inductancia (L)). Podemos conectarlas en serie o en paralelo.

Si conectamos 2 resistencias Ry y Ry en paralelo, sus extremos estardn al mismo potencial

y por ambas resistencias pasan iy e iy tal que ¢ = iy + 79, entonces

i =%
i sumando, (258)
- _ v
19 = R—2
1 1 1
i:i1+i2:V(E+§):VE:i. (259)
1 2

O sea se comporta como una sola resistencia de valor R = Ry Ry/(R1 + Ry).
Si los conectamos en serie por las resistencias pasardn las misma corriente 7 y en cada

una de ellas habra una caida de tensién Viy V5

Vi=1iR
Lo , sumando (260)
Vo =1iRy
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produciendo una suma directa R = R; + Rs. La generalizacion a varias resistencias es

inmediata

R=>,R, enserie
1 (262)

% =2,  enparalelo .

E. Variacién de la resistencia con la temperatura

En la practica se encuentra que la resistividad cambia con la temperatura, o sea: p = p(T).

Si hacemos una serie de potencias alrededor del valor T, (T, = 20°C) resulta

dp

p(T) = p(To) + ar|,._ . (T —Tp) + O [(T — Tp)?] (263)
= p(To) [1 + (T — Tv)]. (264)

C Hlen 1 p(T)— p(Ty)
T ST hm Th 25

A @ se lo conoce como coeficiente medio de temperatura de la resistividad. Para
conductores Al, Cuy Aga ~ 3.9x1073°K ! 0 sea la resistencia aumenta con la temperatura.
El comportamiento de p(T') es bastante lineal en un amplio rango de T. En otros casos tales
como el grafito la resistividad decrece con la temperatura @ ~ —5x 10~4°K 1. Para construir

resistencias patrones se usaba la manganina con @ muy pequenos: @ ~ 1 x 107°°K 1,

F. Ecuacion de continuidad. Corrientes estacionarias

La ecuacién de continuidad expresa el principio de conservacién de la carga (valida tam-

bién para fluidos e inclusive en la cudntica). Consideremos una superficie cerrada cualquiera
ﬁ

S que intercambia carga con el exterior via una densidad de corriente J. La corriente que

ingresa al volumen encerrado por S es

Z_//cﬁ P= (266)

y 7 es el versor perpendicular (saliente) de la superficie. Donde 77 > 0sale carga y donde

—
J - < 0 entra carga. Por otro lado la carga en el interior estara dada por

9Q

-
Q) = / ot 7)) = 29 [ gppdet 1)
% ot

(267)
. dt
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La conservacién de la carga implica que todo lo que entra se acumula (6 todo lo que sale

se pierde), por lo que

//d237-ﬁ +/Vd3r’% p(t,T) =0. (268)
0s

Usando el teorema de la divergencia resulta que

/ &3 P p(7) +V - 7} =0 (269)
L0 ot

Como esta expresion es vilida para cualquier volumen que consideremos, entonces

) - 7 .. . (4
5§ +V-J =0, ecuacion de continuidad .

(270)

En el caso particular de que no se acumule carga en ningun lugar o sea que dp/dt = 0,

podemos decir que

9 - 7 . . .
F=0=V-J regimen estacionario

(271)

En lo que sigue trabajaremos con corrientes estacionarias.

G. Circulacién del campo eléctrico. Fuerza electromotriz

Debido al rozamiento, para mantener la corriente eléctrica en un circuito es necesario

la existencia de fuerza externas (digamos quimicas.) no conservativas que compensen la

energfa disipada por los choques.

Circulacién sin f.e.m. Tomemos una espira cerrada de material 6hmico y supongamos que

ﬁ
circulase una corriente eléctrica en un determinado campo E. Sabemos que los electrones
reciben una fuerza F' = —e E y que el campo eléctrico F debe satisfacer V x E = 0, o
. H é . , .
lo que es lo mismo f E -dl = 0. Ya que los electrones solo circulardn por la espira nos
ﬁ
ocuparemos solamente la componente paralela a d [ . Si el material es Ohmico, entonces vale

— —
J = o F, por lo que tomandonos da

— = 7 — —_ =
Osz-dl:j[;-dl:a%J-dlzaJl>0. (272)

Lo que resulta una contradiccién (a menos que o = 0!). No es posible entonces que el flujo

J se mantenga indefinidamente en el tiempo.
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Circulacién con f.e.m. Supongamos el mismo caso, pero ahora intercalamos una baterfa

en un cierto punto del circuito. Dentro de la baterfa se hace un trabajo por unidad de carga
eléctrica W/q. Los electrones sufrirén una cierta fuerza, que la podriamos llamar ”quimica”
?quim. En analogia con £ = F'/q, podemos imaginar un campo (no conservativo, a este
nivel) tal que sea ?Quim /q. Consideremos dos puntos del circuito a y b que encierran la

bateria, podemos escribir entonces

F 1—» F
7:a(ﬁ+w> LBl Fam 73)
q o q
e integrando resulta
b bq b f) .
/E-dT:/—?-dT—/ awim g7 (274)
a a o a q
Analizando cada término, tenemos
b b
/ﬁd?:—/?v.dT: (a) = V(b), (275)
"1—» —  JAl i Al Al
— . - —_— = —— = e — 9 2
/an dl = p\= Z(aA) iR, (276)
——
R
b —_—
Fquim i .
/ ——-dl = ¢= fuerza electromotriz , (277)
a q

— —
y € es un trabajo (F ,um - d 1) por unidad de carga, se denomina fem y su unidad es
— — —
[e]=Voltio . Hemos considerado que € > 0 porque F im.d [ > 0 o sea que la fuerza F g,
H
en nuestro caso, trabaja en la direccion de d [, que es el sentido de la corriente, de lo

contrario serd negativa. Luego escribimos
V(a) = V(b)) =iR—¢. (278)

Sia =0, tenemos & = iR. que es lo que esperamos de la ley de Ohm.

H. Ley de Joule

Consideremos el circuito mas sencillo: una bateria conectada a un "aparato" (un elec-
trodoméstico, motor..etc) por el circuito pasa una corriente i y entre los extremos del aparato
hay una diferencia de potencial V. Un diferencial de carga dq que se mueve entre los extremos

de del aparato disminuye su energia potencial dU
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, au , Joule

Esta es la potencia W entregada por la baterfa al aparato, luego

= potencia=Watt (279)

W=V Ley de Jould (280)

Es interesante notar que el Watt es una unidad introducida en mecdnica y aqui se deriva
en relacién a variables eléctricas Watt=Volt x Ampere. Si el aparato es equivalente a una re-
sistencia (lampara de filamento 20-100 Watts, bajo consumo 9-20 Watt, 1 plancha ~500Watt,

etc ) puedo usar la ley de Ohm, entonces
W =Vi=Ri*= vz (281)
R
En el caso de ser una resistencia la energia es disipada (irreversible), cuando el aparato sea
un capacitor o una inductancia la energia serd acumulada o almacenada (reversible).
La empresa de electricidad nos vende energia eléctrica y la factura se expresa en Kilo-

WattHora (Energia=Potenciaxtiempo) y la relacion es

1 kiloWatt hora=10>W x 3600seg=3.6 x 10°® J = 3.6 MegaJoule

Una casa urbana tipo de esta ciudad gasta del orden de 400 kWh por mes. El BM da 3000
kWh per cdpita por ano para la Argentina (13300 EEUU y 24 Haiti). Hoy, el costo del
kWh este bimestre (cambia segtin la provincia) es de 0.23 pesos (0.10 con subsidio) El costo
internacional varfa mucho alrededor de 0.10 dolares. El 22 De diciembre de 2013 a las 21:30

fueron superado los méximos historicos de consumo eléctrico: 22.552 MW.

I. Leyes de Kirchoff

Nos restringiremos al caso de corriente continua en estado estacionario, ? . 7 = 0.
Cuando se conectan arbitrariamente resistencias y baterias, las corrientes que circula en
cada rama del circuito quedan determinadas por la ubicacién y el valor de los componentes
(baterias, resistencias y capacitores, hasta ahora). Las dos leyes de Kirchhoff constituyen
dos reglas que permiten resolver en forma sistemadtica los circuitos.

1ra ley de Kirchhoff: Un nodo (branch point) es un punto del circuito donde se juntan

dos o mé&s conductores. Dice: la suma algebrdica de las corrientes que salen de un nodo
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debe ser nula. Su demostracion es simple. Es una aplicacién de la corriente estacionaria,

? . 7 = 0. Si encerramos el nodo con una superficie cerrada, entonces
o= [[as T w =3 T F =Y (252)
O S n n

2da. ley de Kirchhoff. Una malla (loop) es un camino cerrado en el circuito. Dice: la

suma algebraica de las caidas de potencial a lo largo de un circuito cerrado debe ser nula, o

sea
> en—) iR =0, (283)
n j

donde aqui i; es la corriente que circula sobre la resistencia R;. Su demostracién es una

simple extension de la ecuacién (273)

— —>
f F quim - d 1 (284)

D en = > iR, (285)
n j
donde hemos usado(276) y (277).
Hay que tener cuidado en el caso tener mallas adyacentes. En caso de tener mallas

lindantes hay que considerar el pasaje de corriente de las dos mallas sobre una resistencia

comtn. En este caso la 2da. ley se reduce a
Y en=> iR (286)
n J
donde ahora i; es la corriente suma/resta (considerando la de las mallas adyacentes) que
circula sobre la resistencia. [2;.Hay que tener en cuenta el sentido de las corrientes y baterfas.
El sentido de las baterfas es del 4 al -. Hay una total analogia entre la circulacién del agua
en presencia de la gravedad con la corriente eléctrica. Una resistencia se comporta como

una pendiente con piedras. Una baterfa es como una noria que eleva baldes de agua para

ganar energfa potencial.

J. Resistencia interna

La baterias tienen resistencia interna. Se puede demostrar su existencia haciendo un

cortocircuito entre sus bornes. En ese caso deberfa ser i = ¢/R = £/0 = 0o, que no es cierto
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sino que se llega cierta im.x = €/r;, y a 1; se lo conoce como resistencia interna. De esta
manera la fuerza electromotriz real €., = (i) difiere de la ideal €. La forma mas simple es

considerar que entre los bornes de una baterfa hay un fem real tal que
€real = 6rea,l(i) =& 7:7"1‘ s (287)

Si no circula corriente £.,(0) = €, y a medida que crece la demanda de corriente, €yeq
disminuye. A esa resistencia interna se la trata como a cualquier otra del circuito y entra
dentro de las ecuaciones de Kirchhoff.

Por ejemplo, si tomamos una pila de ZnCo tiene ¢ =1.5 Voltios siempre, no importa su
estado de uso. Pero su r; crece con el estado de uso. Si la pila es nueva entonces r; = 0.5€2
y aumenta con el uso hasta valores de, digamos r; = 5€).

Un ejemplo: supongamos que a esa pila se le coloca una lamparita de resistencia R = 10€2.
Usando la 2da ley de Kirchhoff, resulta que la intersidad que circula es i = ¢/(R+ ;) y la

potencia disipada por la lamparita serd de

2

Pr=i*R = (R j_ Ti) R, = entonces (288)

Pr = 15 \ 10=02W  baterfa nueva (289)
T \1w+05) -

Pr = 15 : 10=01W baterfa vieja (290)
o \10+s5) " Ve

En este caso la lamparita ha disminuido un 50% de su intensidad luminica y la bateria debe
ser cambiada. Para reducir la resistencia interna, conviene acoplar pilas en paralelo méas que

en serie ya que encontramos que

ri =11+ en serie

(291)
1 _ 1 , 1
= T, en paralelo

VII. MATERIALES ELECTRICOS. RESUMEN

Resumamos los materiales eléctricos:

e Conductores ideales (£ = 0, o V' = cte). Los electrones libres son los responsables

de esta propiedad.
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e Materiales dieléctricos. Caracterizados por polarizarse y presentar una densidad
— - = —
de dipolos por unidad de volumen P tal que (para medios LIH) P=P,+ xyE + ... la
polarizacién P surge debido a 3 posibles situaciones:

—
Ferroeleléctricos o electretes: tienen momentos dipolares permanentes (P # 0).

Dipolares permanentes: El material estd formado por moléculas polares que se alinean

con el campo (por ejemplo H20).

Dipolares inducidas: moléculas originariamente no polares que en presencia de un campo

eléctrico se polarizan (el modelo del "resorte”) (por ejemplo, &tomos en gral. Hy, O3).

—
Materiales Ohmicos (J = UE)) Los electrones libres fluyen como un fluido estacionario

con rozamiento (chocando enter ellos y con los nucleos del material)
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