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2. CONCEPTOS MATEMATICOS

Vamos a enfrentarnos al estudio de la Fisica Cuédntica. Evidentemente la
primera cuestion que debemos plantearnos es como representar matemaética-
mente los conceptos que describe esta teoria. Descubriremos que la matematica
involucrada en la descripcién de los fendémenos cuanticos no es la que usual-
mente se estudia en los cursos de Fisica General.

El interés de estudiar la Fisica Cuantica para un quimico es evidente, la
constitucién atémica, el estudio del enlace quimico, reactividad, etc, no se
hubieran podido dilucidar sin la participacién de las ideas cuanticas. Sin em-
bargo la presentacién matematica de la Fisica Cudntica hace que su estudio
sea problematico para los estudiantes de Quimica. En este capitulo vamos a
intentar presentar de la forma mas simple posible la formulacién necesaria
para un estudio elemental de la Fisica Cuantica. Sin duda, este capitulo es
el mas importante del curso. Un buen entendimiento de los objetos y op-
eraciones que vamos a describir a continuacién asegura un manejo solvente
del resto de temas. Por ello haremos una presentaciéon muy elemental, inten-
tando justificar en cada momento las definiciones empleadas y desarrollando
explicitamente las expresiones con las que trabajaremos.

A lo largo del capitulo iremos senalando todos los puntos esenciales que
hay que recordar.

2.1. Objetos basicos de la Fisica Cuantica

De todos es bien sabido que la fisica clasica, la que no es cudantica, se
describe en base a funciones. De dichas funciones podemos extraer cualquier
tipo de informacién que nos interese, posiciones, velocidades, energias, etc.
Sin embargo en la Fisica Cuantica, y lo estudiaremos en un capitulo posterior,
esto no es posible. Al decidir estudiar una cierta magnitud sobre un sistema
cudntico hace que otras magnitudes no estén determinadas, (;quién no ha
oido hablar de la posicién y la velocidad?).

Para empezar hemos de definir qué vamos a entender por estado cuantico.
Mas adelante representaremos dichos estados mediante objetos matematicos
denominados funciones de onda, pero en este punto daremos una idea general.
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Estados cuanticos: Un estado es todo conocimiento que es posible
obtener de un determinado sistema a través de las medidas que podemos
realizar sobre é.

Como veremos, un punto esencial de un tratamiento cuantico es que no
es posible extraer el valor de cualquier magnitud arbitraria, es decir, apare-
cen incompatibilidades entre distintos observables, cosas que podemos medir.
Esto se refleja en el hecho de que el conocimiento de uno de estos observables
impide el conocimiento de otro, mas adelante veremos como se implementa
este hecho en el formalismo que estamos presentando.

Un estado cudntico se representa por funciones complejas, (las funciones
de onda que describiremos més adelante). Estas se consideran vectores en un
espacio vectorial denominado espacio de Hilbert.

No entraremos a describir esta formulacion empleando los mencionados
espacios de Hilbert porque es muy formal. Pero si hemos de recordar lo
siguiente:

Dado que los estados cuanticos se consideran vectores empleare-
mos con ellos todos los conceptos asociados a vectores. Hablaremos
de estados ortogonales, de estados propios, de producto escalar in-
terno, etc.

Por ejemplo, se verificaran las propiedades elementales de los vectores:

= Si fy g son dos funciones complejas que representa un estado, (f + g)
es otra funcion que representa otro estado.

= Si f es una funcién compleja que representa un estado y a es un niimero
complejo, af es otra funcién que representa un estado.

Notacion de Dirac: Esta notacién es ideal para expresar y aligerar la
escritura de las distintas operaciones que iremos definiendo a lo largo de
este curso. (Generalmente los estados se representaran por letras del alfabeto
griego)

Una funcién 1) se expresard como |1), que denominaremos ket. Dado que
estas funciones en general seran complejas, definiremos la funcion complejo
conjugada 1* como (9|, que denominaremos bra.

2.2.  Producto interior

El producto interior definido entre estados, (equivale al producto escalar),
es una operacién que toma dos funciones de estado y nos devuelve un nimero,
en general complejo.
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La definicion del producto interior tiene la forma:

(6l = /V & (7 (7, 1)V, (2.1)

donde la integral esta evaluada en un determinado volumen espacial, y hemos
expresado las funciones con la dependencia en el espacio y el tiempo.
Propiedades

L (¢l)" = (¢]9)

-

- {agl) = a*(9ly)
3. (dlay) = aloly)
-
-

[\]

Olr +12) = (Dlvn) + (dln)
$|v) > 0 donde (Pfih) = 0 < ¢ = 0

ot

En estas propiedades, a es un nimero complejo. Ademds si observamos
la propiedad 5 y usamos la definicién veremos que es producto interior
de una funcién de estado por sigo misma da como resultado un ntmero real.

El producto interior tendrda una interpretacion fisica muy bien estable-
cida. Pero desde un punto de vista matematico se ha de entender como la
proyeccion de la funcién 1 sobre la funcion ¢.

Ejercicio: Demostrar estas propiedades usando la definicién de producto
interno.

Hay una serie de conceptos y notacién que hemos de conocer, son los
siguientes:

= Diremos que un estado, o funcién de onda, esta normalizado si cumple:

(Ylp) =1

= Diremos que dos estados, o funciones de onda, son ortogonales si cumplen:

(oly) =0

» Diremos que un conjunto de funciones {1;}, forma un conjunto ortonor-
mal si cumplen: (¢;]1;) = 6;;

La ultima propiedad se ha de entender del siguiente modo: El producto
de funciones iguales da 1, el producto de dos funciones distintas

da 0

E.F.B. Cuentos Cuénticos (2011)
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2.3. Operadores

Sobre un sistema fisico en un estado descrito por una funcién podemos
actuar, bien haciendo medidas del mismo, bien modificando alguno de sus
parametros. Para la representacién de las actuaciones que podemos efectu-
ar sobre un sistema emplearemos los objetos matematicos conocidos como
OPERADORES.

Un operador es un objeto matematico que actuando sobre una funcién
nos da otra, segiin una cierta regla matematica.

Pensemos que tenemos un sistema en un estado definido por la funcién
f, y ahora supongamos que tenemos un operador fl, (generalmente los op-
eradores se denotardn con una letra en mayuscula y un gorro). La actuacién
del operador se expresa:

Af =g, (2.2)

donde g es una nueva funcién que representa otro estado del sistema.
Ejemplo:

Imaginemos que tenemos un operador que denominamos D, y que se nos

dice que actiia sobre las funciones siguiendo esta regla: D f(z) = %. Ahora

tomemos una funcién por ejemplo f(x) = sen(z), y actuamos con el operador

D y por tanto:

Df(x) = %sen(x) = cos(x),

con lo que se hace evidente que en general la actuacion de un operador sobre
una funcion cambia a esta ultima.

Variable Dinamica: Nuestro objetivo es describir la fisica a niveles
cuanticos. Lo que nos interesa es definir como medimos posiciones x, en-
ergias F/, momentos p, etc, sobre los sistemas cudnticos. A un operador que
represente una magnitud que podemos medir lo denominaremos Observ-
able. Mas adelante diremos como se describen estos observables de forma
matematica.

2.4. Operadores: Propiedades

Hemos visto que los operadores representan lo que podemos hacer sobre
un sistema. Ademads, a través de [2.2] vemos que actuar sobre un sistema, en
general, cambiard su estado cudntico. (Esto es muy importante, por ahora no
es mds que una consecuencia de la eleccion de operadores para referirnos a
las acciones sobre los sistemas, mas adelante veremos que esto tiene muchas
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implicaciones fisicas. Es preferible que no continuéis hasta que haydis asum-
ido este punto).
Propiedades generales de los operadores

1. (A+B)f =Af+Bf
2. A(BC) = (AB)C = ABC
3. A2f = AAf

En este punto pasaremos a describir una operacion con operadores que
sera basica a lo largo del curso, el Conmutador. Hemos de aprender que no
podemos obtener el valor de cualquier observable arbitrario sobre un sistema.
Esto es debido a que los operadores, en general no conmutan, es decir, la
aplicacion sucesiva de dos operadores sobre una misma funciéon en distinto
orden de actuacién no nos dara el mismo resultado final, por regla general.

2.4.1. Conmutador

Es una regla matemaética que establece si dos operadores conmutan o no.

A

[A, B|f = A(Bf) — B(Af) (2.3)
Notas

1. El conmutador siempre ha de ser calculado usando una funcién de
prueba. Aunque el resultado del conmutador es independiente de la
funcion elegida para calcularlo.

2. Cuando [fl, 3] = 0, diremos que los operadores conmutan. Si recor-
damos lo anteriormente comentado, esto implicara que la modificacion
que producen sobre el estado cuantico, no depende del orden con el que
hagamos actuar a los operadores.

3. Cuando [/1, B] # 0, diremos que los operadores no conmutan. Esto
implica que el estado cuantico al que llegamos a partir de la funcién de
prueba, f en nuestro caso, depende del orden en el que hagamos actuar
los operadores. Esta situacion es nueva en fisica, en la fisica clasica uno
podia medir posiciones, velocidades, energias,etc, en cualquier orden
porque el estado no se veria modificado. En cuéntica, sin embargo,
el orden es crucial si los operadores no conmutan. Veremos que esto
esta relacionado con el Principio de Indeterminacion.

Propiedades de los conmutadores

E.F.B. Cuentos Cuénticos (2011)
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1. [A,A]=0

2. [A,B] = —[B, A]

3. [A,F(A)] =0

4. [A,B+C|=[A,B]+[A,C]
5. [A, BC] = B[A,C] + [A, B]C
6. [AB,C] = A[B,C] + [A,C|B

Ejercicio: Comprobar estas propiedades.

2.4.2. Propiedades exigidas a un operador

Evidentemente el término operador es un término matematico. Nosotros
queremos hacer fisica, y es mas, queremos representar las actuaciones fisicas
sobre un sistema empleando operadores. ;Son validos todos los operadores
para describir magnitudes observables?. La respuesta es no, para que un
operador represente un observable hay que exigirle las siguientes propiedades:

1. Linealidad: Diremos que un operador A es lineal si cumple simultanea-
mente:

A(f +9) = Af + Ag (2.4)
A(cf) = cAf,
donde ¢ es un niimero complejo.

2. Hermiticidad: Dado un operador A, podemos calcular su operador hermitico
o adjunto asociado, A*. (La forma de determinar el hermitico asociado
a un operador se hard de forma explicita en un problema, ahora sim-
plemente hemos de conocer que dado un operador encontraremos otro
asociado a €l que denominamos hermitico asociado). Ahora bien, si se
cumple

A=A, (2.5)

diremos que A es un operador Hermitico.

Hay que llevar cuidado con esto de los operadores hermiticos porque em-
pleamos la misma palabra para dos cosas distintas:

Dado un operador podemos encontrar su hermitico asociado. Si un oper-
ador y su hermitico asociado coinciden, se dice que el operador es hermitico.
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Cosas del lenguaje.

Nota: Hermitico de un operador
Debido a que en principio podemos tener problemas para captar este concepto
voy a procurar describir como hemos de actuar en los problemas paso a paso:

= Dado un operador A que actua sobre funciones complejas podemos
definir un operador asociado, SU OPERADOR HERMITICO, A*

= Supongamos que tenemos una funcion de estado . Sobre esta funcién
de estado actuamos con el operador A, obteniendo A. Por supuesto,
esta es una nueva funcién de estado, denotemosla por Ay = y.

= Ahora vamos a calcular el producto interior de la funcién x con una
funcién ¢.

(610 = (@llw) = [ 6" Avav
= Para calcular el operador hermitico asociado a A, calcularemos:

(DAY = (| A%]9),

es decir, calculamos el complejo conjugado de la integral anterior, y ese
resultado nos dira cudl es el operador hermitico asociado al original.

= En el caso de que se cumpla:

(V|Alg) = (p|Af)*,

diremos que el operador es hermitico.

2.4.3. Formas de algunos operadores relevantes en Cuantica. Principio de
Correspondencia

Hasta ahora todo ha sido muy genérico, nos estamos dotando de un
lenguaje que explotaremos durante todo el curso y no dudar con estos térmi-
nos y con las propiedades hard que la cudntica aparezca natural. En este
punto vamos a expresar cémo son algunos de los operadores que vamos a
emplear durante el curso.

s Posicion z — 7.
2Y)(z,t) = xy(z,t), (2.6)

actua multiplicando la funcién por x.

E.F.B. Cuentos Cuénticos (2011)
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= Momento: p = mv — p.

actua derivando la funcién en la direccion indicada.

= Energia total: £ — E.

Evyat = ih%@b(m, t) (2.8)

El resto de los operadores que vamos a encontrarnos durante el curso seran
combinaciones de estos dos. Por lo tanto, a medida que los encontremos los
iremos definiendo.

2.5. Problemas de Valores Propios o Autovalores

Como ya hemos senalado, al hacer actuar un operador sobre una funcién
de estado obtenemos otra funcion. Sin embargo, para cada operador pode-
mos encontrar un conjunto de funciones que responden de una forma muy
caracteristica a su actuacién. A saber, dichas funciones responden al oper-
ador devolviendo la misma funcién multiplicada por un ntimero, en general
complejo.

A este conjunto de funciones se las denomina Funciones Propias (Aut-
ofunciones). A los numeros que multiplican dichas funciones propias tras la
actuacién del operador los denominaremos, Valores propios (autovalores).

La representaciéon matematica de este hecho se resume en la siguiente
expresién. Dado un operador A, habr4 un conjunto de funciones { f,}, donde
las a son numeros complejos que identifican que valor propio toma la funcion
que estamos considerando, de forma que:

Af,=af, (2.9)

Propiedades de las funciones y valores propios
1. Ay, = ar),
2. A™p, = a™,

3. F(A)pa = F(a)ihe
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La ultima propiedad merece una explicacion, a veces los operadores apare-
cen en funciones, por ejemplo, supongamos que tenemos el operador A, y que
estamos trabajando con una funcién propia de dicho operador 3. Esto sig-
nifica que: A¢3 = 313. Ahora nos dicen, que usemos el operador sen(fl). Pues
bien, la actuacion de este operador, que es el seno del operador original, sobre
la 13 1o es mas que sen(A)y = sen(3)is.

Estas propiedades hay que manejarlas con soltura ya que simplifican los
calculos en los que son manejables.

Otra cuestién central en referencia a los problemas de valores propios, es
la concerniente a los siguientes teoremas.

Teorema I: Los autovalores de un operador hermitico son reales.
Teorema II: Las autofunciones correspondientes a distintos autovalores de
un operador hermitico son ortonormales.

Ejercicio: Demostrar los dos teoremas anteriores y discutir su importan-
cia.

Nota sobre funciones propias

Las funciones propias de un observable es un conjunto de funciones ortonor-
males. Esto implica que se pueden entender como una base de funciones de
estado, es decir, cualquier funcion que represente un estado se podra escribir
como combinacién lineal de las funciones propias de un observable. (Recorde-
mos que un observable es un operador lineal y hermitico). Vamos a desglosar
que significa este comentario:

» Tenemos un observable A.

El conjunto de funciones propias de Aes {1a}, es decir, Awa = a),.

Tenemos una funcién ®, que no es propia de A, es decir, AD # .

» Pero siempre podremos expresar ¢ del siguiente modo: ¢ = )" C,),.

Aqui se pone de manifiesto algo muy importante: La combinacién lineal
de funciones propias de un observable no es, en general, funcién
propia del mismo.

Y otra cuestién importante, que nos detendremos en ella el proximo
capitulo, es que siempre que dos observables conmuten pueden compartir
una base comun de funciones propias.

E.F.B. Cuentos Cuénticos (2011)
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3. POSTULADOS DE LA MECANICA CUANTICA

En este tema estudiaremos las bases de la mecénica cuantica. Para ello
presentaremos los postulados basicos para entenderla y para poder afrontar
posteriormente el estudio de sistemas atomicos.

Dichos postulados nacen de la experiencia y estan totalmente confirmados
durante los 1ltimos 100 anos. La fisica cuantica es la teoria fisica que permite
estudiar los dtomos, sus enlaces y las estructuras moleculares. Gracias a la
fisica cuantica podemos inferir, desde la tabla periddica hasta la reactividad
de los compuestos organicos. Sin la participacion de esta teoria la quimica
no tendria el sustento tedrico necesario para asegurar que sus leyes gozan de
la generalidad que se requiere a toda teoria cientifica.

Un detalle importante en lo que sigue es el siguiente, los postulados se
han de aprender, es decir, el esfuerzo de estudiar unos postulados no esta en
la comprensién que tengamos de los mismos sino en la habilidad de asumir-
los. Evidentemente asumir unos postulados estaria fuera de todo lugar si no
estuvieran refrendados por una severa comprobacion experimental. En otras
palabras, el trabajo esencial en este capitulo es el de conocer y asumir los
postulados tal y como se explican. Posteriormente veremos como dichos pos-
tulados consiguen explicar las caracteristicas atémicas, desde los niveles de
energia de los electrones en los dtomos hasta la estabilidad y aromaticidad
de los compuestos organicos.

3.1. Postulado I: Estado de un sistema

Como hemos comentado en el capitulo anterior para determinar las mag-
nitudes que podemos medir en un sistema, los observables, hemos de hacer
actuar los operadores sobre las funciones de onda. Estas funciones contienen
toda la informacién fisica del sistema. Pero debido a que los operadores no
conmutan entre si, hemos de elegir que informacion queremos extraer de un
sistema. Al elegir una determinada magnitud a medir, un determinado ob-
servable, nos condiciona a que tnicamente podamos extraer la informacién
asociada a observables que conmutan con el mismo. Por lo tanto, El estado
accesible de un sistema vendra determinado por todos los observ-
ables compatibles entre si que podamos definir, lo que se conoce
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como Conjunto Completo de Observables que Conmutan

Postulado I:
Un estado de N-particulas vendra completamente descrito por la funcién
de onda:

Ui, .. T t)

Dicha funcién de onda nos proporcionara la evolucién temporal del estado
de un sistema. La informacion fisica contenida en la misma se extrae a través
de su médulo al cuadrado:

Interpretaciéon de Born:

El médulo al cuadrado de la funciéon de onda es la probabilidad, por
unidad de volumen, de encontrar a una particula. A esta cantidad la denom-
inaremos, densidad de probabilidad.

P(?ﬂt) = |¢(7>7t)|27 (31)

dado que la funcién de onda es compleja, generalmente, esta expresion sig-
nifica, [(77,t)|2 = *.

En caso de que queramos localizar la particula en un volumen V', efectu-
aremos la siguiente integral:

/ [W(7 1) [2dV = / YV (3.2)
1% 1%

Ahora tratemos de responder a la siguiente pregunta: ;Qué probabilidad
tengo de encontrar a una particula en algin punto del espacio? Evidente-
mente, tengo la certeza de que la particula se encontrara en algiin punto, por
lo tanto la respuesta es 1. Eso se traduce en que las funciones de onda han
de estar normalizadas, es decir, la integral en todo el espacio de su médulo
al cuadrado ha de ser la unidad.

| v = (3.3)

Esta condicion es esencial para que una funciéon pueda ser considerada
representante de un estado cuantico de un sistema, pongamos por ejemplo
un electron.
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3.1.1. Condiciones de Aceptabilidad de las Funciones de Onda

Dada una funciéon compleja, ;como podemos decidir si puede representar
un estado cuantico?. Para resolver este dilema se dan las siguiente condi-
ciones:

1. La funcién ha de ser continua en todo su rango.

2. La funcién ha de ser univaluada. Con esto nos aseguramos que sélo
tenemos una probabilidad de encontrar la particula en cada punto del
espacio.

3. La funcién ha de tener derivada y ademads ha de ser continua.
4. La funcién ha de anularse en el infinito.

5. La funcién ha de ser de cuadrado integrable. Eso se expresa diciendo
que la funcién es de clase L2

3.1.2.  Evolucién temporal de los estados: Ecuacion de Schrodinger

Nuestro interés es describir el estado de un sistema, y eso esta dado por las
funciones de onda, @b(?, t). Pero también queremos decidir como evoluciona
ese estado en el tiempo, para ello hemos de encontrar la ecuacién que rige
dicha evolucién. Para llegar a ella vamos a hacer un recordatorio elemental
de la fisica general.

En fisica hay una magnitud muy importante que nos ayuda a predecir el
comportamiento de un sistema, y es su energia. Como es bien conocido en
fisica, la energia es una cantidad que se conserva, los procesos se producen
de tal modo que la energia total de un sistema es constante en el tiempo.
Pero también sabemos que la energia se puede transformar de un tipo en
otro. En los casos que se nos van a presentar en este curso vamos a estudiar
sistemas que estan ligados, es decir que interaccionan, a través de campos
conservativos, el mas caracteristico el campo electroestatico entre el nicleo y
los electrones. Y como es bien sabido un campo conservativo lleva asociada
una energia potencial. Dicha energia potencial nos dicta la forma que tienen
las partes de un sistema de interactuar entre si. Por lo tanto, para describir
el contenido energético de un sistema tendremos que tener en cuenta:

1. Cada particula que se esté moviendo llevara asociada una energia cinética,

T= %va7 siendo m la masa de la particula y v su velocidad.

E.F.B. Cuentos Cuénticos (2011)
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2. Como sabemos, tenemos una cantidad denominada momento lineal de
la particula que es: p = muv. Por lo tanto, podemos expresar la energia

. s e 2
cinética como: T = —; )
m

3. Si tenemos una particula que esta sometida a un campo conservativo,
por ejemplo un electrén moviéndose alrededor de un nicleo, presen-
tard una energia potencial: U = U (?) Podemos observar que en los
campos conservativos la energia potencial uinicamente depende de la
posicién de las particulas involucradas. En el caso de la energia poten-
cial eléctrica entre protones y electrones tendremos: U = K&

4. Y como estamos en una situacion conservativa, la suma de energia
cinética y potencial ha de ser una constante en el tiempo: £ =T + U,
que es lo que se denomina energia total del sistema.

Es evidente que tanto la energia total E, como la energia cinética Ty
la potencial U, son observables. Podemos medirlas en los sistemas, por lo
tanto les asociaremos unos operadores cuanticos (lineales y hermiticos). (Un
detalle de notacion es el siguiente, como la asociacion T+ U es tan comun, le
daremos un nombre especial, el Hamiltoniano, H =T+ U.) ; Cémo hacemos
tal asociaciéon?. Empleando el principio de correspondencia2.4.3]

Ejercicio: Empleando el principio de correspondencia dar los operadores
cuanticos asociados a 7', U y H.

Debido a que la evolucion temporal de un sistema ha de ser tal que la
energfa total se mantenga constante, la ecuacion £ =T+ U(= H), condensa
toda la informacién sobre la posible evolucién del mismo.

Asi la ecuacién de Schrodinger sera:

Hy = Ey (3.4)
Que toma la siguiente forma:
n_, B
—o VAT )+ UT )0(7 ) = ih= (7, 1), (35)

notemos como en esta ecuacion hemos considerado la posibilidad de tener
una energia potencial dependiente del tiempo. Esto nos generaliza la ecuacion
pero no modifica en absoluto la deduccion que hemos hecho de ella. Posteri-
ormente veremos que ocurre cuando el potencial depende exclusivamente de
las posiciones.

Una vez que hemos deducido la ecuacion que muestra la evolucion tempo-
ral de los estados cuanticos, que vienen representados por funciones de onda,
vamos a presentar otro principio muy importante en teoria cuantica.
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3.1.3. Principio de Superposicion

Tengamos un sistema sometido a una interaccion, que vendra determinada
por una energia potencial asociada, por lo tanto los estados posibles para este
sistema seran los que sean solucion de la ecuacion de Schrodinger, 3.5

Ahora supongamos que tenemos dos funciones ¥; y 15 que son solucion
de la ecuacion de Schrodinger, y por tanto son estados del sistema.

Hpy = Eiy
Hpy = Enpy

Supongamos que construimos una funcién como combinacion lineal de las
dos anteriores: 1 = a1y + a9, donde las o son ntmeros complejos. Esta
funciéon también serd soluciéon de la Ecuacion de Schrodinger y por tanto
funcién de estado aceptable del sistema. Es facil ver que esto es asi ya que
los observables son operadores lineales:

Hyp — Exp = H(outhy + agthy) — E(authy + agihy) = (3.6)
= H(Oéﬂh) + ﬁ(%wz) - E(alwl) + E(Oéﬂbz) =
= 061(ﬁ¢1 - E¢1) - Oéz(ng - sz) =0

En general se puede expresar:
@) =) ailvy) (3.7)

Ahora supongamos que tenemos el conjunto de funciones propias del H ,
lo denotaremos por {[¢;)}. Supongamos que tenemos una funcién de onda
|®) que la expresamos como combinacién lineal de las funciones propias del
Hamiltoniano. (Para simplificar vamos a suponer que tnicamente tenemos

tres funciones propias, {[v1), |¢s), [13)}).

D) = a1 |¢1) + qolthe) + aslebs)

Dado que las {;} es un conjunto ortonormal, para calcular la probabili-
dad de encontrar el sistema en el estado |¢;), calcularemos la proyeccién del
estado |®) sobre |¢;):

(] ®@)* = P, (3.8)

Ejercicio: Calcular la probabilidad de que el estado |®) esté en el estado

|1h1).

E.F.B. Cuentos Cuénticos (2011)
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Nota: Hemos de recordar que un requerimiento importante en la teoria
cuantica es que los estados estén normalizados. Por lo tanto, dado el estado
|®) hemos de comprobar que estd normalizado. Ahora calculemos el mddulo
de dicho estado.

3.1.4. Invariancia bajo cambios de fase

Este punto tiene bastante importancia para los problemas a los que nos
vamos a enfrentar en este curso. Por este motivo vamos a hacer una de-
scripcién del significado de la invariancia de la probabilidad, o densidad de
probabilidad, bajos un cambio de fase de la funcién de onda asociada a un
estado de un sistema.

Fases Puras: Denominaremos fase pura, o simplemente fase, a cualquier
funcién exponencial imaginaria pura:

e, (3.9)

donde « puede ser una constante o una funcién de cualquier tipo por com-
plicada que sea.

Como hemos visto, la densidad de probabilidad se expresa por P = 1*.

Ahora tomemos la funcién de onda 1 y modifiquemosla con una fase e'®,
es decir, definimos ¢/ = €. Si calculamos la densidad de probabilidad
asociada a la nueva funcion de onda encontraremos:

P = ¢/*¢/ — (eml/))*em’(ﬁ — (310)
— ¢*6—iaeiaw — 1/}*770 —p

3.2. Postulado II: Observables

Todo observable estard representado por un operador hermitico y lineal.

Con la condicién de linealidad nos asegura que tenemos un principio de
superposicién. Esto es muy importante para poder definir estados super-
puestos. Es lo que técnicamente se conoce como interferencia de estados.

Con la condicién de que el operador sea hermitico nos aseguramos que
sus valores propios sean reales. Es decir, podran representar resultados de
las medidas efectuados por aparatos experimentales, que evidentemente dan
resultados reales.
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3.3. Postulado I1I: Problema de la Medida

Este postulado es el que presenta mayor problema a la hora de entenderlo,
precisamente por eso, no hay que entenderlo. Simplemente hemos de asumir
que el mundo cuantico se comporta asi, aunque no sea evidente para nosotros
ya que no es un resultado que tenga una concordancia con nuestra experiencia
cotidiana.

Postulado: Los tinicos resultados de las medidas asociadas al observable
A son sus valores propios.

LEsto que significa?

Pues intentaré aclararlo punto por punto:

1. Supongamos que tenemos un estado cuantico ® que describe el estado
de un sistema.

2. Sobre este sistema queremos medir una magnitud observable represen-
tada por el operador A.

3. Encontramos que ® no es funciéon propia de A.

4. Tomamos dicho estado y lo expresamos como combinacion lineal de las
funciones de A. Por simplicidad vamos a suponer que este operador sélo
tiene tres funciones propias {¥,,, ¥ay, Yas +- Por lo tanto, expresaremos:

d = 041%1 + O[2¢az + 05377Z)a3

5. Si efectuamos una medida sobre el sistema los valores posibles de la
misma seran, en virtud del postulado, los valores propios del operador:

Tab. 3.1: Posibles medidas del observable A

Resultado de la Medida | Probabilidad de Obtener la Medida | Estado final del sistema
aq P, 1 1/)&1
) P, 1%2
as P (P

6. Para efectuar el célculo de la probabilidad de que el estado inicial nos
lleve a un determinado estado propio se calcula como:

P, = [{the,|®)* = |ail? (3.11)

E.F.B. Cuentos Cuénticos (2011)
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Nota: Hemos de comprobar siempre que nuestros estados estan normal-
izados a la hora de afrontar este tipo de problemas.

Hemos de notar que el dicho extendido de que la fisica cudntica se basa
en probabilidades realmente sélo tiene sentido a la hora de extraer resulta-
dos de las medidas. Es decir, dado un estado arbitrario no podemos decir a
priori qué resultado obtendremos en una medida individual sobre el sistema.
Lo que si podremos decir es con qué probabilidad obtendremos las posibles
medidas, que son los valores propios del observable, y es aqui donde entran
las probabilidades en cuantica. Hasta este momento no habiamos menciona-
do nada extrano en la cuantica, habiamos definido las funciones de onda y
hemos indicado como evolucionan a través de una ecuacién diferencial. Esta
situacion es idéntica a la que se nos presenta en la fisica cldsica, sin embar-
go, este postulado es el que condensa toda la probleméatica cuantica ya que
nos dice que al efectuar una medida sobre un estado ® arbitrario este salta
aleatoriamente a un estado propio del observable con el que estamos midien-
do y que sélo podemos conocer la probabilidad con la que ird a cada uno de
ellos.

3.4. Postulado 1V: Valores esperados

Ya hemos visto que las medidas en fisica cudntica van pesadas por la
probabilidad de obtenerlas y que unicamente podemos obtener los valores
propios del observable que vayamos a medir. . Esto implica que nunca
podremos predecir el resultado de una medida?

Si nos preguntamos sobre una tnica medida en un unico sistema, la re-
spuesta es no. Ahora bien, cuando trabajamos con sistemas cudnticos en
realidad siempre tendremos una muestra muy elevada de los mismos y en-
tonces, si inicialmente todos los sistemas estan en el mismo estado, lo que si
podemos predecir es el valor promedio o valor esperado de la medida.

Supongamos que tenemos un conjunto de sistemas idénticos todos prepara-
dos en el estado W, y sobre estos sistemas efectuamos una medida del ob-
servable 121, definiremos el valor esperado de dicho observable del siguiente
modo:

i (V|A|W)
(A)yg = ——+— (3.12)
(W]w)
Esta cantidad es, efectivamente un valor real. Y hay que tener cierta aten-
cién ya que no ha de coincidir con ningun valor posible de las medidas ya que

es una media ponderada por la probabilidad de obtener cada autovalor.
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Ejercicio: Expresar y discutir las distintas formas del valor esperado de
un observable. Demostrar que es un valor real y su forma cuando el estado
esta normalizado.

3.5. Postulado V: Evolucion temporal de estados

Los estados cuanticos presentan una evolucion que viene determinada por
la Ecuaciéon de Schrodinger, [3.5]

La ecuacion de Schrodinger que hemos presentado es la mas general posi-
ble. Para nuestros propdsitos en este curso vamos a tratar con una version
simplificada de la misma, la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo,
(ESIT). Esta ecuacién se caracteriza porque la energia potencial que aparece
en la misma es independiente del tiempo, solamente depende de posiciones.

3.5.1. Estados Estacionarios

Denominaremos un estado cuantico estacionario cuando se pueda factor-
izar su dependencia temporal en una fase. Es decir, si la funciéon de onda de
un estado es W(x,t), serd un estado estacionario si lo podemos escribir como:

U(z,t) = P(x)e #7, (3.13)

donde E es una constante que jugard el papel de la energia del estado esta-
cionario en cuestién.
Nota:
Hemos de notar que LOS ESTADOS ESTACIONARIOS ST DEPENDEN DEL TIEMPO.
Ya que es frecuente pensar que en los estados estacionarios no dependen del
tiempo es muy importante que esto quede claro desde un principio. Lo que
hay que recordar es justamente que los estados estacionarios son aquellos
donde su dependencia temporal se presenta en una fase pura.

3.5.2.  Relacién entre estados estacionarios y la ESIT

Vamos a resolver la ecuacién de Schrodinger cuando el potencial al que
estda sometido una particula, V', es independiente del tiempo, % = 0. Para
simplificar las expresiones vamos a considerar un problema en una unica
dimension, ele eje X ,es decir, el potencial inicamente depende de la posicion
en dicho eje, V = V(x).

Como sabemos la situacion que nos planteamos es resolver la siguiente
ecuacion entre operadores:

~ A

HY(z,t) = BV, (3.14)

E.F.B. Cuentos Cuénticos (2011)
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hemos de tener claro que en este caso la energia es un operador que viene
dado por el principio de correspondencia [2.4.3]
Escribamos esta ecuacién en su forma extendida:

A

2

(% + V(x))¥(z,t) = ih%\lf(m, t)

2 0>V OV
_%W + V(:c)\If = Zha

Lo que observamos es que tenemos una ecuacién diferencial donde uno
de los términos solo involucra términos de derivada respecto a la coordenada
espacial y el potencial, que no depende del tiempo, y el otro tiempo es una
derivada respecto al tiempo. Cuando en una ecuacién diferencial podemos
separar las distintas coordenadas decimos que se puede resolver por el método
de separaciéon de variables. Pasaremos a describir este método paso a paso
ya que sera utilizado en mas ocasiones a lo largo de este curso.

Método de separacion de variables:

= Ya que la contribucion de las derivadas respecto al espacio y al tiem-
po se pueden separar en la ecuacién podemos pensar que la funciéon
solucion se puede expresar como el producto de dos funciones, una que
depende exclusivamente de la posicién y otra que depende exclusiva-
mente del tiempo: V(z,t) = ¢ (x)f(t)

» Introducimos esta posible solucién a la ecuacién en la misma de forma
que obtenemos:

- ;:j 8%5;)2]«:@) + V(x)p(x) f(t) = ih%
RE . 9%(x) 2l

_%f(t) D72 + V(z)(x)f(t) = ihiﬂ(ﬂﬂ)w

= Ahora dividimos esta ultima expresion, donde hemos sacado de las
derivadas aquellas funciones que no dependen de la variable sobre la
que derivamos, por la funcién ¥ = ¢ (x) f(¢):

(RPN (g
w(:c)f(t)< om! gz T VW) “)) ¢<x>f<t>(’w” ot )
(3.15)

RO ot 1 af)
“omv@ oz TV W =T (3.16)
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= Lo que hemos conseguido es que un miembro de la ecuacién depende ex-
clusivamente de posiciones y otro exclusivamente del tiempo. Matematica-
mente para que estas expresiones puedan estar igualadas han de ser
iguales a la misma constante. A esta constante la llamaremos E por
razones que explicaremos mas adelante, pero ya podemos anticipar que
serd la energia del sistema que estemos estudiando, (sometido a un
potencial independiente del tiempo)

21 0%(x)

_%W e +V(z)=F (3.17)
1 arm
i O E. (3.18)

Llegados a este punto podemos proponer una soluciéon para la ecuacion
que involucra al tiempo, para la ecuacién espacial hemos de conocer la for-
ma que tiene el potencial para poder solucionarla y a esto es a lo que nos
dedicaremos en los proximos capitulos. Asi que dada la ecuacion:

df(t)  —i
= =B, (3.19)

observamos que la derivada de la funcién f(t) nos vuelve a dar la mis-
ma funcién multiplicada por una constante _—"E Ahora recordando que
deix = ae™, ya podemos proponer la solumon para esta ecuacién. (Nota:
hemos camblado las parciales por derivadas ordinarias ya que la funcién f(t)
unicamente depende del tiempo, esto no es algo muy grave si se nos olvida

)

iEt

f) =

Ahora podemos expresar la funcion solucién de la ecuaciéon de Schrodinger
independiente del tiempo, ¥(x,t), como:

iEt

U(z,t) =(x)e n

Y lo que encontramos es que toda la dependencia temporal estd en forma
de fase pura, por lo tanto:

LAS SOLUCIONES A LA ECUACION DE SCHRODINGER
INDEPENDIENTE DEL TIEMPO SON ESTADOS
ESTACIONARIOS

E.F.B. Cuentos Cuénticos (2011)
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Calculemos ahora la densidad de probabilidad asociada a un estado esta-
cionario. Recordemos que la densidad de probabilidad es el médulo al cuadra-
do de la funcién de onda:

pla,t) = ¥ (2, )|

Y aqui hemos llegado al punto esencial de los estados estacionarios que
se pueden resumir en:

Los estados estacionarios son solucion a la ecuacién de Schrodinger
independiente del tiempo de forma que las funciones de onda de-
penden del tiempo, pero esta dependencia esta en forma de fase
pura y por lo tanto la densidad de probabilidad de un estado esta-
cionario no depende del tiempo.

Llegados a este punto hemos planteado el problema general que nos vamos
a plantear a lo largo de este curso que es resolver la parte independiente del
tiempo de la ecuacién de Schrodinger:

2 92

T I vy = But), (3.20)
donde es evidente que resolveremos esta ecuaciéon para distintos potenciales
independientes del tiempo. Esto es lo que nos vamos a plantear en los proxi-
mos capitulos.




4. POTENCIALES EN UNA DIMENSION

Vamos a plantearnos la resolucién de la ESIT en problemas en una di-
mension donde el potencial es independiente del tiempo. Como hemos vis-
to en el capitulo anterior estas ecuaciones tienen por soluciones los estados
estacionarios. Generalmente los potenciales que nos vamos a plantear en las
primeras secciones de este capitulo son ideales, es decir, no se dan en la
naturaleza. Sin embargo son muy empleados en modelizar de forma sencilla
algunos fenémenos que si se presentan en la naturaleza. Por otro lado su
importancia pedagodgica es muy importante ya que en estos casos simples se
ponen de manifiesto las diferencias entre la Fisica Clésica y la Cuantica de
manera notoria.

4.1. La particula libre

En este punto vamos a considerar una particula libre. Decimos que una
particula es libre cuando estd sometida a un potencial constante, V = C,
recordando que la funcién potencial esta definida salvo una constante siempre
podemos reescalar todas las energias del problema (restarle una cantidad
constante) de forma que el potencial que nos proponen lo podemos considerar
nulo, V=C-C=0.

Vamos a proponer la ecuacion de Schrodinger para una particula libre
que se mueve en una dimensién, (el eje X por ejemplo):

R Po)

Es importante que aprendamos a leer esta ecuacién, lo primero que vemos
es que la funcién ¢ (x) es de tal forma que su segunda derivada coincide con la
funcion original salvo unas constantes. Este punto es esencial para proponer
una solucién.

Vayamos paso a paso:

1. Lo primero que hacemos es agrupar todas las constantes que tenemos
en el problema en el miembro de la derecha:
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5 omE
fx@ = = = -k, (4.2)

2mE
h

2. Hemos identificado la siguiente constante: k =

3. Llegados a este punto hemos de proponer una solucién a la ecuaciéon
4.2l Para ello recordamos que la derivada actuando sobre una funcién
exponencial nos devuelve una exponencial. Por lo tanto vamos a pro-
poner como solucién general:

Y(z) = Ae™™ + Be (4.3)
Podeis confirmar que esta es solucion general de la ecuacién anterior.

4. Escribamos la solucién completa recordando que la funciéon de onda
total de un estado estacionario lleva la dependencia temporal en forma
—iEt
de una fase pura, e »

hk

U(z,t) = Ae~*@=2mt) 4 Be~*@tznt), (4.4)

Nota: Hemos de notar que ambas exponenciales son iguales salvo una
diferencia en un signo en el interior del exponente.

Ejercicio: Encontrar la relacién entre % y la velocidad de la particula
.

Lo que hemos encontrado es que el exponente de la funciéon de onda que
representa a una particula libre depende de la combinacién (x £vt), para una
v constante ya que la particula al no estar sometida a ningtin potencial no
modificard su velocidad. Pensemos que significa que hallamos obtenido esta
dependencia. Parece que la funcién de onda de una particula libre representa
una onda que viaja en la direccién Fx con una velocidad v fija.

Por lo tanto:

= Kl factor Ae_ik(x_%t), representa a una particula moviendose en el
sentido positivo del eje X.

= Kl factor Be’ik(“%t), representa a una particula moviendose en el
sentido negativo del eje X.

Dado que esta es la unica diferencia en el comportamiento que puede
tener una particula libre podemos escribir la funcién de onda como:

2
hk t)

Uz, t) = Ae'ho=2m

(4.5)
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Y permitiendo que k£ tome valores positivos o negativos, k = :l:\/QgTE
que nos indicard el sentido de su movimiento.

; Tiene sentido esta funcion de onda?

Veamos si podemos normalizar esta funcién. Como ya hemos indicado
las funciones de onda han de estar normalizadas, es decir, han de cumplir:
(Wg(x,t)|Wg(x,t)) = 1. Vamos a tomar ahora la funcién de onda que solu-
ciona la ecuacién de Schrodinger de la particula libre y vamos a intentar
normalizarla [t

Ejercicio: Normalizar la funcién de onda de la particula libre y discutir
su resultado. (Es interesante en pensarlo en términos de probabilidades y de
su relacion con el principio de indeterminacion...)

, lo

4.2.  Potencial caja cuadrada en una dimension

En este caso consideraremos una particula de masa m confinada a moverse
entre dos paredes infinitas de potencial tal y como se indica en la siguiente
figura.

El potencial por tanto se expresa como:

oo <0
V(iz)=<0 0<z<L (4.6)
oo x>1L

Una vez establecido el potencial podemos escribir la ecuacién de Schrodinger
independiente del tiempo asociada. En este caso lo importante es determinar
qué efecto tienen las paredes infinitas en el movimiento de la particula. Es
evidente que cuando la particula estd entre x = 0y = L no esta sometida
a ningun potencial, por lo tanto en dicho intervalo se comportara como una
particula libre. Por otro lado, la particula nunca tendréd suficiente energia
cinética como para poder ir més alla de los limites que presentan las paredes
infinitas, es decir, el sistema estd ligado a moverse entre (0, L) en el eje X.

Con esta cadena de argumentos a lo que hemos llegado es a que nuestro
problema es idéntico al de la particula libre salvo por el hecho de que tenemos

L Cuando se habla de normalizacién de funciones de onda lo que ha de ocurrir es que
la funcidén que tenemos que normalizar cumpla:

<qf|\p>:/ U*Wdz = N.

— 00

Es decir, la funcion ha de tener un mdédulo finito N. Con esto siempre podemos redefinir
la funcidn de la siguiente forma: V' = \/%W Es un ejercicio facil demostrar que con esta
manipulacion obtenemos una funcion de onda normalizada.

E.F.B. Cuentos Cuénticos (2011)
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V-
F F N

\f

] >
0 [ X

Fig. 4.1: Se muestran las funciones de onda, las densidades de probabilidad para
los primeros niveles energéticos de este potencia.

dos puntos a partir de los cuales sera imposible encontrar a la particula. Esto
nos da dos condiciones que ha de cumplir el sistema:

Asi pues nuestro problema consiste en resolver la ESIT de la particula
libre con las condiciones anteriores:

d? E

Dado que ya hemos resuelto esta ecuacion, podemos usar la solucién que
ya teniamos:

U(x) = Aetk® 4 Be~ihe

Ahora empleamos las condiciones de contorno:
Tomando que ¥(0) = 0:

Y(0) = A’ + Be? = A+ B =0,
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de lo que concluimos que A = —B.
Y ahora podemos escribir:

1/)([/) — AefikL + Beikx — AefikL o AeikL — A(efikL . eik:L) — 07

La solucién la tenemos perfectamente delimitada. Pero nos va a convenir es-
cribirla en términos de funciones conocidas, para ello emplearemos la formula

de Euler P

A<€7ikL o ez’kL) —
A(cos(kL) —isen(kL) — cos(kL) —isen(kL) =
—i2Asen(kL) =0

Por lo tanto hemos llegado a que, (L) = Asen(kL) = 0. Para que se
cumpla esta igualdad se pueden dar los siguientes casos:

= A =0, con lo cual todos los casos serfan nulos y tendriamos ¢ (z) = 0
para todo .

» sin(kL) = 0, asi que hemos de considerar todos los posibles valores que
anulan el seno. Como sabemos por trigonometria elemental, el seno se
anula para angulos de 180° = 7 y sus multiplos enteros. Asi hemos
llegado a que los valores que anulan al seno son: kL = nr.

Este resultado al que hemos llegado es muy importante. Establece que las
soluciones aceptables para la ecuacién de Schrodinger de la particula en la
caja de una dimensién, no se dan para cualquier valor de k, sino simplemente
para aquellos valores que cumplen k, = 7 donde n = 1,--- ,00 , y este es
el primer ejemplo de una cantidad cuantizada porque como ya sabemos la
energia depende de k,,, asi las energias permitidas de una particula de masa
m, en una caja de anchura L, seran:

R

= = 4.
" 2m  2ml>2 (47)
Y ahora ya tenemos la funcién de onda que buscabamos:
Un(x) = Asen(n%)n (4.8)

2 Recordemos que la férmula de Euler es la que establece la relacién de las exponenciales
complejas con las funciones trigonométricas. De forma que se verifica: €' = cos(¢) +

isen(g).
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Nos falta determinar el valor de A, los coeficientes que acompanan a
las soluciones siempre se determinan normalizando la funcién de onda. Este
procedimiento es muy usual, y por tanto se deja como ejercicio demostrar
2
z.

Por tultimo vamos a resumir lo que hay que saber sobre la particula en la
caja de una dimensién:

que A =

1. Las funciones de onda que son soluciéon de la ESIT tienen la forma:

, . ., h2k2 2p2
2. La energia asociada a cada funcién es: E, = Lra = T p2
2m 2mL

3. Lo que hemos determinado son las funciones propias y los valores pro-
pios del Hamiltoniano de la caja: Hy,, = E,,.

4. Se cumple que los autovalores, o valores propios son reales, E, ya que
el H es hermitico o autoadjunto.

5. Las funciones propias son ortonormales, (1,|¢m) = 0pm. (Producto de
iguales igual a 1, producto de distintas igual a 0). Se deja como ejercicio
comprobar que de hecho son ortonormales.

6. La forma de las funciones en funcion del nivel de energia n, la densidad
de probabilidad, y la separacion entre niveles se muestra en la figura
4.2l

Lo interesante de la figura es que vemos que hay puntos donde la
funcién de onda se anula, los nodos, y por tanto la densidad de probabilidad
de encontrar a la particula en dicho punto es nula. ; Podemos obtener una
expresion para el numero de nodos?

Otra cuestién es que la separacion entre los niveles de energia no es con-
stante, es interesante ver como varia la separacién entre estos niveles con la
energia.

4.2.1. Energia del punto cero, estado fundamental y estados excitados

En fisica cuantica usualmente los sistemas no tienen una energia minima
nula como es lo normal en la fisica clasica. En el ejemplo de la caja es evidente
que el estado fundamental corresponde a n = 1 y que por lo tanto su energia
es distinta de cero.

La existencia de una energia minima se puede relacionar con el principio
de indeterminacién, es un facil ejercicio demostrar que es asi.
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Fig. 4.2: Se muestran las funciones de onda, las densidades de probabilidad para
los primeros niveles energéticos de este potencia.
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