Estadistica en Fisica Experimental (1o cuatrimestre de 2015)
Guia de Problemas N° 9 | Tests de Hipdtesis

1. Se desea testear si un conjunto de n mediciones {x;,y; + 0;}, con errores gaussianos en y, es consistente
con cierta prediccién tedrica y = f(z). Para ello se construye la estadistica S = > [(v; — f())/03]?,
cuya distribucién es x2 si la hipétesis es correcta (;porqué?), y se calcula p = P(x? > S), denominada la
“probabilidad x2” del resultado.

(a) Muestre que si X es una variable aleatoria con densidad de probabilidad fx (t), entonces la variable Y,
definida como Y = [“__ fx(t)dt, tiene distribucién uniforme en [0,1].

(b) Usando [lajencuentre cual es la distribucién de la variable aleatoria p bajo la suposicién que la teorfa es
correcta, y muestre que el valor esperado de esta probabilidad es 50%.

(¢) Se decide usar como criterio para rechazar la hipGtesis que p sea menor que 0.05. Exprese en palabras
cudl es el suceso cuya probabilidad es 5%.

(d) {Qué le sugiere o concluye si el resultado del test hubiera sido p > 99%?

2. El bosén W es una particula subatémica, intermediaria de la fuerza débil y descubierta en 1983. Su masa ha
sido medida por diversos experimentos, con distintos niveles de precisiéon. Los datos de la edicién 2000 del
Review of Particle Properties son, en MeV:

Masa W Experimento

80.482 + 0.091 DO

80.423 £ 0.112 Aleph
80.38 + 0.12 Opal
80.61 + 0.15 L3
80.41 + 0.18 CDF

(a) Identifique la hipdtesis nula y la alternativa y analice si los resultados son consistentes entre si.
(b) Regresemos a las gufas anteriores:
i. Muestre que el resultado combinado es 80.4584+0.054. Note que, como era de esperar, el error
obtenido es mas pequeno que el menor de los errores individuales

ii. ;Cudl es el maximo error que deberia tener un nuevo experimento, si tomamos como criterio para
que valga la pena realizarlo que disminuya el error global en al menos 20%?

3. Considere dos muestras independientes Xi,...,X,, e Y7,...,Y, con distribuciones gausianas N(u1,02) y
N(p2,02), p1, g2 y o desconocidas. Queremos testear a un nivel de significancia o la hipétesis Hy : py < pio
contra Hy @ pg > po.

(a) Muestre que el test de mayor potencia, el de cociente de verosimilitudes (LRT), corresponde a rechazar
la hipétesis Ho cuando U > Ty, 4 —2 (1—ay), Siendo
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Y Tingn—2,(1—ay) €l cuantil 1 — aq de la distribucién t-Student con n +m — 2 grados de libertad.

(b) Se mide la médulo de Young Y de un conjunto de aceros templados (A) y sin templar (B) disponibles en
el mercado, para determinar si Y es mayor para los dltimos. Se obtiene A: 0.8 0.9 1.05 1.2 1.3 1.3; y B:
1.01.4 1.7 1.9 2.3. Escriba la hipétesis nula y la alternativa, indique la zona critica para una significancia
a = 0.05, determine el valor-P de las mediciones y obtenga sus conclusiones.

4. (a) Debido a dudas sobre la gausianidad de los datos del ejercicio anterior, se aplica el test de Wilcoxon a
los datos del problema anterior. Indique la zona critica y el valor-P de las mediciones.

(b) Si bien el test-t tiene més potencia, es tambien més dependiente de la suposicién de normalidad. Para
estudiar la robustez de ambos suponga que se agrega una medicién sin sentido a la muestra B (20, por
ejemplo, un “outlier”). Muestre que Wilcoxon esencialmente no cambia, mientras el test-t ahora da
acuerdo con la hipdtesis nula. Discuta porqué ocurre ésto, teniendo en cuenta que, aunque poco creible,
el dato agregado refuerza en realidad la evidencia de mayor Y para aceros templados.

5. [}] supone igual varianza para ambas muestras. ;jApoyan los datos esta suposicién, con
un CL de 95%?
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Sea {X;} una muestra de una distribucién uniforme en [0,6]. Se desea testear Hy : 0 < 3 vs Hy : 6 > 3.

(a) Muestre que para cada nivel de significancia a existe un test UMP que especifica como zona critica
max(X7y,...,X,) > c. Exprese ¢ en funcién de a.

(b) Para un dado n y a haga un sketch a mano alzada de la funcién de potencia del test.
(c¢) Repita los dos items anteriores si la hipdtesis a testear hubiera sido Hy : 6 > 3, Hy : 0 < 3.

La eficiencia de un detector en condiciones normales es 50%, y para verificar que no caiga significativamente
se testea periddicamente Hy : e = 1/2 vs Hy : € < 1/2 realizando 40 ensayos y midiendo la fraccién de fallos.
Suponga que para n = 40 ya es vélida la aproximacién normal € ~ N (g, \/e(1 —¢€)/n).

(a) Detemine el criterio de rechazo para un nivel de significacién 0.05

(b) Supéngase que si la eficiencia baja de 33% los datos se vuelven bédsicamente inusables. Bajo esta
consideracion los investigadores necesitan una alta probabilidad de detectar una disminuciéon de tal
magnitud, si ésta se produce. ;Cual es la potencia de nuestro test si el valor real de la eficiencia es
€= 1/3?

(c) A la vista de la importancia que adopta no superar el limite de 1/3, ;qué tamano muestral deberfamos
elegir para garantizar que la potencia del test sea 0.977

Los individuos con una cierta enfermedad pueden presentar un sintoma X y un sintoma Y. Para confirmar la
hipétesis que al ocurrir uno hay alta probabilidad que ocurra el otro, un investigador examina 20 pacientes.
Encuentra que hay 11 que no presentan el sintoma X, y de ellos 9 tampoco presentan el sintoma Y. Por otro
lado, entre los 9 que presentan X, 6 presentan Y. Los datos apuntan entonces en la direccién de la hipdtesis,
pero es necesario establecer si la medicién obtenida puede ser fruto de una fluctuacion estadistica. Para ello
se aplica el test exacto de Fisher, con una significancia de 0.05.

(a) Escriba la tabla de contingencia de las mediciones y de los otros 8 posibles resultados del experimento.
Calcule sus probabilidades y sus grados de asimetria, |a/(a 4+ b) — ¢/(c+d)|. A partir de ésto encuentre
las regiones criticas con nivel de significacién 0.05 para ambos tests unilaterales y para el test bilateral.
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(b) Discuta si corresponde un test unilateral o bilateral, y muestre que el resultado permite rechazar la
hipotesis nula con el grado de significacién establecido.

(c) Calcule el valor-P para el test unilateral y bilateral [Rtas: 0.03989 y 0.06478]. Note que si el test hubiera
sido bilateral no se podria haber establecido correlacién al 95% CL.

(d) Proponga como deberia haber sido un problema para que corresponda hacer el test bilateral.

Se desea determinar si los siguientes tres conjuntos de mediciones independientes son consistentes. Considere
(1) normalidad de los datos; (2) de ignorancia de su distribucién (test de Kruskal-Wallis).
A:64687283849.1949.7

B:253.749545.98.18.2

C:1.34.149525.58.2

Tests de Kolmogorov y de Cramer-von Misses. Se desea investigar la hipGtesis de que una muestra {z;}, con
z; € R e i=1,n, proviene de una cierta distribucién F(z). Para ello se ordena la muestra en orden creciente
x; < xip1 y se define la distribucién S : R — [0, 1]

0 r < T
S(z) = ifn v, <z<wzip i=1,...,n—1
1 Ty < T

El test de Kolmogorov cuantifica la discrepancia entre datos y F(x) tomando la mdxima diferencia entre
S(z) y F(x), Tk = max |S(z)-F(x)|, mientras que Cramer-vonMisses usa el valor cuadrdtico medio de esta
diferencia Tc = [(S(z) — F(2))?f(z) dz, con f(z)=4E.

Considere una muestra de 150 mediciones. Usando la tabla respectiva, determine en que rango deben estar
las variables aleatorias Tk y T para decidir rechazar la hipdtesis con un 99% de confianza.

Dos experimentos miden el mismo observable obteniéndo los siguientes resultados ordenados en forma cre-
ciente:

Experimento A: 81 82 87 93 102 104 108 112 116 122 125 131 131 133 134 139 139 142 144 146 152 156 182
202 206 216 226 270
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Experimento B: 50 64 68 76 79 83 88 96 97 98 99 103 105 107 113 114 115 126 128 130 132 138 150 169 171
Se desea investigar si ambos experimentos son consistentes. Muestre que el run test no encuentra incompat-
ibilidad, dando una probabilidad de 0.21 (;qué quiere decir ésto?) mientras que los tests de Kolmogorov y
de Wilcoxon permiten rechazar la hipétesis de consistencia con un CL de 98% y 99%, respectivamente.

Las estrellas en formacion en galaxias jévenes se pueden clasificar en 3 grupos segun su velocidad de rotacién:
(1) lentas, (2) normales, (3) rdapidas. Una hipdtesis es que la velocidad angular estd relacionada con las
caracteristicas del disco de acrecién, ya que hay estrellas jévenes: (a) sin disco, (b) con disco cercano, (¢) con
disco lejano. Se midieron para ello 189 estrellas en el cluster NGC2264 obteniéndo la siguiente tabla:

(1) (2 (3) ] Tot
(a) | 20 15 12 | 47
(b) | 24 27 32 83
(¢) | 14 22 23| 59

Tot | 58 64 67 |[ 189

Los valores totales en la dltima fila y la dltima columna se obtuvieron sumando las respectivas filas o columnas
de la tabla de 3 x 3. Llamemos p;., p;, Pz, con i = 1,2,3 y x = a, b, ¢, a las probabilidades que una estrella
sea del tipo iz, i 0 =, y sea

HO: pim:pivai:]-v?agyx:avbac
Hy: No se cumple Hyp.

Considerando que todos los n;; son suficientemente grandes tal que vale la aproximacién poisson—gauss,
disefie un test de Hy basado en la estadistica x? y determine el valor-P correspondiente a los datos obtenidos.
Justifique cuidadosamente el nimero de grados de libertad usados para obtener el valor-P, y explique en
palabras que concluye de su resultado.

Ejercicio para entregar. El propdsito de este ejercicio es comparar distintos tests de hipdtesis y mostrar
c6mo incrementan su sensibilidad al aumentar la estadistica disponible. Se cuenta con una muestra {z;},
1=1,100000, disponibles en la pagina web de la materia, y deseamos testear si proviene de una distribucion
N(0,2.5)
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(a) Las figuras representan histogramas de {z;} con distintas cantidades de eventos. Por simple inspeccién
ocular, ordénelas segin el nimero de entradas.

(b) Considere solamente los primeros 3000 elementos de {xz;}.

i. Presente los datos en un histograma de 56 bines de tamano 0.25 entre -7.0 y 7.0. Muestre que al
aplicar sobre éste el test x? se obtiene una probabilidad de 10% (qué quiere decir ésto?).

ii. Aplique sobre los mismos primeros 3000 datos sin binear los tests de Kolmogorov y de Cramer-
vonMisses y verifique que, a diferencia del test x2, éstos permiten rechazar la hipétesis a un nivel
de confianza de 98%.

(c) Repita (a) pero tomado cantidades crecientes de eventos, y observe como la significancia de los tests
crece rapidamente, permitiendo rechazar la hipotesis basicamente sin lugar a dudas. Repita a su vez
los tests para menos de 3000 eventos, y observe que en este caso los datos devienen compatibles con la
hipétesis propuesta.

Ejercicio para entregar.

(a) Usando el programa escrito para el ejercicio 7 de la gufa 5, calcule el valor de x? respecto de la recta
tedrica para cada una de las 1000 repeticiones del experimento, preséntelos en un histograma y grafique
sobre él la distribucién tedrica correspondiente.




(b) Repita el punto anterior, pero con el x? respecto de la recta ajustada. Haga ademéas dos histogramas
de las probabilidades x2, uno usando el nimero correcto de grados de libertad v, y uno usando v=11,
el nimero de puntos. Discuta los resultados obtenidos.

15. [Optativo] Sobre un conjunto de datos se realiza el test x? y el test runs, obteniéndose x?2 y r,, con respectivas
probabilidades P, = P(x? > x2) y P, = P(r < r,). Si los resultados numéricos son P; = 0.04 y P, = 0.04,

cuél es el valor-P de ambos tests combinados?
Comentario: s6lo hacer este ejercicio si vieron en la tedrica la distribucién de y = -21In(P; P,), sabiendo que

ambos tests son independientes.




