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. Algunas estrellas masivas, al explotar, emiten un breve pulso de radiacién v, denominado y-ray burst (GRB).
La duracién T de un GRB tipico es del orden de algunos segundos, y consideremos que A, el nimero de fotones
emitidos por unidad de tiempo durante T en direccién de la Tierra, es constante. Los GRB se estudian con
satélites que contienen dos detectores idénticos, de eficiencia e. Uno apunta al GRB, y durante T' (que supon-
dremos conocido con error despreciable) mide un nimero n de fotones que incluye la contribucién de un fondo
de radiacién 7 de \¢ fotones por unidad de tiempo. Simultdneamente, el otro detector apunta en otra direccion
cercana y mide solamente el fondo durante el mismo tiempo T', detectando ns fotones. Justificando cada paso:

(a) Escriba las distribuciones de n y n.
(b) Para determinar A se utiliza el estimador £ = (n — ng)/Te. Calcule la esperanza y la varianza de .

(c) Se realiza la medicién, obteniéndose n = 5000, ng = 250, y T = 18 s, para detectores de ¢ = 0.7. Informe
el resultado de A con su error para un nivel de confianza de 99.7%.

(d) Dado que T no puede aumentarse, para mejorar la precisién se decide medir con més satélites. ;Cuéntos
deben usarse para obtener una precisién del 1% con el nivel de confianza anterior?

. La fusién de dos estrellas de neutrones también produce GRBs. Estos constituyen el 256% del total de GRBs, y se
denominan “cortos” porque para ellos x = log(T./seg) tiene una distribucién N(u. = —0.3, 0, = 0.3), mientras
que la de los “largos” es N(u = 1.7,01 = 0.7). Ademads, hay otras fuentes que emiten pulsos v (10% del total
de fuentes 7), cuya duracién y = log(Ty/seg) tiene una distribucién exponencial con Ay = 1 (y € [0, +00)). Para
estudiar los GRBs cortos, se selecciona un conjunto de fuentes con T' < T.

(a) Si se quiere que la muestra contenga el 97.7% de todos los GRBs cortos, ;qué valor de T, debe elegirse?
(b) Si se selecciona al azar una fuente con T < Tp. ;Cudl es la probabilidad de que ésta sea un GRB corto?

(c) Si se toma una muestra de 10 fuentes con T' < T, jcudl es la probabilidad de que las conclusiones que se
deriven de su andlisis estén sesgadas debido a la inclusién en la muestra de mds de un 10% de fuentes que
no sean GRBs cortos?

. Una persona posee 16 monedas, 4 tienen cara de ambos lados, 4 ceca de ambos lados y las restantes son comunes.
Toma dos al azar y las tira. ;Cuél es la probabilidad de que salgan dos caras?

. La duracién ¢ de una lamparita es una variable aleatoria con distribucién exponencial, fi(z) = Aexp(—Az).
Se ilumina una pieza con dos de estas bombitas, y consideremos que la probabilidad de que una se queme es
independiente de la otra. Encuentre la distribucién de T', el tiempo hasta que falla la primera lamparita. (Ayuda:
sea U = min{X, Y}, entonces el suceso {U <t} es igual a {X <tUY <t}.)

. La distribucién doble exponencial tiene una densidad de probabilidad f(x) = Aexp(—A|z|)/2, (—o0 < z < 0).

(a) Demuestre que la funcién caracteristica ¢(t) de la doble exponencial es una lorentziana. Determine la
esperanza y la varianza de x.

(b) Considere la variable aleatoria y = (A/v/2n) Z;lzl z;, siendo las z; variables independientes con distribucién
doble exponencial de parametro A. Muestre que y tiene esperanza nula y varianza unidad. Usando el
resultado del punto anterior, halle la funcién caracteristica de y.

(c) Demuestre que lim, o ¢y (t) = exp(—t*/2), que es la funcién caracteristica de una variable con distribucién
gaussiana estdndar. Por consiguiente, se verifica el Teorema Central del Limite. ;Cémo reconcilia ésto con
el hecho de que la lorentziana no tiene varianza finita? (Ayuda: lim, _..o(1 4+ 1/n)" =e.)



