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Variables aleatorias continuas

1. La altura de la poblacién masculina tiene distribucién normal N (175 cm, 8 cm). Sabiendo que
los colectivos tienen una altura de 1.95 m, ;qué fraccién puede viajar parada sin necesidad
de reclinarse? [Rta: 0.9938]

2. Se mide una magnitud A con un detector bien calibrado cuya respuesta es gaussiana con
ancho o, obteniéndose el resultado x. ;Qué rango x 4 a debe informarse si se desea que haya
90 % de probabilidad de que éste incluya el verdadero valor de A? [Rta: 241.6450]

3. Si X tiene distribuciéon normal estandar, ;qué distribucién tiene Y=aX+b? ;Como imple-
mentarfa un generador de nimeros al azar N(u,0) a partir de uno N(0,1)?

4. Distribucion exponencial. Una fuente radiactiva de constante A (decaimientos por unidad de
tiempo) se ubica frente a un detector.
(a) Muestre que X, el tiempo transcurrido hasta la deteccion de la primera particula, tiene
distribucién exponencial fx(t) = Ae™*. Proceda de dos maneras alternativas, discutiendo
la validez de cada paso:
i. Obtenga primero Fx(t) = P(X < t) como el complemento del suceso “el primer decai-
miento ocurre a tiempo mayor que t”, y luego por derivacién, la densidad de probabilidad
fx(t).
i1. Escriba directamente fx(t) como el producto de la probabilidad de que no haya ningin
decaimiento entre 0 y ¢, y que haya un decaimiento justo en el dt siguiente.
(b) Verifique que la exponencial satisface que P(X >t+s|X>t)=P(X>s). {Por qué se llama
a ésto “no tener memoria”? Convénzase que unicamente la exponencial posee esta propie-
dad (pruebe usando otras distribuciones), y relaciénelo con las hipétesis que llevan a la
distribuciéon de Poisson. Mencione otros tres ejemplos de procesos que tengan distribucién
exponencial.
(c) En realidad, el detector cubre un dngulo sélido 2 visto desde la fuente, y la direccién
en que se emiten las particulas es una variable aleatoria adicional. ;Como modifica ésto la
distribucién fx(t) esperada?
(d) Se tiene una fuente de 1 Bq (Becquerel = 1 decaimiento/seg):
1. {Cudl es la probabilidad de que el primer decaimiento ocurra recién después de 5 segun-
dos? [Rta: 0.0067]



10.

11.

1. Calcule las probabilidad de que el primer decaimiento ocurra en el primer segundo. Re-
pita el célculo para el tercer segundo. ;Contradice ésto la “falta de memoria”? [Rta: 0.6321
y 0.0855]

4. ; Cuanto tiempo debe esperarse para que haya al menos un decaimiento, con una proba-
bilidad del 99 %? [Rta: 4.60 s

. Una barra gira alrededor del punto (-1, 0), hasta detenerse al azar formando un dngulo ©

con el eje z, (© € [~7,7]). La recta que contiene la barra corta al eje de ordenadas en un

punto Y. Encuentre la funcién de distribucién Fg(t), y a partir de ésta muestre que Y tiene
densidad de probabilidad de Cauchy, fy(t) = 1/[w(1 + ¢?)].

. Utilice el resultado del problema anterior para generar con la computadora 10000 niimeros

al azar que sigan la distribucién de Cauchy, a partir de una uniforme [0,1]. Presente los datos
en un histograma y grafique sobre éstos la prediccion tedrica.

. De ser posible, encuentre un ejemplo de una medida de probabilidad que no puede ser

descrita por una densidad fx(t), y de otra que no pueda ser descripta por una distribucién

Fx(t).

. Enumere las propiedades que debe poseer una densidad fx(t) para que defina una medida

de probabilidad. Muestre que la gaussiana, la de Cauchy y la exponencial satisfacen estas
condiciones.

Muestre que la densidad de probabilidad de Y=X? se obtiene a partir de la de X como
Felt) = [fx (VD) + F(—vD]/2VE Halle fi(t) si

(a) X es uniforme en [0,1] [Rta: fy = (2/7)'(0 <t < 1)]

(b) X es normal N(0,1) (esta fy se denomina x?, chi? con un grado de libertad). [Rta:

fr = (1/V2rt)e™ (t > 0)]

La variable aleatoria X tiene distribucién uniforme en [0,1].

(a) Muestre que Y = e* tiene distribucién fy(t) = 1/t,1 <t < e. Note que ésto permite
escribir una rutina que genere niimeros con distribucién 1/z.

(b) Ejercicio para entregar. ;Cémo harfa para generar nimeros al azar con distribucién
exponencial? Impleméntelo en la computadora, construya un histograma con los nimeros
generados y dibuje sobre éste la distribucion teérica.

Las distribuciones de Cauchy y Gauss tienen ambas forma de campana invertida.

(a) Usando la computadora dibuje conjuntamente la distribucién de Cauchy y la N(0,0,75),
normalizada de modo que ambas curvas coincidan en x = 0. Note que en la zona central
ambas tienen idénticamente la misma forma pero que difieren notablemente en el compor-
tamiento en las colas (“colas no gausianas”).

(b) Ejercicio para entregar. Es comun representar colas no gausianas usando la suma de
dos gaussianas, f(x) = aN(0,01) + bN(0,02) (con a + b = 1, jpor qué?). Represente sobre



el grafico anterior, normalizado en = = 0 a la de Cauchy, la densidad f(x) para -6<z<6,
con a = %, o1 = 0,75y 09 = 3. Note cémo la suma de dos gausianas ha logrado representar
colas marcadamente no gausianas que, para los parametros y rango elegidos, corresponden
con bastante precision a la forma de la distribucién de Cauchy. ; Qué ocurre si se incrementa
el rango del grafico mucho més alla de |z| < 67



