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Estadistica en Fisica Experimental
Guia de Problemas No.7 (1°" cuatrimestre de 2011)

Estimadores: consistencia, sesgo, eficiencia, suficiencia. Maxima verosimilitud.

. a. Muestre que S? = 3" (z; — p)?/n es un estimador no sesgado de la varianza cuando la esperanza u es

conocida. Encuentre el error de S? cuando los z; son gausianos.

b. Muestre que s2 = > (z; — Z)?/n es un estimador sesgado de la varianza, cuyo bias vale —o?/n,

mientras que s? = Y (x; — z)%?/(n — 1) es no sesgado.

. a. Usando la desigualdad de Chebychef, muestre que S? = Y (x; — u)?/n es un estimador consistente

de la varianza cuando la esperanza p es conocida, para el caso que los {x;} tienen distribucion normal.
b. Sin hacer mas cuentas que en (a), establezca una condicién suficiente para que S? sea un estimador
consistente de la varianza, cuando {x;} tiene distribucion arbitraria.

. En general, que t sea un estimador no sesgado de #, no implica que t? sea no sesgado para 2.

(a) Convénzase intuitivamente que ésto es cierto, sin hacer cuentas, para el caso que § = E(x) y t = 7,
con f,(t) simétrica alrededor de t = 0.

(b) Sea k una variable aleatoria con distribucién binomial By (n,p). Muestre que k/n es un estimador no
sesgado de p, mientras que (k/n)? no lo es para p?. Halle el bias de (k/n)?, y a partir de éste encuentre
un estimador no sesgado de p?.

. Escriba la funciéon verosimilitud para un experimento binomial Bg(n,p), y aplicando la relacion de

Cramer-Rao muestre que ¢t = k/n es un estimador 100% eficiente de p. Cuanto vale V(¢)?

Muestre que la aplicacion de la desigualdad de Cramer-Rao al el pardmetro o de la distribucién normal

N (u, o) establece que existe una tnica funcién de o con estimador 100% eficiente, y permite encontrar

su estimador, sesgo y varianza. Verifique sur conclusiones aplicando Cramer-Rao al pardametro o2.

. Sea la distribucion exponencial, f(x) = Aexp(—Ax). Encuentre para que funcién h(\) existe un esti-

mador 100% eficiente. Muestre que Cramer-Rao permite extraer directamente su sesgo y su varianza.

Compruebe que la distribucién de Cauchy f(z) = 1/[r(1 + (z — u)?)] no posee un estimador eficiente
para pu. Cudl es la cota minima para un estimador de p no sesgado, con una muestra de tamano n?

. Muestre que la distribucion de Poisson P (u) satisface el teorema de Darmois para p, e identifique un

estimador suficiente.

. Muestre que la distribucién normal N (u, o), satisface la condicion de Darmois para muchos parametros

2
f(@,0) = exp(Y_ B,(O)C;(x) + D(O) + E(w))
j=1

para § = {u,0}. Encuentre Bi(u,0), Ba(u,0), Ci(x), Cao(x), D(u,0) y E(x), e identifique el par de
estimadores suficientes para (p, o) que surgen de C1(z) y Ca(x).

Considere una muestra {x;} extraida de u(x; a), la distribucién uniforme en [a,a+1], con a real. Muestre
que si bien T es un estimador consistente y no sesgado de E(x), no es un estimador suficiente. Note que
en este caso no puede aplicar los teoremas de Cramer-Rao o Darmois (por qué?). Muestre asimismo que
{Tmin, Tmaz } son un par de estimadores suficientes para E(x).

Obtenga el estimador de maxima verosimilitud (MV) para: (a) A en la distribucion exponencial f(2; A) =
Ae=*%: (b) 7 en la distribucién exponencial con parametrizacion f(x;7) = e~%/7 /7. Verifique que se
satisface la invarianza ante transformacion de pardmetros de los estimadores MV. Muestre que A es
sesgado, mientras que 7 no lo es. Muestre asimismo que \ es asintéticamente no sesgado, como todo
estimador MV. Halle las varianzas de A y 7.
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Sea {z;} una muestra tomada de una cierta distribucion f. Muestre que el estimador MV no sesgado
para E(z) es: (a) Z, si f es gaussiano; (b) (Tmaz + Tmin)/2 si f es uniforme; (c) la mediana si f es la
doble exponencial f(z) = (\/2) exp(—A|lz — u|).

Encuentre la ecuacién que debe satisfacer el estimador MV para el centro de una Cauchy descentrada
f(x) = [m(1+(z—p)?)]~*. Note que ésta no puede resolverse en una forma analitica cerrada, requiriendo
una solucién numeérica. Muestre que este estimador satisface las condiciones para tender a distribucion
gaussiana para muestras grandes, y analice porque no hay contradiccién con el hecho que la suma de
variables aleatorias con distribucién de Cauchy no tiende a una gaussiana para n grande.

Se realizan n mediciones {z;} cada una con distribuciéon N (u,0;) (o sea con distintos errores cada una).
(a) Muestre que el estimador MV de pes o = (3 z;/0?)/(31/0?), el llamado “promedio pesado”.
Interprete fisicamente este resultado y obtenga su varianza. Verifique que si todos los o; son iguales, i
corresponde al promedio de la muestra, como esperado.

(b) Muestre que i = Y x;/n es también un estimador no sesgado de p, pero de mayor varianza, como
correponde a un estimador que no es de MV.

(d) Silos {z;}, en vez de normal, tuvieran distribuciéon uniforme f(u,a;) =1/(2a;), p—a; <z < p+a;,
muestre que el estimador MV de [ es el x; con menor a;.

Encuentre los estimadores de méaxima verosimilitud conjuntos para la esperanza y la varianza de una
gaussiana y obtenga su matriz de covarianza a partir de la matriz de informacién de Fisher.

Muestre que (a) la informacion de Fisher de dos experimentos independientes que determinan el mismo
parametro es la suma de las informaciones de cada experimento por separado; (b) la informacion de
Fisher provista por un conjunto de estadisticas suficientes es igual a la informacién de la muestra entera;
(¢) la informacion de una estadistica no suficiente es menor que la de la muestra entera.

Se desea estimar, usando el principio de mdaxima verosimilitud, los pardmetros de una funcién lineal
y = a1x + ag a partir de datos {z;,y;}, con z; sin error e y; variables aleatorias independientes.

a. Muestre que si los y; tienen distribucién gaussiana se obtiene el método de cuadrados minimos.

b. En cambio, si y; tiene distribucién doble exponencial, se obtiene el método de “médulos minimos”.

Muestre que al ajustar una recta y=a;+a2z a un conjunto de datos no correlacionados y; £, la expresiéon
general de regresion lineal, 8 = (AT VIA) AT V-ly sereduce a la formula de “cuadrados minimos™

ar = (S Yy — D wi ywii) /A
Gz = (N @iy = 2w 2 y)/A con  Covlaniz) = % <—§f _szfc )
A=NYa;— (X ) ¢

a. Haga el ajuste de una parabola, y=a;+asx+asr?, a los datos {z;,vy; + 0;}: (-0.6,5£2), (-0.2,341),
(0.2,5£1) y (0.6,842) (Ejercicio resuelto en la secciéon 10.2.5 del Frodesen).
b. Repita el ejercicio suponiendo todos los errores iguales 0; = o, y estime o de los datos.

Ajuste de datos con errores en ambas variables, “cuadrados minimos con errores en x e y”
Se realiza un conjunto de n mediciones {z;,y; } con errores gaussianos independientes o7, o/, para ajustar
una funciéon y = f(x;ax) que depende de m < n parametros ay, k=1,m.

. Muestre que ag y ¢ imador maxima verosimilitu ar v x¢ = E(x; n aqu u
a. Muestre que ag ¢, los estimadores de maxima verosimilitud de aj, ¢ = E(x;), son aquellos que

minimizan la funcion ) )
n o o
z; — x¢ i — f(xf
S(ak,xf):ZKZﬂ 1) +<y UJ;( l)> ]
(A

i=1 g
Este es el denominado criterio de Deming. Por qué consideramos estimadores F(z;) y no los de E(y;)?
b. Compruebe que bajo la aproximacion f(x;) = f(x?) + (z;—?) Of/0x|;, en un entorno alrededor de
cada x¢, el criterio de Deming se reduce al método de varianza efectiva, en que se minimiza

n 2 2

asi llamado pues es formalmente similar al caso de cuadrados minimos ordinarios, pero remplazando o7
por o;, un error efectivo en y mas grande. Cuéndo sera vélida esta aproximaciéon? Analice porqué éste
es un problema no lineal que requiere solucion iterativa atn cuando la funcién a ajustar sea una recta.




