FisicA 4
GUIA 7: PRINCIPIO DE INCERTIDUMBRE, OPERADORES, SCHRODINGER

. Verifique el principio de incerteza con los siguientes casos (discuta cuidadosamente el item (c) ):
Coémo expresaria el principio de incerteza en este caso?

(a) y(x) =Aexp(—a’x?)
[ Aexp(ax) x<0
(b) y(x) = { Aexp(—ax) x>0

© win) = { U Tz

0 sino

. Utilizar el principio de incerteza para estimar el orden de magnitud del didmetro de un 4tomo.
Comparar el resultado con el radio de Bohr de la primera 6rbita del 4tomo de hidrégeno. Ayuda:
suponer que el electrén estd confinado en una regién de longitud dx. Esto implica que tiene una
energfa cinética no nula; ademds hay una energfa potencial del orden de magnitud de —e?/8x.
Hallar 8x de manera tal que la energia total sea un minimo y evaluar la expresion para ésta.

. * Mostrar que si uno define

Ax = V<2>—<x>2
Ap = J<pP>—<p>?

es decir que se usa el valor cuadratico medio, entonces la relacion de incerteza de Heisenberg se lee

Ax-Ap >

N St

Ayuda:Considere primero la integral

-

con A € R. Nétese que I(A) > 0. Desarrollar el integrando, usar la definicién de valores medios y el
hecho que I(A) serd una forma cuadrdtica en A definida positiva. Para obtener el resultado general,
repita el procedimiento con la funcién exp {i < p > x/h} y(x— <x>).
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xy(x)+A

. Demostrar que si un operador F' es hermitico, el valor medio de la magnitud fisica F es real. Defini-
cién: decimos que el operador F' es hermitico si y solo si F' = F*, es decir si

/¢*Fw=/w(ﬁ¢)*

. Hallar la expresion del operador p, en la representacion de coordenadas y la del operador X en la
representacion de los momentos. Demostrar que son hermiticos.

. Determinar cudles de las siguientes funciones son autofunciones del operador p, y del operador ﬁ)%:

1



10.

11.

(a) y(x) =Asin(kx)
(b) y(x)=Acos(kx)+ iAsin(kx)
(c) y(x) =Aexp (ikx) + Bexp(—ikx)
(d) y(x)=Asin(kx)+ Acos(kx)
(e) y(x)
® w(x)
@ v(x)
y(x)

(h)

x) =Aexpi(x—a); a=cte

x) = Aexp(ikx) + iA exp(—ikx)

x) = Aexp(ax?) a = cte,real
x) = Aexp(ax) a = cte,real

Demostrar que las combinaciones lineales de los operadores A 4 iB y A —iB no son hermiticas
aunque A y B si lo sean.

Determinar para qué potenciales V (x), las siguientes funciones son autofunciones del operador en-
ergia H = p?/2m+V (&) (Hamiltoniano)

(a) y(x) =Aexp(ax)+ Bexp(—ax)

(b) w(x) = Aexp(ikx) + iBexp(—ikx)

(©) y(x) =Aexp(—ax’/2)

. Sea una particula en una dimensién cuya funcién de onda es

o) = 4SXP(ipox/h)

v = A e

donde a, pg y A son constantes.

(a) Determinar A para que la densidad de probabilidad est6 normalizada.

(b) Si se mide la posicién de la particula, cudl es la probabilidad de que el resultado esté compren-
dido entre —a/\/§y a/\/§ ?

(c) Calcular el valor medio del operador py.

* Para comprimir una “caja” dentro de la cual se encuentra una particula se necesita cierta energia.
Esto sugiere que la particula ejerce una fuerza sobre las paredes. Con esta hipdtesis en mente, y
considerando que cuando la longitud de la “caja” cambia en d/, la energia cambia por medio de la
expresion dE = —Fdl, calcular la expresion de la fuerza F. A qué distancia se obtiene F' = IN
cuando un electrén se encuentra en el estado con nimero cuanticon =1 ?

Sea la siguiente funcién de onda:

(x_xO)Z ipox/h
W(X):ACXP{—T €p0/

Hallar:
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(a) La distribucion de probabilidades en x y el valor de la constante A.

(b) < x>y < py >,y las dispersiones correspondientes.

(c) La funcién de distribucion del impulso ¢ (p) y la distribucién de probabilidades en p.
(d) El valor medio de la energia cinética.

(e) * y(x,t) y la distribucién de probabilidades para x y para p en el instante ¢.

(f) * Axy Ap en el instante ¢, y el movimiento del centro del paquete.

* Sea la siguiente funcién de onda:

oo 27

donde kg es una constante positiva y A = 1/+/kq. Calcular el valor medio del impulso lineal p, y su
dispersion.

Se define el conmutador entre dos operadores lineales A y B como:
[A,Bl9=A(B¢)—B(A9)

donde ¢ es una funcidn arbitraria. Algunas de las propiedades de los conmutadores son las sigu-
ientes:

[A,é} = —[E,A]

[A,A] 0
[A+B,C] [A,C] +[B,C]
[AxB,C] = A[B,C]+[AC]B

Calcular [£, py], [%, ﬁ)ﬂ , [)2_1 , Dx|.[£Py — $Px, 9P — £Py] y sus variantes intercambiando las cooorde-
nadas, [£,H] y [py,H|. Nota: considere que H = pZ/2m+V (£).

Demostrar que si dos operadores A y B conmutan ([A,E] = 0), entonces existe una base de auto-
funciones ¢ comun a ambos operadores (es decirAp = ap yB¢ = B¢))

Si y(x) es una funcién normalizable y continua, puede escribirse en términos de las autofunciones
¢ (x) de un operador hermitico A de la siguiente manera

V(x) = ZCi‘Pi(x)

con A(P,(X) = ai(])i(x) .

(a) Obtener una expresion para los coeficientes c;.

(b) Calcular el valor medio de A. Interpretar fisicamente la cantidad ]c,-]z.
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* El operador exp ( A) posee significado si se lo desarrolla en serie de potencias:

o)

eXp(A) = Z lA”

!
n=0""
Mostrar que si ¢ es un autoestado de A con autovalor a, entonces es también autoestado de exp ( A)
. Determinar el autovalor.

Sea A el operador hamiltoniano de un sistema fisico y ¢, (x) sus autoestados con autovalor E,. Para
un operador arbitrario A probar que < [H ,A} n> =0, donde el subindice n indica que el valor medio
se toma sobre el estado @, (x).

(a) A partir de la ecuacién de Schrodinger, y teniendo en cuenta que H es hermitico, demostrar

que:
d{Ay 1, 4 0A
bl sl A H ks
= B+ (5)
(b) Con el resultado del punto anterior hallar (x) y (p) (teorema de Ehrenfest). Interpretar fisica-
mente el resultado.

Dada la funcién de onda:

(x) = A(1+4ax)exp(ax) para x<0
= A(1 —ax)exp(—ax) para x>0

(a) Normalizar esta funcién de onda.
(b) Hallar la energia total E y la potencial V (x) suponiendo que V (x) — 0 cuando x — Zoo.

(c) Calcular los valores medios de x, p y la dispersion correspondiente a cada uno.
Escribir la ecuacién de Schrodinger para:

(a) la particula libre

(b) una particula bajo la influencia de una fuerza uniforme y constante
(c) el atomo de hidrégeno

(d) el atomo de helio

(e) oscilador armoénico.

* Mostrar que la ecuacién de Schrodinger es separable cuando el potencial de interaccién V (t)
depende solamente del tiempo y es uniforme en el espacio. Resolver las ecuaciones resultantes
cuando V(1) = Vycos(wr) Es estacionaria la funcién de estado resultante?

* Operador paridad. El operador paridad IT se define mediante la relacion
My (x) = y(—x)
(a) Mostrar que las autofunciones de IT son simétricas o antisimétricas, con autovalores +1 6 —1

respectivamente.

(b) Demostrar que si A(£) = A(—%), A(£) conmuta con IT. Qué se puede decir de la paridad de las
autofunciones de A ?



