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1. Funciones de onda de varias part́ıculas.

Supongamos que tenemos una base de funciones, ortonormales, {φ(x̄)}, donde x̄ son todas las
coordenadas que describen a una part́ıcula.

La función de onda que describe N electrones es un determinante de Slater |DS >, que viene
de la antisimetrización de un producto de Hartree |HP >.

|DS >= Â |HP >

Algo importante sobre los productos de Hartree versus los determinantes, es que en un deter-
minante se pierde la descripción de cada electrón en particular. Tomemos por ejemplo el caso de
dos part́ıculas

|Ψ(e1, e2) 〉(HP ) = φa(e1) . φb(e2),

En este caso sabemos que estado tiene cada electrón. Pero, en un determinante de Slater esto
no es asi:

|Ψ(e1, e2) 〉(DS) =
1√
2

(
φa(e1) . φb(e2)− φb(e1) . φa(e2)

)
2. Operadores de un cuerpo.

... o mejor dicho, operadores que viven en el espacio de estados de una part́ıcula. Estos son
operadores que operan sobre las coordenas, generalizadas, de una sola particula, por ejemplo la
enerǵıa cinética, que depende solo de las coordenadas de cada part́ıcula; o la enerǵıa potencial con
un núcleo. Esquemáticamente escribimos: ĥ(ek). En el espacio generado por la base {φa(ek)},
tendremos ĥ(ek)φa(ek), que es un nuevo estado. Por definición, el operador ĥ(ek) actúa sobre las
coordenadas de la part́ıcula k-esima; de este modo resulta: ĥ(ek)φa(em) = 0. Por último, si la
base {φa(ek)} diagonaliza ĥ(ek),tendremos que:

ĥ(ek)φa(ek) = εaφa(ek)

Preprint submitted to Elsevier April 21, 2020



La pregunta ahora es, como extender la definición de un operador que actúa en el espacio de
estados de una part́ıcula, a un sistema que tiene N part́ıculas. Por ejemplo, el operador enerǵıa
cinética de un sistema de N part́ıculas. Esta generalización es:

Ô1 =
todos∑

i

ô1(ei) = ô1(e1)⊕ ... ô1(eK) ... ⊕ ô1(eN)

Hay que tener en cuenta que cada término de la suma de arriba es en realidad un operador
que debe actuar en el espacio de estados de N part́ıculas. Entonces,

ô1(eK) = 1̂(e1)⊗ 1̂(e2)..⊗ ..ô(eK).⊗ ..1̂(eN) =
N−1∏
i 6=K

1̂(ei) ô(eK)

Veamos ahora cómo opera un ’operador de un cuerpo’, Ô1, sobre un estado de N part́ıculas.
Dicho estado, para electrones, es un determinante de Slater; o, pensado desde los productos de
Hartree, una combinación lineal de productos de Hartree (|DS >= Â|HP >). Para fijar ideas
pensemos en 2 part́ıculas; y apliquemos un operador de un cuerpo (Ô1) a un estado de dos
part́ıculas

Ô1(e1, e2) = ô(e1)⊗ 1̂(e2) + 1̂(e1)⊗ ô(e2)

Hay un ejercicio (serie 1 ej. 5) que pide demostrar [Â, Ô1] = 0. Con este resultado pode-
mos aplicar Ô1 a un producto de Hartree pues el resultado sera el mismo que hacerlo sobre un
determinante de Slater, evitándonos evaluar los N ! términos del determinante de Slater.

Ô1 |DS >= Ô1 Â |HP >= Â Ô1|HP >

Para el caso de dos electrones, |HP >= φa(e1)φb(e2). Veamos ahora como aplica Ô1 en |HP >

Ô1(e1, e2) |φa(e1)φb(e2) >
(HP ) =

=
(
ô(e1)⊗ 1̂(e2) + 1̂(e1)⊗ ô(e2)

)
|φa(e1)φb(e2) >

(HP )

= ô(e1)φa(e1) ⊗ 1̂(e2)φb(e2) + 1̂(e1)φa(e1) ⊗ ô(e2)φb(e2)

En resumen

Ô1(e1, e2) |φa(e1)φb(e2) >
(HP ) =

(
ô(e1)φa(e1)

)
φb(e2) + φa(e1)

(
ô(e2)φb(e2)

)

Por supuesto si además la base {φi} son autofunciones del operador ô tenemos que:

Ô1(e1, e2) |φa(e1)φb(e2) >
(HP ) = εaφa(e1)φb(e2) + φa(e1)εbφb(e2) = (εa + εb) |HP >

2



3. Elementos de matriz de un operador en la base de determinantes

3.1. Producto interno entre determinantes < K|L >
Dada una base ortonormal de (K > N) spin orbitales:

{
χi

}
K

; y dos estados formados por
productos de Hartree de N part́ıculas:

|HP 1 > = |χi(1)χj(2) .. ..χn(N) >

|HP 2 > = |χa(1)χb(2) .. ..χz(N) >

Entonces el producto interno < HP 1|HP 2 > es la integral sobre el espacio de coordenadas de
todas las part́ıculas 1, 2, 3..N :

< HP 1|HP 2 > =

∫
χ∗i (1)χ∗j(2) .. ..χ∗n(N) · χa(1)χb(2) .. ..χz(N) d1 . d2...dN

=

∫
χ∗i (1)χa(1)d1 .

∫
χ∗j(2)χb(2)d2 ...

∫
χ∗k(N)χz(N)dN

= δia.δjb ... δkz

En resumen, dado que la base {χi} es ortonormal, el producto interno de dos productos de
Hartree es cero a menos que sean el mismo. Para dos determinantes, hay que recordar: |DS >=
Â|HP >.

Entonces, < DS1|DS2 >=< HP 1|HP 2 >= ”δ1,2”,

(verlo) usamos que Â†Â = Â2 = Â, no puse los N !. < DS1|DS2 >=< HP 1|A†A|HP 2 >=<
HP 1|A|HP 2 >=< HP 1|DS2 >= δia.δjb ... δkz.
Un solo detalle, tener en cuenta que los determinantes deben estar en max́ima proyección.

3.2. Elementos de matŕız de un operador de un cuerpo. 〈DS1|Ô1|DS2〉
ahora empieza ...
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