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Resumen

En este trabajo de tesis revisamos la utilizaciéon de las técnicas de gases
libres de Coulomb en el contexto de la teoria de Liouville para el calculo de
la funcién de particion de esta teoria y en teorias que corresponden a de-
formaciones marginales de la misma. Luego, estudiamos en profundidad la
dualidad que existe entre la teoria de cuerdas formulada en el agujero negro
bidimensional y la teoria de cuerdas en el espacio plano y en presencia de
un potencial del tipo taquiénico. Discutimos los resultados ya conocidos de
esta dualidad en términos de la renombrada conjetura de Fateev Zamolodchi-
cov y Zamolodchicov, y luego generalizamos estos resultados proponiendo una
version “retorcida” de esta dualidad. Mostramos que esta nueva dualidad re-
torcida conecta las funciones de correlacién de N puntos de la versién euclidea
del agujero negro (xtiempo) a nivel arbol (en la topolgia de la esfera) con las
funciones de correlaciéon de un modelo sigma no lineal en el espacio plano pero
en presencia de un potencial taquiénico y un dilatén lineal. La parte libre de
la teoria resulta ser la gravedad cudntica acoplada a materia con ¢ < 1. A
diferencia de la versién original de la dualidad FZZ, donde aparecen los mo-
dos n =1y n = —1 del sector de vortices, el potencial taquiénico de nuestra
version de esta dualidad utiliza los modos de momento n = 1 y n = 2. De
esta manera, nuestro resultado propone un nuevo modelo dual para la teoria
de cuerdas bidimensional en presencia del agujero negro de Witten.

Mostramos también cémo la interaccion de sine-Liouville surge a través del
retorcimiento de las deformaciones introducidas, y se discute ese retorcimiento
como una realizacion no trivial de ciertas simetrias de la teoria. Esto establece
una conexion entre la nueva versién de la correspondencia y la original FZZ.
La demostracién de la nueva version de la dualidad se apoya fuertemente en
dos herramientas: Por un lado, en las técnicas de gases libres de Coulomb, las
cuales son detalladas en la introduccién para su aplicaciéon anédloga posterior;
y, por otro lado, en una férmula recientemente probada por S. Ribault y J.
Teschner, la cual conecta las funciones de correlacién de la teoria de WZW
con las funciones de correlacién de la teoria de Liouville. La dualidad discuti-
da aqui puede ser pensada también como una realizaciéon de campos libres de
dicha férmula. Ademds, discutimos cémo la perturbacién taquidnica elegida
para emular el agujero negro, resulta ser la tnica capaz, en este contexto, de
realizar la formula de Ribault-Teschner mencionada.

Este trabajo estd basado en los resultados reportados en [I}, 2] y est4 rela-
cionado con los trabajos recientes [3, 4, [5] 6], [7, §]. La mayor parte del material
novedoso presentado aqui fue volcado en la referencia [9], y, a su vez, [9] es una
version extendida de la contribucén del autor y su director al X VIth Interna-
tional Colloquium on Integrable Systems and Quantum Symmetries, realizado
en Praga, Republica Checa, en Junio de 2007.
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1. Introducciéon

Uno de los conceptos més profundos de la teoria de cuerdas es la idea sugestiva
de que el espacio-tiempo mismo podria ser una nocién emergente, una especie de
descripcion efectiva de una entidad més basica [14]. Esta concepcion se basa en parte
en la existencia de simetrias de dualidad en la teoria de cuerdas, manifestando que
conceptos como la curvatura y la topologia pierden su rol preponderante. Esta idea
es realizada particularmente por ejemplos que manifiestamente muestran la dualidad
entre la teorfa de cuerdas formulada en fondos curvos (ej. agujero negro) y la teoria
en espacio plano pero en presencia de potenciales del tipo taquidnico. Esto es lo
que vamos a explorar aqui; y lo haremos estudiando la descripcion de la hoja de
mundo de la teorfa de cuerdas en dos dimensiones en el fondo de agujero negro (i.e.
el modelo de Wess-Zumino-Witten (WZW) en el grupo calibrado SL(2,R);/U(1)).

1.1. El tema

La relacion entre la teoria de cuerdas en el fondo del agujero negro y otras teorias
conformes del tipo Liouville representando potenciales del tipo “pared taquiénica”
fue extensivamente explorada anteriormente. Uno de los ejemplos célebres es el de la
dualidad de Mukhi-Vafa [15], que relaciona una versién deformada del agujero negro
euclideo 2D con una teoria conforme que describe materia con ¢ = 1 acoplada a la
gravedad 2D. La literatura que trata con esta conexién es bastante amplia; referimos
al lector a la lista [16]-[35] y referencias derivadas. Recientemente, una nueva rela-
cién entre la teorfa de cuerdas 2D en el agujero negro euclideo y una deformacion
de una teoria de campos conformes con ¢ = 1 ha recibido mucha atencion: Esta es
la renombrada conjetura de Fateev-Zamolodchikov-Zamolodchikov (FZZ), que es-
tablece la equivalencia entre el agujero negro y la comunmente llamada teoria de
Sine-Liouville [36], 38]. En los ultimos seis anos esta dualidad FZZ ha sido aplicada
en el estudio del espectro y las interacciones de las cuerdas tanto en la geometria
del agujero negro como en el espacio Anti-de Sitter [37, B3] [32]. La aplicacién més
importante fue la formulacién del modelo de matriz para el agujero negro 2D [38].
De hecho, cuando se habla del modelo de matriz para el agujero negro 2D, en reali-
dad se esta hablando del modelo de matriz para la teoria de Sine-Liouville, y por lo
tanto, la descripcién del agujero negro surge recién a través de la correspondencia
F7Z7. Esta aplicaciéon muestra la importancia de la dualidad FZZ en el contexto de
la teoria de cuerdas.

A pesar de que al principio aparecié como una conjetura, una demostracién de la
dualidad FZZ fue efectivamente dada hace algunos anos. La demostracién consiste
en dos pasos: primero, se prueba la equivalencia entre las extensiones supersimétricas
con N=2 de ambas teorfas [39]; luego, se demuestra que las partes fermidnicas de
ambas teorias se desacoplan llevando a una dualidad bdsonica como una propiedad
heredada [40], ver también [41], 42]. El hecho de que esto se haya podido hacer asi se
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debe a que tanto el agujero negro 2D como la teoria de Sine-Liouville admiten una
ambientacion natural E| en teordas supersimétricas con N=2, donde la dualidad puede
ser vista como una manifestacién de la simetria especular.

Sin embargo, uno podria estar también interesado en ver si la dualidad puede ser
demostrada al nivel de la teoria bosdnica misma. En este trabajo vamos a mostrar
que una dualidad similar puede ser realmente probada (en la topologia de la esfera)
sin recurrir a argumentos basados en la supersimetria sino que solamente haciendo
uso de la estructura conforme de la teorfa.

1.2. El resultado

En el contexto de la teoria de Liouville, mostraremos cémo las técnicas de gases
libres de Coulomb junto con las prescripciones de insercion de operadores de apan-
tallamiento llevan muchas veces a resultados correctos en el calculo de funciones de
correlacién. Apoyandonos en esa idea y en una féormula probada recientemente, mos-
traremos que cualquier funcién de correlacion de N puntos en el modelo de WZW
del grupo SL(2,R);/U(1) (x time) en la topologia de la esfera es equivalente a una
funcion de correlacién de N puntos de una teoria de campos conforme bidimensional
que describe un modelo sigma de un dilaton lineal perturbado con un potencial del
tipo taquidnico. Esta dualidad es similar a la correspondencia FZZ; sin embargo,
en vez de considerar perturbaciones con modos de momento |n| = 1 consideraremos
en este caso modos de momento del sector n = 2. Mds precisamente, la teoria en
cuestion que consideraremos se define prendiendo los modos A\,—2 # 0y \,—1 # 0
en la siguiente accion

]_ 2 — — 1 ~ —Mgo—‘rin\/EX
= — JE V2 2
S 47r/d z <8X8X+3g08g0 2\/§QR¢+ En Ane ) (1.1)

donde Q = (k—2)"2y a, = Q(1+ /1 + (kn? — 4)(k — 2)). Es decir, la perturba-
cion que consideraremos esta dada por el operador

O=\e VvV BEoviy/ix + Xoe ™V %(/’c—l)w—ix/ﬁx7

donde denotamos X = X (z) + Xgr(Z), que debe ser distinguida de la direccién

~ an . A
T-dual X = X(z) — Xgr(2). Los operadores e BEHVEX (o operadores (1,1)
respecto del tensor de energia momento de la teoria libre

-~

2 Q
(0p)” — Ea ©, (1.2)

ILa ambientacién supersimétrica del agujero negro puede llevarse a cabo a través de la construc-
cién de Kazama-Suzuki [43] [44], mientras que la teorfa de Sine-Liouville puede ser vista como un
sector de la Teorfa de Super-Lioville con N=2. La versién bosénica de la dualidad aparece cuando
se extrae a través del proceso GKO la simetria U(1) de la versién con N=2.

T(z) = —% (0X)? — %
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de manera que representan deformaciones marginales de la teoria del dilaton lineal.
Los coeficientes A,, en deben satisfacer la condicion A, = A_,, para que el La-
grangiano sea real y que por lo tanto la teoria sea invariante ante X — —X. Las
relaciones de escaleo entre los diferentes acoplamientos A, estdan dados por los argu-
mentos estandard de KPZ [45, [46], 47], estando asi la escala de la teoria gobernada
por una de esas constantes, en forma andloga a como la constante cosmoldgica en la
teoria de Liouville introduce la escala en la teoria conforme con materia con carga
central ¢ = 1. La carga central de la teorfa se obtiene de la expansion del produc-
to de dos operadores (OPE) de energfa momento, dando ¢ = 2 + 6Q* = 2 + %.
Mas adelante, estaremos interesados en agregar un boson libre del tipo temporal a
la teoria de manera de obtener un espacio tiempo del tipo lorentziano de la forma
SL(2,R)./U(1) X Ryjme, de manera que la carga central recibird una contribucién
extra +1 proveniente de esa direccién, dando

~ 6

mientras que el tensor de energia momento serda suplementado con un término
+% (8T)2. En términos practicos, esta direccion del tipo temporal puede ser pen-
sada como un grado de libertad auxiliar, y esta direcciéon no entra en la parte no
trivial de la dualidad que queremos discutir. La misma, solamente esta acoplada a
las otras direcciones a través del valor de la carga central [ c.

1.3. Descripcion del trabajo

La técnica de gases libres de Coulomb se basa en el procedimiento de la inte-
gracién de los modos cero (no oscilatorios) de los campos. Asi, se puede describir
la integral funcional de interacciones como una integral funcional en un conjunto
de operadores de vértice efectivos entre los cuales se encuentran los originales y los
de apantallamiento que emulan los potenciales taquionicos. Por un lado, la ventaja
de este procedimiento, es que permite calcular funciones de correlacién aplicando
técnicas de campos libres. Por otro lado, las expresiones formales que aparecen al
integrar el modo cero nos daran las herramientas para poder mostrar la correspon-
dencia entre el modelo de WZW vy la teoria con la perturbacién taquidnica.

La correspondencia particular entre el modelo y el agujero negro 2D que
discutiremos es realizada al nivel de las funciones de N puntos en la topologia de la
esfera, y corresponde a una version deformada de la correspondencia FZZﬂ Conse-
cuentemente, discutiremos primero la correspondencia FZZ. A pesar de ser similares,

2 En el caso en el que la teorfa corresponde al producto SL(2,R)/U(1) x time la condicién
¢ = 26 implica que k = 52/23. Por otro lado si el espacio es solamente el de la teorfa en el conjunto
cociente SL(2,IR)/U(1) la condicién correspondiente es k = 9/4.

3 En el sentido de que involucra una deformacién del término de interaccién de la accién de
sine-Liouville
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la dualidad que discutiremos aqui presenta dos diferencias importantes con respecto
a la FZZ: La primer es que, a diferencia del la FZZ, la dualidad discutida en este
trabajo permite ser demostrada de una forma relativamente sencilla sin hacer uso
de argumentos basados en la simetria especular de su extension supersimétrica; en
segundo lugar, la dualidad involucra modos de momento mayores (n = 2) en vez
de modos de enrollamiento del sector n = 1. Enunciaremos precisamente la corres-
pondencia en la seccién 4 en donde también desarrollaremos su demostracion. El
trabajo se organiza de la siguiente forma: En la seccién 2 revisaremos algunas ca-
racteristicas de las teorias de campos conformes que juegan un papel importante
en este trabajo. Primero, repasaremos el camino constructivo que lleva a la formu-
lacién de los modelos sigma no lineales y de WZW. Luego, repasaremos el calculo
de funciones de correlacion en la teoria de Liouville con el proposito de enfatizar
algunos detalles de este calculo y para asi posteriormente poder referir cuestiones
de otros calculos en analogia a los de la teoria de Liouville. En tercer lugar, discu-
tiremos algunos aspectos generales del modelo sigma del agujero negro 2D. Una vez
que estas dos teorias fueron introducidas, discutiremos de que manera las funciones
de correlacién de ambas estdn relacionadas a través de una férmula recientemente
probada por S.Ribault y J.Teschner [3 4]. Esta férmula conecta las funciones de
correlacion tanto en el modelo de WZW y en la teoria de Liouville de una forma
bastante directa [48], y resulta bastante importante para probar nuestro resultado.
En la seccion 3 revisaremos brevemente la teoria que corresponde al agujero negro
en la correspondencia FZZ, es decir la teoria de Sine-Liouville. En la seccién 4 in-
troduciremos una version “retorcida” de la teoria de Sine-Liouville y mostraremos
que esta teoria también resulta ser dual al agujero negro 2D. Una pieza crucial para
demostrar esta dualidad es la formula de Ribault-Teschner mencionada arriba, para
la cual presentaremos una realizacién que se identifica precisamente con la version
deformada del modelo de Sine-Lioville ya mencionado. La seccién 5 contiene un
analisis de varios aspectos de la correspondencia presentada en la seccion 4. Y por
ultimo, en la seccion 6 estan las conclusiones.
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2. Teoria de Campos Conformes

La primer parte de esta seccién sera un resumen bastante béasico y escueto de los
ingredientes principales que conforman la construccion de modelos sigma no lineales
y modelos de WZW. Para esto, empezaremos con la descripcion canénica de la cuer-
da cerrada, obtendremos su espectro e introduciremos las interacciones y los modelos
sigma no lineales. Luego de eso, describiremos las caracteristicas principales de la
accion de WZW y sus realizaciones algebraicas asociadas. Para una introduccion al
tema més amplia y precisa referimos al lector a las Refs. [10] 111, 12, [13].

En la segunda parte de esta seccion, discutiremos algunos aspectos de las funcio-
nes de correlaciéon de la teoria de Liouville. En términos de este trabajo y més alla de
la utilidad de la teoria de Liouville en el uso de la féormula de Ribault-Teschner, la
relevancia de la teoria de Liouville esta en el hecho de que es un ejemplo prototipico
de una teoria de campos conformes no compacta [49] y por lo tanto las técnicas para
calcular funciones de correlacién en esta teoria seran empleados repetidas veces en
el resto del trabajo. Por otra parte, los modelos que consideraremos son verdadera-
mente deformaciones de la teoria de Liouville acopladas a materia con carga central
¢ =14 (1), lo que hace conveniente considerar la teoria de Liouville. En particular,
y a modo de ejercicio calcularemos la funcién de particion de esta teoria.

En la ultima parte de esta seccion repasaremos algunas caracteristicas del modelo
de WZW en el coset SL(2,R)/U(1) y una férmula que relaciona las funciones de
correlacion de este modelo con las funciones de correlacién de la teoria de Liouville.

2.1. Teoria de cuerdas y modelos sigma no lineales
2.1.1. Punto de partida

El punto de partida en el estudio de la teoria de cuerdas es la idea de generalizar
la dindmica de una particula puntual a un objeto de una dimension mas: la cuerda.
La accion que describe el movimiento de una particula relativista esta dada por la
longitud de la linea de mundo que describe en su movimiento,

dXHdXv
SP - _m/dT \/_npu dr dr (21)

donde m es la masa cuya identificaciéon proviene del limite no relativista, 7,, es la
métrica de Minkowski y

N dXPAXY = dI?, (2.2)

es el elemento de longitud de la linea de mundo. Esta accién es invariante ante
reparametrizaciones 7 — 7/(7) e invariante de Poincaré. Las ecuaciones de movi-
miento cldsicas provienen de variar la accién respecto a las coordenadas X* (u =
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0,1,...,D — 1), quedando

=0 con U'u = ?? (23)

U dX* dxdxv\ "

dr dr ( Ty > ’
La accién S, posee dos desventajas importantes. La primera, es la raiz que engloba
a las coordenadas, ya que ante un eventual proceso de cuantificacién de la teoria
la raiz se vuelve una complicaciéon mayor. La segunda, es que no esté bien definida
para particulas sin masa. Para escribir una accién cldsicamente equivalente a .S,
pero sin esos problemas, debemos agregar un grado de libertad mas. Consideremos
la siguiente accion clasicamente equivalente a Sy

S, = 1/2/dT (6(7)1%%% - 6(7)m2> : (2.4)

Esta accion, posee las mismas ecuaciones de movimiento de la accién anterior para las
coordenadas X*, pero soluciona los dos problemas que mencionamos recientemente.
Si la variamos respecto al nuevo campo e(7) obtenemos

dX* dXV¥

N VY dr dr
o) = - (2.5)

y, si insertamos esta ecuacién de e(7) en la accién S, recuperamos la accién anterior
Sp-

Con estos elementos en mente, surge naturalmente la primera accién que podriamos
escribir para describir la dinamica de una cuerda. Si generalizamos el concepto de
linea de mundo que describe una particula en su movimiento al de “hoja de mundo”
que describe la cuerda al moverse, podemos escribir la acciéon como el drea que barre
la cuerda. Asi obtemos la accién de Nambu-Goto

Syag =T / drdo v/—h (2.6)

M

donde T es una constante (la tensién, se utiliza también T = 1/(27a/)), M es la
variedad de la hoja de mundo, 7 y ¢ son las coordenadas con las que se parametriza
la hoja de mundo y h es el determinante de la métrica inducida por el espacio
(Minkowski por ahora) en la hoja de mundo dado por

hab = nuyﬁaX“abX”. (27)

Esta accién posee simetria de Poincaré y simetria ante difeomorfismos (7,0) —
(7'(r,0),0'(7',0’)). Lamentablemente tiene el mismo problema que la accién S, al
poseer derivadas bajo una raiz. Para eso introducimos nuevos grados de libertad
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independientes (7,,) como hicimos anteriormente, y escribimos una nueva accién
clasicamente equivalente a Syg

Adrad
M

1
Sp = /dea V=710, X 0, X", (2.8)

donde 7y, es la métrica de la hoja de mundo (diferenciar con la inducida) y es
independiente. Esta es la accion de Polyakov. La misma posee las simetrias de Syg
que ya mencionamos. Sus ecuaciones de movimiento también son equivalentes a las
de la accién anterior. Si variamos la accién respecto de v,, obtenemos la ecuacion

1

hab = é’yab’y(:dhcda (29)

y al insertar esta ecuacion en la accién de Polyakov, recuperamos la accion de
Nambu-Goto. Ademas de las simetrias de la accion de Nambu-Goto, la accién de Pol-
yakov posee una simetria adicional, esta es la simetria de Weyl en dos dimensiones:
la accién es invariante ante la transformacion

Yab (T, 0) = eQw(T’U)%b(T, o), (2.10)

para w arbitrario y dejando fijas las coordenadas X*. Una consecuencia de esta
invarianza es la anulacién de la traza del tensor de energia momento (el cual se
obtiene variando la accién respecto a la métrica v,). Al variar la accién teniendo
en cuenta los términos de superficie se puede ver que hay dos condiciones de con-
torno consistentes para imponer a los extremos de la cuerda. Una condicién es la
de periodicidad y asi uno describe las cuerdas cerradas, y la otra condicion es la
muy conocida condiciéon de Neumann que describe cuerdas abiertas cuyas puntas
son libres de moverse.

La accién de Polyakov es el punto de partida para el estudio cuantico de la teoria
de cuerdas. A partir de un cuidadoso proceso de cuantizaciéon de esta teoria libre
(sin interacciones), se puede obtener el espectro de movimiento de la cuerda cuyos
modos representan distintos tipos de excitaciones que identificamos con particulas.
Luego, a través de la integral funcional de la accién de Polyakov, se pueden estudiar
las amplitudes de dispersion de las cuerdas interactuantes.

Ademas del término ya descripto en la accién de Polyakov existe otro término
que se puede agregar que respeta todas las simetrias antes mencionadas. Este es

1
AY = )\4— /dadT\/—”yR, (2.11)
T
M

donde R es el escalar de Ricci de la variedad bidimensional M. La simetria de
este término ante difeomorfismos (6 — 0% (0%)) es evidente, puesto que la medida
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de integracién es invariante (d?c/—7 = d?0’\/—7') y el escalar de Ricci, como su
nombre lo dice, es un escalar (R’=R) ante estas transformaciones. Por otra parte,
la invarianza ante transformaciones locales de Weyl no es para nada obvia. Para ver
esto explicitamente tomemos una transformacion de la forma y notemos que
el integrando de transforma como

(—=Y)2R' = (=9)*(R — 2V?w). (2.12)

Pero observemos que el término adicional con el factor conforme w, es una derivada
total, ya que
(—=)'?Va0" = Ba[(—7)"/*0"]. (2.13)

Por lo tanto, si la variedad que consideramos, no tiene bordes, la integral de la deri-
vada total se anula y tenemos que es invariante local de Weyl. Si la variedad
tuviera bordes, no seria invariante de Weyl por si solo, pero, agregando el
término de Hawking-Gibbons recuperariamos la invarianza local de Weyl. Por lo
tanto, corregido con el término de Hawking-Gibbons nos queda

1 2 N1/2 1 /
)\47r d*o (—y)/*R+ )\27T ds k, (2.14)
M oM

donde ds es el tiempo propio a lo largo del borde en la métrica v,,, v k es la cur-
vatura geodésica de la variedad. Con ese término extra, garantizamos la invarianza
local de Weyl sin importar la variedad. Segin el teorema de Gauss-Bonnet, en dos
dimensiones, coincide con una propiedad topoldgica de la variedad. Esto es

1 1
X:E d20'(—’}/)1/2R+%/dSk—2p—2~g_b_C’ (215)
M oM

donde p es la cantidad de partes conexas, g es el género de la variedad, b es la
cantidad de bordes y ¢ la cantidad de identificaciones cruzadas. Esta es la llamada
caracteristica de Euler. La relevancia de se entenderd mejor al estudiar las
interacciones de las cuerdas.

2.1.2. Cuerda cerrada: Cuantizacién y espectro

La forma maés rapida de obtener el espectro de la cuerda es eliminando la redun-
dancia que tenemos en nuestra descripcién, producto de las simetrias ante repara-
metrizaciones (difeomorfismos) y de Weyl. Para esto, definimos las coordenadas del
cono de luz en el espacio tiempo

', con i=2,..D—1 y zt= (xo £ x1), (2.16)

1
V2
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y tomamos un “calibre” particular imponiendo (calibre del cono de luz)
T=2", 0,70 =0, det(yw)=—1, 7,(7,0)=0. (2.17)

Las tres primeras condiciones hubieran fijado el calibre si la cuerda fuera abierta,
mientras que la cuarta es necesaria para eliminar las traslaciones del parametro o
mod(l) (I es el largo de la cuerda) dependientes de 7 en la cuerda cerrada. A pesar
de esto, todavia queda la libertad de trasladar el origen de ¢ con una constante
independiente de 7. Utilizando este calibre, el lagrangiano queda

l _
L= —%%G&x (1) +

T | do (Vou0- X'0. X" — 7, )0, X'0,X"),  (2.18)

donde (1) es el valor medio a lo largo de la cuerda de X~ (7,0). El momento
conjugado a x~ es

oL l
—_ — + p— —_ -—_—
p=="r §(0rx~) omal 177 (2.19)
y el conjugado a X*(7,0) es
’ oL  p*
IT" = Xt 2.2
eSO (220)

Con estos momentos conjugados, podemos obtener el Hamiltoniano
H=p 0.2 + /da ;0. X" — L, (2.21)

y luego obtener las ecuaciones de movimiento para X (p™ es un momento conser-
vado): .
(0%, — 20*;)X' =0, con c=1/12ra'p") (2.22)

Como sabemos que las soluciones de la ecuacion de onda son las exponenciales de
Fourier, desarrollamos los campos X en esas soluciones y con coeficientes que son
operadores. Para este desarrollo tenemos en cuenta las condiciones de contorno de
cuerda cuerda cerrada; nos queda

7

Xi(r,0)=2"+ P —7+i(a 12)12 %
pt

_ 2min(o + c7) 1., 2min(o — cT)
SO T CT)y | ZG1 exp (- 2T — €T 2.2
XZ,#O( oyexp (- TMTET) 4 Lt e (- ZTE ) 0y

donde z* y p’ son la coordenada y momento del centro de masa y se definen como el
valor medio integral a lo largo de la cuerda de X" y II* respectivamente. Los opera-
dores o y & son independientes entre si. Para cuantizar, imponemos las relaciones de



Pag. 16 Seccion 2

conmutacion a tiempos iguales entre las coordenadas y sus momentos conjugados,
esto es

[z, pt =i =—i, [X'0),IV(c")] =i6“6(0c — o). (2.24)
Utilizando los desarrollos de estos campos obtenemos los conmutadores de los modos
de Fourier

[z, ] =167, (o', an] = m8 o,

(@l al] = mé 8, . (2.25)
Para cada indice superior (i, referido a la direccién del espacio), inferior (m, refe-
rido al nimero de arménico), sin la tilde ~ (excitacién izquierda) y con la tilde
~ (excitacion derecha), estos modos satisfacen el dlgebra de un oscilador arménico
cuantico bosénico. El vacio (|0, 0, k)) de esta teorfa se define como el auto-estado de
los operadores de momento (con auto-valor k = (k*)) que es aniquilado por todos
los modos « y & con arménico positivo (operadores de destruccién), esto es

p'0,0, k) = k*|0,0,k), pT)|0,0,k) = k10,0, k),

a'n]0,0,k) =0, &.,00,0,k)=0 V¥V m>0 (2.26)

Luego, cualquier excitacién del vacio se puede escribir aplicando los operadores de
9
creacién al vacio que definimos. Si escribimos el hamiltoniano en términos de los
modos obtenemos
p'p
_|_

1
H =
2pt  ptd

3 ol _al, + 3 & al+A+ A, (2.27)
(St s St v a04)

donde A y A son constantes que provienen de la ambigiiedad del ordenamiento de los
operadores de creacion y destruccién. Por otra parte, se puede ver que el operador
de masa es

m2 — 2p+H _pipi _ (Zai—nain + Z&%_n@; _|_A_|_/~1> —
n=1 n=1

) . .
SINHN+A+A), (2.28)

donde N y ]Sf son la cantidad total de excitaciones izquierda y derecha. Las cons-
tantes A y A puede obtenerse al intentar recuperar el algebra de Poincaré con los
operadores que deﬁnimosﬂ Dado que estamos en un calibre en el que la invarianza
no es evidente, la cuenta es tediosa; aqui presentamos el resultado:

2—D

A=A="2 (2.29)

4Los valores de A y A también se pueden obtener regularizando la energia de vacio
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Habiamos dicho que el calibre no estaba completamente fijo, ya que teniamos la
libertad de trasladar el punto de origen de la coordenada o que recorre la cuerda; por
lo tanto, pedimos que en los estados fisicos se anule el operador de estas traslaciones.
Esto es, el operador

l

P = —/da I;0,X" = QTW(N — N), (2.30)
0

aplicado a los estados fisicos, debe dar cero. Razon por la cual, los estados fisicos
deben satisfacer que N = N.

Con todos estos ingredientes, podemos construir el espectro de la cuerda. Si
aplicamos el operador de masa al estado que definimos como vacio de la teoria
obtenemos el estado mas “liviano” que es

2—-D
0,0,k), m*= , (2.31)

60/

cuya masa es negativa para D > 2. A este estado se lo denomina taquion, por
poseer m? < 0. Para construir el siguiente estado debemos aplicar los operadores de
creacién del primer arménico. Ademas debemos recordar que el estado debe tener la
misma cantidad de excitaciones izquierdas y derechas. Por lo tanto, el estado sera

o 26— D
i 167,100, k 2 = . 2.32
« la—1| s Yy >7 m 6o ( )

Como los estados internos forman una representacion (tensorial) del grupo SO(D —
2), esos estados deben componer una representaciéon no masiva del grupo de Lorentz.
Por esta razén, como m? = 0, tenemos que D = 26; la dimensionalidad del espacio
tiempo es una consecuencia de la consistencia de la teoria. Por otra parte, este estado
tensorial no es una representacion irreducible. Al mismo, lo podemos descomponer
en un tensor simétrico sin traza, uno antisimétrico y un escalar correspondiente a la
traza. Estos tres estados no se mezclan ante las rotaciones. Las particulas asociadas
a estas excitaciones son el Gravitén (tensor simétrico), el campo de Kalb-Ramond
(tensor antisimétrico) y el dilatén (traza). El resto de los estados del espectro son
todos masivos e infinitos.

En conclusién, pudimos obtener el espectro no masivo (o con masa cuadrada
negativa) de la cuerda cerrada bosonica en el espacio de Minkowski. Los estados que
obtuvimos fueron: el taquién, el gravitén, el campo de Kalb-Ramond, y el dilaton.
También llegamos a la conclusion de que la tunica forma consistente de formular
esta teorfa es en 26 dimensiones (dimensién critica). Més adelante veremos que esta
condicién se relaja si consideramos fondos no triviales en los cuales formular la
dindmica de la cuerda.
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2.1.3. Interacciones y modelos sigma no lineales

Segun vimos mas arriba, la teoria de cuerdas posee varias simetrias a nivel clasi-
co. Se puede ver que la teoria se puede formular para que las anomalias que surgen
al cuantizar, asociadas a esas simetrias, se anulen consistentemente para satisfacer
requisitos de indole fisica (como la invarianza de Lorentz). Es por esto que, cudnti-
camente, la teoria de cuerdas es una “teoria de campos conforme”. Conforme, en
el sentido de que posee invarianza ante las transformaciones del grupo conforme
bidimensional (rotaciones, dilataciones y transformaciones conformes especiales) en
la hoja de mundo. Una de las tantas ventajas operativas de esta simetria, es que
una teoria de campos con simetria conforme y formulada en la topologia de un ci-
lindro (cuerda cerrada) posee un isomorfismo entre sus estados y el conjunto de sus
operadores’}

V) — /d20 Y2V (0) (2.33)

En el caso que veniamos estudiando, el operador de vértice asociado al taquién es
Vo = 2/d20 A 2K X (2.34)
y para el espectro no masivo de la teoria, el operador de vértice asociado es
Vi = é / o AP (Vs + 1€ a,,) (0, X 0, XY ™ X)) + o/ pRe™ Y] (2.35)

donde s,, es un tensor simétrico, a,, es un tensor anti-simétrico y ¢ una constan-
te. Con estos elementos podemos introducir las iteracciones en la teoria de cuerdas
bosénicas cerradas. La forma mas sencilla de estudiar las interacciones es a través
de la integral funcional. En ella, consideramos los estados asintéticos de las cuer-
das como descriptos a través del mapa estado-operador recién explicado. Estamos
pensando que cada fuente de la interaccion es una perturbacion local en la hoja de
mundo; cada cuerda entrante y saliente de la dispersién es descripta por la integra-
cién de los operadores de vértice V;(k, o), donde k (-k) es el cuadrimomento de la
cuerda entrante (saliente), y j es el estado interno de la cuerda. Luego la amplitud
de dispersion esta descripta por el valor de expectacion de vacio de las integrales en
los puntos de insercion de estos operadores, esto es

Sjl...jn(kl'-kn) = /H d20i7<0i)1/2v'¢(ki7 Ui) . (236)
i=1

Para calcular este valor de expectacién utilizamos la integral funcional. Antes de
escribir la misma, recordemos que en (2.11)) habifamos especulado con agregar un

5De aqui en més tomaremos una hoja de mundo euclidea
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término a la accién. Esta, nos habia quedado S = Sp+ Ay, donde x (en una variedad
de dos dimensiones como la hoja de mundo) es el invariante topolégico denominado
caracteristica de Euler y A es una constante cuyo significado se aclarara mas adelante.
Si solamente consideramos superficies cerradas, compactas (interacciones de cuerdas
cerradas) y orientableﬂ, las interacciones que pueden ocurrir solamente pueden ser
descriptas con las topologias de la esfera, el toro, y demas superficies con creciente
género (o numero de manijas). Por otra parte, los campos independientes a integrar
son las coordenadas X* y la métrica de la hoja de mundo v, pero por la simetria
de calibre del grupo conforme, debemos procurar escribir la integral funcional de
manera de no sobrecontar estados fisicos. Teniendo en cuenta todo esto, podemos
escribir formalmente la amplitud de dispersién como

DX D =
Sivein(brkn) = > / \TV e SP X / [[ o (0)'?V; (ki o3) (2.37)
Topolog. CKG i=1

La cuestién en la que nos queremos enfocar ahora y la razon por la que escribimos
esta expresion formal, es para introducir los modelos sigma no lineales. Antes de
eso, hagamos un razonamiento en analogia a la particula puntual. Supongamos que
queremos generalizar la accion para describir el movimiento de la particula en
un espacio curvo con una métrica G, Es ficil ver que si reemplazamos 7, por G
es decir, escribimos

na

S, = 1/2 / dr (em—lGW(X)%df —e(T)mQ) | (2.38)

las ecuaciones de movimiento describiran las geodésicas del espacio, y eso es efec-
tivamente lo que uno espera. Si extendieramos esta idea a la accion de Polyakov,
escribirifamos

1
Spc = —4 //d20' ﬁyabGW(X)ﬁaX“E)bX”. (239)
T
M
Sin embargo, uno podria preguntarse si esta generalizacion es licita en el caso de
la cuerda, ya que el graviton es también parte del espectro de esta. Para ver que
esta inclusiéon tiene sentido, escribamos la exponencial de la accion que aparece en
la integral funcional utilizando una métrica de la forma G, (X) = 7, + puw(X). La

exponencial sera

|
exp (—Spc) = exp (—Sp) (1 ~ /d2<f V2 0 (X) 00 X0, XY + )
T
(2.40)

6Las cuerdas cerradas no orientables poseen un espectro un poco diferente del que estamos
interesados, pero pueden ser consideradas igualmente.



Pag. 20 Seccion 2

Sorprendentemente, aparecen en el desarrollo de la exponencial sucesivos operadores
de vértice del gravitén si hacemos la identificacion

pu(X) = —dmwe* s, (2.41)

Visto al revés, la exponenciacion de los operadores de vértice nos llevé a una pres-
cripcién para acoplar a la cuerda a un fondo no trivial compuesto por un estado
coherente de gravitones. Vemos entonces que existen formas, que son consistentes
con la descripcion de las interacciones, para describir la dinamica de la cuerda en
un fondo no trivial. Si considero un fondo no-trivial compuesto por todo el espectro
con m? < 0 la accién que nos interesa es

S, ! / oy (VG0 (X) + €™ B (X)) 0. X 0, XY + o RO(X) + V(X)) ,

 Adwod
(2.42)
donde G, es la métrica del espacio tiempo, B, es el campo antisimétrico de Kalb-
Ramond, ® es el campo del dilatén y V(X)) es el potencial taquiénico. Observemos
que el coeficiente que acompana al dilatén es de otro orden en «'. Esto se debe a
que este término puede considerase una correccion cuantica de la accién.

Por otra parte, recordemos que para que la formulacién de la teoria de cuerdas
sea consistente, la invarianza de Weyl es un requisito indispensable. Por lo tanto, no
cualquier fondo de G, B, ® y V sera admisible en la formulacion de un modelo sigma.
Para que la invarianza de Weyl sea respetada debemos forzar que las ecuaciones (3
a todo orden en o' de la teoria se anulen. Un ejemplo de estas ecuaciones a primer
orden en o/ es

D—-26 o %

B = T EVQ(I) + o'V, dVV P — ﬂHMMH’“’A, (2.43)

donde H® = d A B® es el tensor de fuerza del campo de Kalb-Ramond. De esta
ecuacion vemos claramente que la condicién D = 26 ya no es un requisito indis-
pensable como lo era antes, ya que ciertos fondos no triviales de dimensionalidad
no critica seran descripciones de la cuerda admisibles. El fondo maés sencillo que
satisface las ecuaciones (3 a todo orden, proviene de observar que estas ecuaciones
siempre dependen de derivadas de ®. Luego, tenemos que

Gu =M, Bu =0, V=0, &=07, (2.44)

es solucion. Teniendo en cuenta que el campo ® es el que aparece acoplado a la
curvatura en la hoja de mundo, podemos ver que la constante ®( es aquella constante
que habiamos definido como A en la integral funcional de interacciones. Es decir que
el valor de X\ estda determinado por el fondo que estamos estudiando, y en general
estard dado por el valor medio del campo del dilatén. Por lo tanto, este valor,
determina la intensidad relativa de las interacciones cuando las comparamos para
topologias con distintas caracteristicas de Fuler y.
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2.1.4. Modelos de Wess-Zumino-Witten

Ahora que tenemos una prescripcién para formular la teoria en fondos no tri-
viales, queremos encontrar una forma precisa para formular modelos con ciertas
simetrias en los fondos que nos interesan. Una forma de partir de una simetria para
obtener un fondo es estudiando las llamadas variedades de grupo. Son variedades
que estan asociadas a un grupo de simetria y donde las isometrias de la variedad
son los elementos del grupo. Dado un grupo G de dimensién d paramentrizado con
elementos g € Gy generadores 7%, con a = 1, .., d, la métrica d-dimensional asociada
a este grupo esta dada por

ds* = Tr[(g 'dg)?], (2.45)

donde T'r es la traza invariante de alguna representacion del grupo. La idea es pues
considerar que los elementos g estdan definidos sobre la hoja de mundo g : ¥ — G.
Por lo tanto la forma de acoplar la métrica a la parte cinética de la accién de la
hoja de mundo, de manera de formar un fondo coherente sobre el que la cuerda se
desplaza es tomando la accién

Sw = —4& / &’ 7'y Tr(8.gg™ ' Ohg9 ] (2.46)
" )

Esta acciéon describe un modelo sigma no lineal de una cuerda moviéndose en un
métrica dada por . La teoria es globalmente invariante ante la accién de los
elementos de G, x Gg, esto es, es invariante ante ¢ — grggr ™', con gr, € G y
gr € Ggr. Sin embargo, estamos tomando un modelo sigma no-lineal y sabemos que
no todos describiran fondos que respeten la simetria de Weyl. Si escribimos la teoria
en el calibre conforme (esto es con 7% = e“§%), la teoria cldsica deberfa tener dos
corrientes (izquierda y derecha) que fueran conservadas. La razén de esto es para
que se mantenga la simetria conforme de la hoja de mundo. Si variamos la accién
respecto a g, las ecuaciones clasicas de movimiento que obtenemos son

0*J, = 0*(g '0.9) = 0. (2.47)

Luego, si definimos las corrientes en las coordenadas conformesﬂ (zy 2z) como J =

g '0gy J =g '0g, la ecuacién (2.47) es
0J +0J = 0. (2.48)

Vemos entonces que las ecuaciones de movimiento de la accién (2.46)) no nos llevan
a la conservacion independiente de las corrientes izquierda y derecha. Si una se
conserva, la otra también lo hace, pero no independientemente una de otra. Para

"Las coordenadas conformes son z = 7 +i0, 2 =7 — io, 0 = 0,, 0 = O3, en la hoja de mundo
euclidea.
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solucionar este problema, agregamos un término a la accion; es el llamado término
de Wess-Zumino:

1

Mg = 53 [ o e Trlg 0,55 g 0.3, (2.49)

B

donde B es tal que 0B = X y g es la extension de ¢ en la regién B. Se puede ver
que al variar la accién original junto con el término de Wess-Zumino y utilizando el
teorema de Stokes, se llega a la conservacién independiente de las corrientes izquierda
y derecha, si a estas las definimos asimétricamente como

J=JT"=kg'0g, J=J,T"=—k0gg ", (2.50)

y si el coeficiente relativo entre la accién original y el término de Wess-Zumino es
elegido apropiadamente. La accion completa, llamada de Wess-Zumino-Witten es
entonces

El término de Wess-Zumino da cuenta del acoplamiento de la cuerda con el campo
de Kalb-Ramond que hay que considerar para que el fondo sea admisible para la
propagacion de la cuerda. Cuando la extension de la hoja de mundo ¥ a la region
B no es tnica, sucede que el coeficiente k& solamente puede tomar valores enteros.
Por otra parte, la presencia de un acoplamiento con el dilaton es admisible en esta
teoria, pero su inclusion es una correccién cudntica de primer orden.
Las corrientes satisfacen la siguiente expansion en producto de operadores
(OPE’s)
ko e

J(2)Jb(2)) ~ +

CETIE R (), (2.52)

donde f%¢ son las constantes de estructura del grupo G definidas segiin su algebra
[T T° = ifeeTe. (2.53)

Las conservaciones de las corrientes implican su analiticidad, por lo tanto podemos
desarrollar las corrientes J, y J, en serie de Laurent

o0 (e 9]

Jz)= Y Jith TR = ) JuE (2.54)

n=—oo n=—oo

Multiplicando por z™ (™) e integrando alrededor de z = 0 (2 = 0) obtenemos los

modos

1
Ji = — ¢ dz 2" J,(2), (2.55)

™ 92m
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y andlogamente para J%. Estos modos satisfacen un algebra afin que es el algebra
de Kac-Moody de nivel k (también llamada algebra de corrientes)

k
a b1 __ - rabc yc ab
[, I = af " d o, + 5715 On—m- (2.56)
Para obtener un tensor de energia momento de esta realizacion algebraica se utiliza
la construccion de Sugawara-Sommerfield. La misma consiste en escribir al tensor
de energia momento como una forma bilineal de las corrientes, de manera que satis-
faga con estas los OPE’s que uno espera. El tensor de energia momento segin esta

construcciéon es
1

= méab J2)J(2) 1, (2.57)

Tw(z)
donde @ es el casimir cuadratico de la representacion adjunta de G,

Q(Sad - _fabcfcbd- (258)

De esta forma tenemos que el OPE entre el tensor de energia momento y las co-
rrientes es

JU) LT o) ~ 0. (2.59)

Tw(z)J(2) ~

(2 — 2)? z—2"

Dado que el coeficiente del término que va como J%(2')(z —2') "% es 1 en el OPE con
el tensor Ty holomorfo y 0 para el anti-holomorfo, las corrientes J* son entonces
campos primarios con peso conforme (1,0). Esto era lo que esperabamos al construir
el tensor de energia momento. Por otra parte, de esta construccion, esperamos obte-
ner el dlgebra de Virasoro para los modos de Laurant del tensor de energia momento.
Efectivamente, si escribimos los desarrollos de Laurent de las corrientes dentro del
Tw(z), y corremos apropiadamente uno de los indices de la suma obtenemos que los
modos del tensor de energia momento estan dados por

1
L, = A 2.60

donde estos se definen a partir de

Tw(z) =) Lnz > (2.61)

Utilizando (2.60) podemos obtener el algebra de los generadores L,

[Lus L) = (1= ) Lo + 15 (m* = )5, (2.62)
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2kd
2k+Q°

que de cualquier algebra de Kac-Moody de la forma podemos construir un
tensor de energia momento cuyos modos satisfacen el dlgebra de Virasoro. La carga
central la podriamos haber obtenido también del OPE del tensor de energia momento
consigo mismo:

donde ¢ =

Este es el algebra de Virasoro de carga central c. Vemos entonces

c/2 2T (%) oT (%)

T()T() ~ (z —2')4 + (z—=2)2 (-2

(2.63)

Este desarrollo es el OPE que satisfacen los tensores de energia momento de cual-
quier teoria de campos conformes para algin valor de la carga central c. Por ultimo
completamos el dlgebra con el conmutador de los modos del tensor de energia mo-
mento con los modos de las corrientes

(L, Jp] = —mdJy

ny “m n+m

(2.64)

Vemos entonces que el modelo de WZW es un modelo sigma no lineal que mas
alla de la forma precisa en la que podemos escribir su accion, posee una estructura
algebraica muy rica. Otro tipo de modelos relacionadas con el modelo de WZW son
los modelos de WZW calibrados. Estos se conforman a través de la construccion
GKO que consiste en agregar a la accién un término que “calibra” un subgrupo del
grupo original G. No cualquier subgrupo es admisible en esta construcciéon debido
a ciertas restricciones de libertad de anomalias. En particular, los grupos abelianos
como el grupo U(1) son admisibles como subgrupos; justamente, en este trabajo,
estudiaremos ciertas propiedades del modelo de WZW en el coset SL(2, R)/U(1)(x
tiempo).

2.2. Teoria de Liouville y las técnicas del gas de Coulomb
2.2.1. Campo de Liouville acoplado a materia con ¢ = 1(+1)

La teoria de Liouville aparece naturalmente en la formulacién de la gravedad
cuantica en dos dimensiones y en la formulaciéon a través de la integral de camino
de la teorfa de cuerdas [50]. Esta es una teoria de campos conformes [51l 52] cuya
accion es

5[]:i/d22(35 L QRp+4n eﬁW> (2.65)

ool = - p0p + 5 s QR + dmp :

donde 1 es un parametro positivo real llamado “la constante cosmolégica de Liouvi-
lle”. El pardmetro de la carga de fondo toma el valor Q@ = b+b~! de manera de hacer
que el potencial barrera de Liouville /Le\/ib‘/’ sea un operador marginal. En el calibre
conforme, el término del dilaton lineal Q) Ry, que involucra al escalar de Ricci de la
hoja de mundo R, debe ser entendido como el objeto tiene en cuenta el acoplamiento
de la hoja de mundo que recibe una contribucién de un punto en el infinito. La teoria
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esta globalmente definida una vez que uno especifica las condiciones de contorno, y
esto puede hacerse imponiendo el comportamiento

© ~ —=2v2Qlog |z|, si |z| >> 1, (2.66)

que es compatible con la topologia de la esfera. En las teorias de campos conformes en
dos dimensiones y escritas en coordenadas complejas, las transformaciones del grupo
conforme son funciones holomorfas (anti-holomorfas) de z (). Bajo transformaciones
holomorfas el campo de Liouville transforma de una manera que depende de Q:

d
si z— w entonces ¢ — p —/2Qlog |d_w| (2.67)
2

Ahora queremos obtener explicitamente el tensor de energia momento de la parte
libre de la teoria. Para esto tenemos que llevar la accion a la forma en la que
explicitamente aparece la métrica. Esta sera:

1 1 1
Sul0) = 4 [ &= Vil oustne + J5QRy) (2.68)

donde utilizamos que /g = 1/2 en el calibre unitario. A pesar de que el espacio
es plano para casi todo z, el término que tiene el R no es nulo ya que da cuenta
del acoplamiento de ¢ con la curvatura en el infinito. Por ende, mientras el escalar
de curvatura R (y el tensor de Ricci) aparezca en expresiones integrales, lo tengo
en cuenta. Pero cuando aparezca en la expresion de un campo evaluado en las
coordenadas de la hoja de mundo, puede considerarse nulo.

Para obtener el tensor de energia momento necesitaremos las siguientes féormulas:

2 05;
Tab _ =
\/g(sgab

6(v/9) = %\/Eg‘“’égab (2.70)

(2.69)

09° = —g" 9" 0ga (2.71)

5(eR) = (0°0°0 — g°0.0°0)dgas (2.72)

donde en la ultima expresiéon utilizamos que la curvatura es nula en expresiones
locales (se tir6 Ry Ry, v reemplazamos las derivadas covariantes por derivadas
ordinarias). Usando estas férmulas nos queda que la variacién de la accién libre al
variar la métrica

1 1
05.0] = / d*z /g [Zg“”g“ié‘csoé‘w — g™ 0.0+
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1
+—0Q(9%0%p — ¢™0,0°0) | 6 gup.- 2.73
\/5@( -y ©) | 0gab (2.73)

Por lo tanto usando (2.69)) tenemos que

1 1 1
Tur = 2= 0cp0°0gab — = 0apOop + ——V2Q(uDsp — gus0e0p). (2.74)
8T 4dm dm
En coordenadas complejas se define el tensor de energfa momento como 7 (z) =
27T, entonces obtenemos

T(z) = —5(00) + %a%. (2.75)

De aqui que el OPE del tensor de energia momento consigo mismo es

(1+6Q%/2 2T(w) 8T (w)
Cowit | Gow?r (c—w)

T(2)T (w) ~ +reg, (2.76)

de donde obtenemos que la carga central de la teorfa es ¢ = 1 +6Q? (c.f. (2.63)). El
1 en esta expresién es debido al término cinético de la accién y el 6Q? es debido al
término del dilaton lineal.

En este trabajo estaremos interesados en acoplar al campo de Liouville un
campo bosénico U(1) representado por un término adicional ﬁ f d?20X0X en
la accion . Aun maés, podriamos incluir también una direcciéon “temporal”
—ﬁ [ d*20T OT. Asi, la nueva carga central de la teorfa estarfa dada por

c=2+4cp =3+ 6Q%

donde ¢y, se refiere a la carga central de Liouville previamente obtenida. Los objetos
importantes de esta teorfa son los operadores de vértice exponenciales [53]

Va(z) X V21X (2)+1V2poT (2) _ o V200(2)+iv2p1 X (2)+iv2poT (2)
Y

que resultan ser operadores locales de dimensién conforme h = a(Q — a) + p? — p?

con respecto al nuevo tensor de energia momento 7 (z) de la teoria libre,

T(2) = %(8T)2 - %(8X)2 - %(&p)z + Qa%. (2.77)

V2

En las subsecciones siguientes discutiremos sobre la funciones de correlacion de
la teoria de Liouville.
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2.2.2. Funciones de Correlacién: Definicion

Trataremos con las funciones de correlacién de la teoria de Liouville y obtendre-
mos una expresion integral de estas. Luego, como caso particular desarrollaremos la
funcién de particion. El hecho de que la funcion de particion de la teoria de cuer-
das en dimensién critica sea nula no nos tiene que confundir: cuando la teoria de
cuerdas esta formulada en un background no-trivial, su funcién de particién no es
necesariamente nula.

En particular, calcularemos la funcion de particién de la teoria de Liouville en la
topologia de la esfera. El calculo resulta ttil como la base para construir la funcién
de particion de otras teorias no tan sencillas. Por ejemplo, Liouville acoplada a un
campo escalar con ¢ = 1, puede utilizarse para describir una teoria de cuerdas en un
fondo de taquiones o incluso en una geometria no trivial. Independientemente de las
teorias similares a Liouville como el ejemplo recién mencionado o como la teoria de
Sine-Liouville, el formalismo que desarrollaremos aqui, conocido como Formalismo
del Gas de Coulomb, es ttil también en el estudio de las interacciones en la teoria
de cuerdas formulada en el coset SL(2,R)/U(1).

A pesar de que haremos el calculo de la funcién de particién de la teoria de Liou-
ville solamente como un ejercicio, se detallaran las cuestiones referidas al cédlculo
puesto que en las siguientes secciones trabajaremos en analogia a esta seccién.

La parte no trivial de las funciones de correlacion de la teoria estd dada
por las funciones de correlacién de la teoria de Liouville [52] 55 56l (57]. Estas se
definen como el valor de expectacion de vacio del producto ordenado temporalmente
de operadores exponenciales del tipo taquidnico:

N
AL = (Ve oVamwen)) / Do o Selid TT v2eiez0)
2 Splul 4 H

(a1ye.aN | 21402
=1

(2.78)

Donde los operadores exponenciales eV20ie(z) gon campos primarios sin espin
cuyo peso conforme es

Ay=0a(Q—a) con Q=b+0b". (2.79)

Esta definicién estda motivada por dos razones. Por un lado, dado que el campo
© no transforma linealmente ante transformaciones conformes en la hoja de mundo
las estructuras y simetrias de sus funciones de correlacién no seran tan ricas ma-
tematicamente como si lo seran las funciones de correlacion de las exponenciales de
w. Por otra parte el operador exponencial de ¢ se interpreta fisicamente como un
modo de momento del taquién.

Utilizando las prescripciones de campos libres desarrolladas por Dotsenko y Fa-
teev [58, 59, y por Goulian y Li [60] podremos expresar la integral funcional ([2.78))



Pag. 28 Seccion 2

como una integral funcional de un producto de operadores pesados con la expo-
nencial de la parte libre de la accién de Liouville. Antes de hacer eso, necesitamos
obtener el propagador libre de esta teoria.

Sin abordar el problema en toda su complejidad, mediante un argumento senci-
llo, podemos adelantarnos a la dependencia funcional que tendran las funciones de

correlacién ([2.78)) con respecto a fi.
Tomemos ([2.65) y hagamos la siguiente transformacién:

In i

o —p— ﬁ (2.80)

El término de las derivadas de ¢ no cambia, el término de la perturbacion expo-
nencial hace que se absorba la constante p y ademas surge un término extra en el
la parte de Ry que se puede integrar usando el teorema de Gauss-Bonnet

i d*r JgR =2(1 — g). (2.81)

La accién transformada serd

QA—g)lnp

; (2.82)

Esta transformacién, no modifica la integral funcional (2.78]), ya que la medida
de integracion es invariante:

N
AL ] = / (Digle 1 T V2o =

=1

N
(073 . . _ Q(l—g)In
H e\/iaz‘P(Zz)e_S[ufl]"—#

—
S
‘6\
s

2]
=
(e
S
L
ﬁ\

—
S
s
[q)

|
|
=

(2.83)
Por lo tanto, tenemos que
N
. i(@(l—w—zl az) .
A(al,...,aN zl,...,zn)[/JJ] =M B A(a1,...,aN z1,...,zn)[:u = 1} (284>

Con esta sencilla transformacion obtuvimos la dependencia exacta de las funcio-
nes de correlaciéon con la constante p. A este procedimiento para obtener el escaleo
de las constantes de acoplamiento se lo denomina escaleo KPZ.
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2.2.3. Correlador de la teoria libre

Empezamos con el funcional generatriz de vacio de la teoria libre,
WolJ] = N / Dip oSt @2)0(2), (2.85)

de donde podemos obtener las funciones de correlacion de la teoria libre haciendo
derivadas funcionales.

SEWo[J]
6J(21)...0J (1)

= <90(21)'-'§0<2n)>SL[0} : (2.86)

J=0

Para hacer este célculo, no tenemos en cuenta la carga de fondo () puesto que la
contribucion de este término en el correlador de la teoria libre solamente da cuenta
de las condiciones de contorno. Pensando en términos de un producto interno en el
espacio de funciones cuadrado-integrables de la forma

(f.9) = / 2z f(2)g(2). (2.87)

reescribimos el exponente (en coordenadas reales) de la integral funcional

—5110] +/d2zJ(z)g0(z) = —%/d?z (Dpd) +/d22J(z)gp(z) =

— o [ s @) (0,005~ ) e +2 [ T@)ele). (289

Esta expresion, en términos del producto interno y escrita en la exponencial sera

o (=500 + [@2a060)) = e (500 40) +00). (289
con la identificacién:

Alx —a') = inabaaa'bﬁ(m _) vy p=2J(x). (2.90)

Escrito asi, podemos utilizar la férmula de la Gaussiana:

/Dso exp <—%(907A90) + (p, 90)) o exp (%(pA‘lap))), (2.91)
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donde el factor de proporcionalidad es irrelevante puesto que lo absorberemos en N

La ecuacién (2.91) nos dice que precisamos la inversa de A para completar el
calculo. Para obtenerla observemos que la operacién inversa en el espacio de funcio-
nes esta dada por

/fjA@—@A*@—xqzﬁu—fx (2.92)

Por lo tanto, si introducimos la expresion de A en (2.92)) e integramos por par-
tes dos veces, obtenemos que A~! es una funcién de Green del Laplaciano en dos
dimensiones:

0,0°A™ (v — 2') = —470*(x — 7). (2.93)

La funcién de Green que satisface esta ecuacién, con las condiciones de contorno
adecuadas es
ANz —2') = —2In|z — 2|, (2.94)

que, volviendo a coordenadas complejas, se escribe sencillamente como
ANz =)= -In[(z - ) (- 7)) = —2In|z — 7| (2.95)

A este propagador se lo asocia nominalmente con la interaccién de un gas de
Coulomb ya que el equivalente en 2 dimensiones al potencial ¢ o 1/r es una inter-
accién que va como In(r). Ahora que tenemos la inversa de A y utilizando
escribimos el funcional generatriz

WolJ] = exp (% / a2 J(2) A (x — z’)J(z’)) | (2.96)

De aqui podemos obtener en particular la funcion de correlacién de dos puntos del
campo ¢

(e@)syo = | = A7) = 2wl (207

J=0

Este correlador Coulombiano de la teoria de Liouville libre lo utilizaremos en
repetidas oportunidades a lo largo del trabajo. Es necesario hacer dos observaciones
relevantes respecto a este correlador. En primer lugar, como deciamos antes, si la
carga de fondo () es nula, la cuenta hubiera dado exactamente el mismo resultado.
En segundo lugar, se puede probar que si el término cinético hubiera llevado el signo
opuesto, entonces el correlador hubiera dado también con el signo opuesto. Esto es
importante en teorias como con mas de un campo escalar y con signos de
diferencia en los términos cinéticos de la accién. Estas diferencias entre los signos
se interpreta fisicamente, en el contexto de un modelo sigma no lineal, como la
diferencia entre un campo de una direccién temporal y otro espacial.
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2.2.4. Integracion del modo cero

Ahora que ya conocemos el correlador basico de la teoria libre volvemos a la
teoria de Liouville con la perturbacion exponencial. La idea es integrar el modo cero
del campo . Al hacer esto, la expresion de la integral funcional se expresara como
la funcién de correlacion en la teoria libre de los operadores exponenciales originales
junto con una cantidad dada de operadores de apantallamiento, también exponen-
ciales, pero integrados.

Tomemos la expresién de la funcion de correlacion (2.78)) e integremos por sepa-
rado los modos oscilatorios y los modos constantes (modos cero) del campo . Es
decir, escribimos

v = ¢ + po. (2.98)

Con este cambio, la accién transforma como
Sulu) = Sel0) + VEQuo(1 — g) + e [ iz e/, (2.99)

con g el genero de la hoja de mundo y habiendo utilizado el teorema de Gauss-Bonnet

(c. E5).

Por otra parte, los operadores exponenciales transformaran como

N ﬂ(f) ai) vo N ,

[[evzeetd =e A= [ eV, (2.100)
i=1 i=1

Utilizaremos g = 0 para hacer el cdlculo en la geometria esférica. Con todo esto

y definiendo V, = [d?*z eV2¢(2) escribimos la integral funcional con los modos
oscilatorios y constantes separados:

N
, ﬂ(_z Oéz'—Q)tPo N L
Al awletn) = / Dy'dgpy e 5tle = exp(—peY V) [ [ eV =),
=1

(2.101)
Ahora si, a partir de esta expresion queremos realizar la integral del modo cero.
Especificamente, resolver la siguiente integral:

N
ﬂ(_z a;—Q

©
I[¢'] = /dwo e\ ) Oexp(—ueﬁb“@(’%/). (2.102)

— 00

Para eso utilizamos la identidad

exp(—ueﬁb@OV@/) = /dU eV Us(U — eV20), (2.103)
0
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y la introducimos en ([2.102))

oo oo N
\/§<Z Oéi—Q> %o
Il¢'] = / dpo / dUe \= e Ve US(U — eV20), (2.104)
—00 0

Transformamos la delta de Dirac utilizando §(f (o)) = d(po — @o)/|f'(o)|; con @
la raiz de f(po).
r T ﬂ(% Q) 1
a;—Q | o
1] = (V2b) ™! / d%/dU Ule \= e Ve Us (g — 75 In U) (2.105)

—0o0 0
De esta forma es trivial integrar en la variable . Haciendo eso nos queda

L N
0 Q_zgl o)t

[e.9]

I[¢'] = (\/ﬁb)lde U

0

e VeV, (2.106)

Esta integral tiene una expresion cerrada que es

N s s
I[¢') = (V2b) ' w'T(=s)5 ( P2 e %) J T T, 2aom
i=1 k=1 k=1

habiendo usado la identidad

/ dU U te™ VU = a7"T'(z). (2.108)

0

Introduciendo (2.107)) en (2.101]) obtenemos que

..........

N s s
/Dgo e SL[0] H eV 20ip(2i) / H d2wk H eV2be(wi) (2.109)
i=1 k=1 k=1

La delta de Dirac nos esta indicando una conservacion que relaciona los momen-
tos de los operadores taquidnicos originales (a;) con el nimero (s) de operadores de
apantallamiento que aparecieron al integrar el modo cero del campo. Observemos
que el exponente de p en la funcién de correlacién coincide con el predicho por el es-
caleo KPZ si tomamos g = 0. Reescribamos la conservacién de una forma sugestiva:

s N
Db+ a=Q. (2.110)
k=1 =1
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La ecuacion nos permite hacer una interpretacion fisica interesante. Al
parecer la teoria de Liouville con la perturbacion exponencial se puede pensar como
una teoria libre en la que los taquiones reales interactiian entre si y con un dado
nimero (s) de taquiones del condensado del fondo. Estos taquiones del condensado
son “virtuales” (pues estan integrados), poseen un momento fijo (b) y su nimero
depende del nimero y momento de los taquiones reales segun (2.110f). Ademas,
(2.110]) nos dice que el momento total de los n taquiones reales mas el momento total
de los s taquiones virtuales es siempre igual a una constante que es la llamada carga
de fondo. Parece entonces que el término del dilatén lineal introduce un momento

adicional —() en las interacciones entre taquiones.

Independientemente de la interpretacion fisica de la ecuacion (2.109)), la expre-
sion esta mal definida en principio. Cuando calculamos la integral del modo cero y
reescribimos los operadores taquiénicos hicimos la siguiente asuncion:

(/ d*w eﬁb¢(w)) = /Hdgwkneﬁb“’(w’“). (2.111)
k=1 k=1

Pero para escribir la potencia de s de esa manera, estamos asumiendo que s es un
entero. Por otro lado la conservacién dada por la delta de Dirac nos dice que s no
es necesariamente un entero. Aun si asumiéramos que el valor de s dado por la
conservacion es entero, la I'(—s) que aparecié al integrar el modo cero tiene polos
en los enteros negativos y la expresion estaria mal definida.

Por todo esto, para poder continuar la cuenta y aprovechar que el cdlculo de
funciones de correlacién se simplifico a pesar de los problemas con el nimero de
operadores de apantallamiento, asumiremos que s es lo suficientemente genérico y
continuaremos la cuenta hasta poder llegar a expresiones regulares en s. De esta ma-

nera, estariamos haciendo una especie de continuacién analitica en s de la expresion
(2.109).

Notemos que podemos escribir (2.109) de la siguiente forma:

w = (V20) (=) (s + b7 (o + .. + aw) = b7'Q)

(1,05 N |21 50002

s s N
/ I *ws <H Vet TT eﬁai¢<2i>> . (2.112)
k=1 k=1 Sr[0]

i=1

Escrito asi vemos claramente que tenemos que calcular el valor de expectacion de
vacio de un producto de operadores exponenciales en la teoria de Liouville libre. Por
lo tanto, utilizando medidas Gaussianas, técnicas de campo libre y herramientas
como el teorema de Wick podremos llevar este valor de expectaciéon a una expre-
sion integral concisa. Para esto tenemos que entender como contraer los operadores
exponenciales en la teoria libre.
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2.2.5. Producto ordenado de operadores exponenciales

Dado que conocemos (¢(21)¢(22))s, 0] queremos calcular valores de expectacién
del tipo

p
<H eam@<2m>> . (2.113)
S1.[0]

m=1

Empecemos primero por calcular el valor de expectaciéon de dos operadores. Desa-
rrollamos en serie las exponenciales

2 CY3

<€a1<p(z1)ea2<p(z2)>SL[O] — <(1 + agp(z1) + ()[2—1!4,0(21)@(;,'1) + 3—1!4,0(21)@(21)@(21) +...).
(1 + 02p(2) + Gre(=)e(=) + Fre(@e(=)el) + ) (@2114)

En este caso, de todos los productos que resultan, y al hacer todas las contracciones
utilizando el Teorema de Wick solamente quedan los términos que mezclan el mismo
nimero de operadores ¢(z1) v ¢(22). Si tomédsemos potencias distintas del primer y
segundo paréntesis nos quedarian operadores sin contraer.

Por otra parte, al hacer las contracciones, el nimero de ellas orden a orden
coincide exactamente con uno de los coeficiente factoriales que acompanan a los
términos. Por ejemplo el orden 3 del producto es

“_1‘3 (1) (21)(21) O‘—ﬁg (22)(22)p(22) :3!0‘1,—3‘,)‘23@(@)@(@))3&[@-
(% ) (% )., = 5

Sr[0]
(2.115)
El desarrollo completo entonces queda

a1p(z1) jazp(z (061062)2
(e 1o(21) oo 2)>SL[O] =1+ araz(p(21)p(22)) g, 0 + T(go(zl)gp(22)>2SL[m+

(041042)3

3!

Pero ahora que ya conocemos el valor de (¢(z1)¢(22))s, 0] podemos escribir

(p(1)p(22))’s, g + ... = em s lEeEls 0, (2.116)

<eo‘“"(zl)ea2“&(zz)>sL[o} = |21 — 29| 7M1 (2.117)

El desarrollo para dos exponenciales es el mas sencillo. El problema es cuando
tenemos 3 o mas exponenciales. En ese caso, no solamente sobreviven los térmi-
nos que combinan orden a orden los términos del desarrollo de cada exponencial.
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Habra entonces que tener en cuenta todos los posibles productos que no dejen opera-
dores sin contraer. Vamos a realizar la cuenta con tres exponenciales para entender
la mecanica general para un nimero arbitrario de ellas.

Primero desarrollamos en serie las tres exponenciales

a’ a’

(ereCaleheleeee) o — <(1 +ap(za) + 5rp(za)e(za) + 5re(za)e(za) p(za) +--0)-

(14 bp() + Dola)ola) + oo(a)olalea) + ).

(L4 eplze) + Zyp(z)elz) + grolzoe(ze)p(z) + “'>>sm (2.118)

La idea ahora es combinar los términos de los tres paréntesis e ir juntando orden
a orden todos los que no dejan ningin operador sin contraer. Los mas triviales son
los ordenes 0 y 1:

1+ ab{p(za)p(26)) 5,10 + ac{p(2a)p(ze)) s, (0] + be(p(26) P (2e)) 5100 (2.119)

El orden 2 no es tan trivial porque aparecen combinaciones de distintos ordenes
con contracciones de Wick que agregan factores

2! 2!

1 {2 !
21 (ﬁa2b2<¢(za)w(2b)>2sﬂo] + 5“202@(%)%(%))2&[01 + 5b2c2<90(zb)9"(20)>25d01+

+2a2bc<90(2a)90(2’b)>sL[o]<<P(Za)90(zc>>sL[o] + 2b2ac<g0(za)g0(zb)>SL[O}<gp(zb)<p(zc))sL[0]+

+2alp(z)p(2)) s, <s0(2b)<p(zc)>sL[o]> . (2120)

Pero afortunadamente todos esos términos forman un trinomio cuadrado perfec-
to. El orden 2 entonces queda

%(ab(@(za)w(%»&[m + ac{p(za)p(2c)) s, 0] + bc(go(zb)go(zc)>5L[0]>2. (2.121)

Anélogamente se puede ver que el orden k serd un trinomio de la k-ésima potencia
perfecta de la forma

%(ab@(za)@(%»&[m + ac(p(2a)p(zc)) s 0] + bc{ap(zb)go(zc»sdo])k. (2.122)
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Evidentemente la suma de todos los ordenes sera una exponencial del trinomio:

(PN ERCI) = eGPy actplealesyorsbelptlotechsy o,
L

(2.123)
que utilizando la funcién de correlaciéon de dos campos ¢ nos queda

<6as0(za)eb<,0(zb)ecs0(zc)>SL[0} — |Za _ Zb|—2ab|za . ZC|—2ac|Zb . ZC|_2bC. (2.124>

Podemos inducir a partir de las dos ecuacidnes anteriores como sera el valor
de expectacién para un numero arbitrario de operadores exponenciales. La férmula
general es

P p—1,p
<H eam“"(z"b)> = exp (Z @i@j<<ﬁ(zi)‘ﬂ(2j)>8L[O])
m=1 Sp[0]

1<j
p—1p
= ] Iz — 2l (2.125)
1<j

2.2.6. Funcion de particion de la teoria de Liouville

Ahora que sabemos calcular funciones de correlacion de operadores exponenciales
en la teoria libre, podemos evaluar la expresién (2.109). Utilizando la propiedad
(2.125)), las funciones de correlaciéon nos quedan

A(Lal,...,aN|zl,...,zN) = (ﬁb)ilﬂsl—‘(_‘g)(s (8 - bilQ)

N—-1,N s N,s s—1,s
H E /H d*wy, H |2, — wy,| 0o H lw, — w7 (2.126)
1<J k=1 p=1,k=1 I<m

A continuacién vamos al caso particular de la funcién de particion de esta teoria.
Es decir, no introducimos ningun operador taquiénico y solamente nos quedamos
con los s operadores que aparecieron al integrar el modo cero. La expresion integral
a la que llegamos en este caso particular es

s s—1,s
ZLg:0 = (ﬂb)’lusl“(—s)é (s — b’lQ) /H d*wy, H |w; — wml’w. (2.127)
k=1 l<m

Para ser mas precisos en como calcular explicitamente esta integral debemos
considerar el hecho de que al calcular la funcién de particién con la integral funcional
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debimos tener en cuenta el sobre-conteo de estados fisicos producto de la libertad
de calibrado del grupo conforme. Para compensar el volumen del grupo conforme de
Killing SL(2,C) tenemos que considerar que tres de los operadores exponenciales
que contrajimos, estaban insertados en los puntos z; = 0, 29 = 1, 23 = 00. Por ende,
el niimero de operadores a integrar serd m = s — 3 = —2 + b~ 2. Teniendo en cuenta
esto, la funcién de particion sera

s—1,s

Lo = (V2b) L™ 30 (=m — 3) hm |23|4/Hd2wk H lwy — w7 (2.128)

<m
Desarrollando la doble productoria y tomando el limite nos queda que

m—1,m

Z% 4o = (V2b) T (—m—3) / [Td*we TT lwi—wa = [Tl 7 1w, 7
k=1 r=1

<m
(2.129)

Esta integral tiene una solucién para valores de m enteros. La misma es del
tipo Dotsenko-Fateev y se puede encontrar en [59]. En principio, nosotros queremos
resolver esta integral para valores de m genéricos (idem a valores genéricos de s);
por eso, tomaremos que m es entero a lo largo de la integracién y luego haremos una
extension analitica del resultado para valores arbitrarios de m. Usando la férmula
integral B.9 de [59] tenemos que

Z" gm0 = (V20) 7 T (—=m = 3)T(m + 1)y (1 = p)

m m—1
< [TGe) [T v+ @+ D)p)y(=1 = (m+3+1)p), (2.130)
i=1 i=0

donde definfmos que p = —b? y que la funcién + se define a partir de la I' ordinaria

como y(z) = I'(z)/T'(1 — z). Tenemos que trabajar esta expresiéon para hacer la
continuacion analitica en m. Asi como esta escrita, sigue estando mal definida para
valores no enteros de m. Notemos que m = —2 — 1/p, por lo tanto

I'(—=1—(m+3+1i)p) =T(—p—ip).
Si corremos algunos indices de las productorias podemos escribir que

m m+1

7" gm0 = (V20) T (=m=3)T (mA+ )7y (1=p) [ [ 1(ip)v(=ip) [ [ +*(1+ip).
i=1 i=2
(2.131)
Ahora escribamos explicitamente el ultimo producto
m+1
[T (1 +ip) =71 +20)7(1 + 3p)..y (1 + mp)y(1 + (m + 1)p), (2.132)

=2
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que, si lo leemos al revés, es facil ver que

Y14+ (m+1)y(1+mp)y(1+(m—1)p)..v(1+3p)y(1+2p) = ny (1+(m+1—7r)p).

(2.133)
Y ademés
m—1 m m
H7 I1+(m+1-r)p) = H7(1+(m—|—2—7")p) :H7(—rp). (2.134)
r=0 r=1 r=1
Por lo tanto
m+1 m
12 +ip) =] (=rp). (2.135)
=2 r=1
Ahora utilizamos la propiedad (1 + x) = —x?y(x) para reescribir la primera
productoria de (2.131)):
ﬁv(w)v(—m) — ﬁ ! 571 —rp)y ﬁ ( D™ (2.136)
r=1 r=1 (T’p) r= 1 + m)me

Y ademas, la segunda productoria de (2.131)) se puede escribir usando ([2.135):

[Tr(=ro) [] T +rp) =2*(=p) [] D(=ro) [ T +rp) = 2(=p).  (2.137)

Combinando ([2.136]) y (2.137)) tenemos que la funcién de particién es

ZF g0 = (V2b) P (=m=3)L (m+ 1) 7™y ™ (1= p)(—=1)"T > (14+m)p~*"7*(—p).

(2.138)
Si ahora utilizamos las siguientes propiedades de la ~:
12+p ) ==+ p (A +p7h)
11 =p)==p*1(=p) v (=1=p)=—(1+p)*y(=p), (2.139)
podemos reescribir la funcion de particion mas compactamente como
1 —b? b?))Q/b

T 2mQy () (b?)
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Esta es la funcion de particion para la topologia esférica de la teoria de Liouville.
Este resultado no trivial coincide exactamente con el que se encuentra en [61] E| La
funcién oscila con frecuencia creciente y amplitud decreciente cuando b? tiende a 0
y a 1. Se puede utilizar la formula asimptoética de Stirling, n! ~ n"v/27mne™, y la
identidad I'(z)I'(1 — x) sin(wx) = 7 para verificar que, para u fijo, la funcién no se
anula en esos puntos. Una de las caracteristicas intrigantes de la expresién ([2.140))
es el hecho de que no manifiesta la autodualidad que la teoria de Liouville parece
tener ante la transformacién b — b~!. Para comprender mejor esto es conveniente
comparar el calculo recién presentado con el calculo analogo en el que uno considera
la funcion de tres puntos cuya expresion general es

|2(h3—h2—h1 |2(h1—h2— |2(h2—h1—h3)

(2.141)
y luego toma los tres momentos iguales a b. Se puede probar entonces que la constante
C cumple que

AL(al,ag,a3|Zl,Z2,Z3) - C(Oél, a9, Oég) ’Z12 )|223 ha) |Z31

7
du’

C(b,b,b) = — (2.142)
Integrando esta expresién tres veces se puede obtener la funcién de particién (este
es el metodo utilizado en [61]). La diferencia entre ambos célculos viene dada por
la presencia de un factor I'(—s) = I'(—m — 3) en (2.109). Como mencionamos, este
factor proviene de la integracion del modo cero del campo ¢, pero podria pensarse
como si proviniera del problema combinatorio de permutar todos los operadores de
apantallamiento. Para s entero, este factor se puede escribir como

T(—s) = (—1)°T(0)/s!, (2.143)

donde el factor divergente I'(0) da cuenta de la divergencia debido a la direccién no
compacta de Liouville. Por otro lado, en el caso de calcular la constante C'(b,b,b),
a diferencia del célculo directo de Z,—o, el factor andlogo deberfa ser I'(3 — s) en
vez de T'(—s) dado que uno debe dividir por la permutacién de s — 3 cargas de
apantallamiento. Por lo tanto, tenemos que

C(b,b,0)/Zy—0 = T(3—5)/T(~5) = —s!/(s — 3)l = —(b~2 + 1)b2(b~2 — 1). (2.144)

Esto es consistente con el hecho de que % = —C(b,b,b) ~ u?/*=3. En conclusién,
este problema combinatorio pareceria ser el causante de la perdida de la autoduali-
dad de Liouville en su funcién de particién.

En [61] la funcién de particién fue obtenida por un método diferente, y sin
embargo el resultado es el mismo. En definitiva, la prescripcion del formalismo del
gas de Coulomb, que involucraba la resolucién de la cuenta independientemente de

8Si se compara el resultado obtenido aqui con el de [61] se puede ver una diferencia en un factor
V2. Esta diferencia tiene que ver con la normalizacién del campo ¢ utilizada en cada caso
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las inconsistencias que surgian con el niimero s, resulto ser eficiente para calcular
esta funcion de particién.

Ahora, estudiaremos otra teoria de campos conformes que es también una pieza
crucial en nuestra discuciéon: la teoria de campos que describe el modelo sigma del
agujero negro 2D.

2.3. La teoria de cuerdas en el agujero negro 2D
2.3.1. La accion y la imagen semiclasica

La teoria de cuerdas en dos dimensiones presenta varias propiedades interesantes
que hacen de ella un territorio ideal para el estudio de sus dnalogos de méas dimen-
siones. Un ejemplo de esto esta dado por la soluciéon de agujero negro 2D encontrado
en las Refs. [65] [66]. Este agujero negro viene acompanado de una configuracién de
dilaton lineal, y resulta ser un fondo exacto en el cual se puede formular la teoria de
cuerdas. De hecho, el modelo sigma que describe al agujero negro resulta ser la teoria
de WZW calibrada (inglés: gauged) del nivel &k del coset de grupos SL(2,R);/U(1)

[65]. Una revisién excelente de este modelo puede ser encontrada en [10].

La descripcién de la hoja de mundo para la teoria de cuerdas en un fondo con
una métrica y una configuracion dilatonica, una vez fijado o = 2, es

Sp = i d*z (G (X)0X"9X" + RO(X)), (2.145)

donde los indices u, v = {1, D = 2} recorren las dos coordenadas del espacio tiempo,
cuya métrica es G, (X). La accién estd escrita en el gauge conforme. El término del
dilatén R ®(X) debe ser entendido como aquél que tiene en cuenta la contribucién
proveniente del acoplamiento de los campos X con la curvatura de la hoja de mundo.
La anulacion de las funciones (3 a un loop requiere que

Ry, = V,V,®, (2.146)

siendo R, el tensor de Ricci asociado a la métrica del espacio tiempo G,. Dado
que la teoria de cuerdas en el agujero negro 2D corresponde al modelo de WZW
en SL(2,R),/U(1), admite una descripcién algebraica exacta en términos de las
corrientes del algebra conforme de la teoria de WZW; comentaremos esto en la
siguiente subseccion. En el limite semiclasico, que es gobernado por el régimen de k
grande, la version euclidea del fondo es déscripta por las siguientes configuraciones
de la métrica G, y del dilatén ®:

ds®> = k (dr® + tanh®r dX?),  ®(r) = ®y — 2log (coshr). (2.147)

Es bien conocido el hecho de que la geometria del agujero negro euclideo es la
de la superficie de un cigarro semi-infinito embebido en un espacio plano en tres
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Figura 1: Geometria del agujero negro euclideo.

dimensiones, que asintéticamente se parece a un cilindro (Ver Fig. . La coordenada
angular de ese cilindro es X . La coordenada r es aquella que va a lo largo del cilindro,
yendo desde = 0 (la punta del cigarro, donde la teoria de cuerdas esta fuertemente
acoplada) hasta r = co (donde el acoplamiento de la cuerda e®™ tiende a cero).
Para obtener una idea semiclasica de esta geometria, consideremos el régimen de k

grande, redefinamos la coordenada radial como cosh? r = M ~1eV?*¢ y reescalemos
la coordenada angular X por un factor 1/2/k, entonces la métrica es

ds® = 2 (1 + Me™ W’“@) dip? +2 (1 ~ Me™ 2/’“%0) dX?, (2.148)

que asintéticamente parece un cilindro de radio R = \/m El parametro M esta re-
lacionado con la masa del agujero negro, y puede ser fijada a cualquier valor positivo
trasladando . Considerar correcciones finitas de k lleva a un corrimiento en k y lue-
go la métrica y el dilaton resultan corregidos. En ese caso, el dilaton es

B(p) = D — log M +V2Qp, Q= (k—2)""2

Por lo tanto, la teoria de cuerdas en el agujero negro euclideo 2D puede ser semi-
clasicamente descripta por una deformaciéon de la teoria del dilaton lineal

— 1 2 3 > L 5 .
So = ym d“z (E)XE)X + 00y 2\/§QR<,0) ; (2.149)

y, de acuerdo a ([2.148)) y teniendo en cuenta las correcciones de k finito, esta defor-
macién corresponde a perturbar la accién (2.149) con un operador del tipo gravitén
[22]

O =M 0X0X e V¥, (2.150)

esto es correcto a menos de un operador trivial en BRST[| de la forma

50 ~ dpdyp e V3%, (2.151)

9Es decir, que es puro calible en la cohomologia BRST.
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En estos términos, la teorfa puede ser en principio soluble (ej. sus funciones de corre-
lacién calculables) utilizando las técnicas de campos libres, dando asi correladores
libres del tipo Coulombiano

(p(21)p(22)) = (X (21) X (22)) = —2log |21 — 2a]. (2.152)

El operador es usualmente llamado “operador de masa del agujero negro”,
y es de hecho un operador normalizable; uno podria preguntarse si su insercién
estd permitida ya que crearia deformaciones no-locales en la hoja de mundo. Las
perturbaciones consideradas en Ref. [6] exhiben caracteristicas similares. La inclu-
sion del operador en la accion tiene que ser pensada como valida en un
contexto semiclésico, por ejemplo, en el sentido de que puede demostrarse que es
equivalente a la representacion en campos libres del modelo de WZW.

Por lo tanto, en la regién donde ¢ es grande (donde la teoria estd débilmente
acoplada) tenemos que el modelo sigma que describe a la cuerda en el agujero negro
2D coincide con la accién

1 2
S() + E/d z O (2.153)

Lo sorprendente es que existe una forma de ver que el operador describe al
modelo sigma del agujero negro dilaténico mas allad de la aproximacién semiclasica.
Para hacer esto, es necesario argumentar que esa accion describe sin ambigiiedades
la teoria completa mas alla del limite débil, por ejemplo, que reproduce las funciones
de correlacion exactas. Esto parece dificil de probar; sin embargo, existe una forma
elegante de mostrar que la perturbacion corresponde a la teoria en el fondo
del agujero negro. Esta se apoya en la descripcion algebraica de la teoria de WZW
en SL(2,R),/U(1) x Ry es bastante directa: La clave estd en que se puede mostrar
que la accion ([2.153)), una vez suplementada con el operador trivial en BRST 6O y
un bosén tipo temporal libre

1 2 —
— / d2z OTAT, (2.154)

esta relacionada con la realizacion de campos libres de la accién del modelo de WZW
en el grupo SL(2,R); a través de una rotacién del grupo SO(2,1) dada por

[k ko2 [k —2
\/7u—z <;5 X =- 2 @U—FZ T¢7
gpz\/kgz(u+iv)+¢, (2.155)

y la bosonizacién standard [67]

v ="t B =idve ", (2.156)
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con

(Bz1)7(22)) ~ (21 = 22) 7'y (d(21)d(22)) = —2log |21 — 2. (2.157)

De hecho, esto lleva a la descripcion de campos libres de Wikimoto del algebra de
corrientes de SL(2,R); en términos del dilatén lineal ¢ y el sistema (3, v de fantasmas
[68]. En estas variables, uno identifica la teoria como el modelo de WZW en SL(2,R)
con los elementos del grupo escritos en la parametrizacion de Gauss. Por ende, la
teorfa en el coset SL(2,R);/U(1) se obtiene simplemente substrayendo la direccién
temporal 7' que realiza la corriente U(1) [V

J? = By + \/¥a¢ = z'\/g@T; (2.158)

recordemos que esta es una direccion temporal, por lo que su correlador cambia de
signo y resulta ser

(T'(21)T'(22)) = +21log |21 — 2a]. (2.159)

Por otra parte, vale la pena mencionar que la teoria dual (i.e. la teorfa de Sine-
Liouville) también se define como una perturbacién de (2.149)); ver més abajo.
Concordantemente, es posible pensar a la dualidad FZZ como una relaciéon entre di-
ferentes deformaciones marginales del mismo fondo de dilatén lineal. Esta fue la filo-
sofia adoptada en [6], donde la correspondencia fue estudiada desde una perspectiva
generalizada, considerandola como un ejemplo de un conjunto de conexiones existen-
te entre las distintas deformaciones marginales de (2.149)). En este trabajo, discutire-
mos una correspondencia similar. Consideraremos perturbaciones que poseen modos
de momento n = 2 del potencial taquiénico y discutiremos como describe correc-
tamente las funciones de correlacion del modelo de WZW en SL(2,R);/U(1) x R.
Ademas estudiaremos la relacién entre esta perturbacion con n = 2 y la dualidad
estandard de FZZ, que involucra modos con n = 1.

2.3.2. Espectro de la cuerda en el agujero negro 2D y su relaciéon con
las cuerdas en AdS;

El espectro de la teoria de cuerdas en el fondo del agujero negro 2D corresponde
a un cierto sector del espacio de Hilbert del modelo de WZW en SL(2,R),/U(1),
y por lo tanto estd descripto en término de ciertas representaciones de SL(2,R); ®
SL(2,R);. Los estados de las cuerdas estdn descriptos por los vectores ‘(I);dmm> que
estan asociados a operadores de vértice ®¥,, -, donde j, m, y m son indices que
etiquetan los estados de las representaciones del grupo. Para poder definir la teoria

de cuerdas, es necesario identificar cual es el subconjunto de representaciones que

10 Alternativamente, podria agregarse un bosén adicional, andlogo a X, de manera de realizar el
calibrado, ver [24] 25].
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debe ser tenido en cuenta. Ese subconjunto debe satisfacer ciertos requisitos [[7} En
el caso de la teoria libre, estos requisitos estan asociados a la normalizabilidad y
unitariedad de los estados de las cuerdas. Al nivel de la teoria de interacciones,
se le pide propiedades adicionales como la clausura de las reglas de fusién y las
propiedades de factorizacién de las funciones de N puntos, etc.

El modelo de WZW en SL(2,R); estd detrds de la descripcion de la teorfa de
cuerdas tanto en el fondo del agujero negro 2D (a través de la construccién del coset)
como en el espacio AdS3. De hecho, estos dos modelos estan intimamente relaciona-
dos, pero son diferentes. En el caso del agujero negro, los estados del espectro estan
etiquetados por el indice j de las representaciones de SL(2,R), con los indices m y
m dentro de la red

m—-—m=mn, m+m=—kw (2.160)

con n y w numeros enteros, y el peso conforme del operador de vértice dado por

Gy m® GG+ W)_ (2.161)

<h’h):(_ﬂ+?’_ﬁ+7

Por otra parte, la teoria de cuerdas en el espacio AdS3 puede ser descripta en térmi-
nos del modelo de WZW en el producto entre el coset SL(2,R);/U(1) y un bosén
libre del tipo temporal [69], para que la hoja de mundo esté formulada en un fondo
que resulte del producto entre el tiempo y el agujero negro euclideano. Esto se logra
agregando una contribucion ﬁ [ &*z OTOT a la accién , y agregandole a
los operadores de vértice un factor

eV i (mt sl (2.162)

que lleva la carga de la corriente asociada a la direccién T'. En ese caso, los operadores
de vértice en AdS3 tienen dimension conforme dada por

B i1 I (i1 i
(h,h) = (—J(kj% —mw — ZW2’ _% —Tw — Zuﬂ) (2.163)

que corresponde a agregar al peso conforme la contribucion

(m+kw/2)?  (Mm+ kw/2)2) (2.164)

(6h,6h) = (— p ,— p

de la parte del tipo temporal de la construccién del coset. En algiin sentido la teoria
de cuerdas en el agujero negro 2D se puede pensar como la teoria en AdS3 pero

"Para ver una discusién interesante de teorias de campos conformes no compactas consultar
9]

12 Por otra parte, uno puede describir la teoria de cuerdas en el espacio AdSs en término de
la realizacion de las variables de campos libres de Wakimoto mencionada arriba. En términos de
estos campos la métrica de AdSs3 es ds®> =k (d¢2 + e2¢d'yd7).
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teniendo restringida la energia de “bulk” (bulto) a cero: m + m + kw = 0. Por lo
tanto, tenemos la teorfa de cuerdas en el fondo time x SL(2,R);/U(1) como una
realizacién adecuada de la teorfa en el espacio AdSs |71l [74] [73], [75]. Sin embargo,
existen algunos obstaculos que hay que superar antes de profundizar en la inter-
pretacién del modelo de WZW. Aun en el caso de la teoria libre, considerar fondos
lorentzianos curvados no compactos es algo para nada trivial. Al construir el espacio
de estados, el principal obstaculo con el que uno se encuentra es el hecho de que, a
diferencia de lo que ocurre en el espacio plano, en espacios curvos, las restricciones
de Virasoro no son suficientes para desacoplar los estados de norma negativa. En
los primero intentos por construir el espacio de estados de una teoria consistente
en AdSs, se agregaron algunas restricciones ad hoc adicionales a los vectores de las
representaciones de SL(2,R); de manera de desacoplar los fantasmas. Los vectores
de las representaciones de SL(2,R) estan etiquetados con un par de indices j y
m, y aquellas restricciones adicionales (requeridas como condiciones suficientes para
la unitariedad) implicaban un limite superior para el indice j de algunas represen-
taciones, y consecuentemente un limite superior poco natural para el espectro de
masa. El enfoque moderno al problema de los estados de norma negativa, también
incluye restricciones de ese tipo, aunque en este caso, eso no implica poner cotas en
el espectro de masa como sucedia en el enfoque antiguo [71]. La cota superior para
el indice 7 de las representaciones discretas, usualmente llamado “cota unitaria” |
es 1 —k < 2j < —1. En el caso de AdS; euclideo, el espectro de la teoria de cuer-
das estda dado por las series continuas de SL(2,C), parametrizada por los valores
j= —% +iX con A € Ry con m real. El caso de AdS3 lorentziano es aun mas rico y
su espectro estd compuesto tanto por una serie continua Cy’* como por una discreta
D;J’i. La serie continua C{ tiene estados con j = —1 +idcon A € Ry m —a € Z,
con o € [0,1) € R (como en SL(2,C)). Por el otro lado, las representaciones discre-
tas DF¥; satisfacen que j = £m — n con n € Zsg. Otro ingrediente importante en
la construccién del espacio de Hilbert es el indice w que etiqueta a los operadores
% m- A diferencia de lo que sucede en AdSs, en el fondo del agujero negro resulta
que w esta dado por . En AdSs el nimero cuantico w es independiente de la
energia cinética del bulk m+m y del moménto angular del bulk m —m, contribuyen-
do a la energia total como m +m + kw. Por lo tanto, la pregunta que surge es como
aparece el indice w en el espacio de Hilbert de la teoria de WZW en SL(2,R);. La
respuesta a esto es que, para parametrizar completamente el espectro en el espacio
AdS3 tenemos que introducir operadores “flujados” j,‘i (con a = 3, —,+), que estén
definidos a través del automorfismo de flujo espectral [71]

I =T gwdn@, JE - JE =t (2.165)

n n ntw

~

que actia sobre los generadores (J¢) originales de si(2),, que satisfacen el producto
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de Lie que define el dlgebra afin

k
[J3, T3] = —n 5 On, -

(2.166)
Luego, los estados |®;?m m> pertenecientes a las representaciones discretas Dji’” son
aquéllos que obedece

[, Tm) = =2,

n+m

+ 1k, m, [J3,J5) = +JF

n+m?

T |y = (G = m) [ B i) s o | ) = M [P (2.167)
y son aniquilados por los modos positivos

Je | @ =0, n>0. (2.168)

mim)

Los estados con m = +j representan a los estados de peso méximo (respectivamente
peso minimo), mientras que los estados primarios de las representaciones continuas
Cy* son aniquilados por todos los modos positivos. Por otra parte, los estados exci-
tados en el espectro estan definidos actuando con los modos negativos J%, (n € Zg)
en los primarios de Kac-Moody |<I>J mm> estos modos negativos juegan el papel de
operadores de creacion al crear excitaciones de la cuerda. Los “estados flujados” (es
decir, aquéllos que son vectores primarios con respecto a ja definidos con |w| > 1)

no son primarios con respecto al algebra sl( 2), generada por J?, y esto es claro de
E Sin embargo, los estados de peso maximo de la serie D+ se identifican

con los estados de peso minimo de D_}, /2 i lo que significa que el flujo espectral es
cerrado en un cierto subconjunto de los primarios de Kac-Moody.

Los estados pertenecientes a las representaciones discretas tienen un espectro
de energia discreto y representan la version cuantica de aquellas cuerdas que estan
confinadas en el centro del espacio AdSs; a estos se los llama “cuerdas cortas” y son la
contraparte (respecto al agujero negro) de los estados que se encuentran confinados
cerca de la punta del cigarro. Por otro lado, los estados en las representaciones
continuas describen “cuerdas largas” masivas que pueden escapar al infinito donde
la teoria esta débilmente acoplada. En el caso del agujero negro 2D, el indice w
tiene una clara interpretacién como la de ser un grado de libertad “asintéticamente
topoldgico” (aunque realmente no es topoldgico). Dado que el agujero negro euclideo
tiene la geometria de un cigarro semi-infinito y que muy lejos de la punta, parece
un cilindro, los estados de esa regién asintética poseen un ntimero de enrollamiento
alrededor de ese cilindro. Sin embargo, este no es estrictamente un cilindro sino
que tiene la topologia de R? en vez de R x S*, por lo que, como sucede en AdSs,
la conservacién del ntmero de enrollamiento puede ser violada en principio. Por
supuesto, el que sea posible violar w no es evidente en vistas del fondo —
(2.150)), que es confiable solamente lejos de la punta del cigarro, pero el fenémeno
puede ocurrir cuando ocurren las interacciones. En cambio, la violaciéon del ntimero

130 relaciones analogas para las representaciones reflejadas de Weyl, es decir con j — —1 — j.
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de Winding en la teorfa de Sine-Liouville se entiende claramente, y esta es debido a
la dependencia explicita de su accién con la direccién T-dual X. Volveremos sobre
esto luego. Ahora discutiremos sobre las interacciones en el agujero negro.

2.3.3. Amplitudes de dispersién de cuerdas y funciones de correlacién
en la teoria de WZW en SL(2,R);

Las amplitudes de dispersion de las cuerdas en el fondo de agujero negro 2D
estan dadas por (la integracién en los puntos de insercién de) funciones de correla-
cién en la teorfa de WZW en SL(2,R);. El primer calculo exacto de funciones de
correlacién de dos y tres puntos en esta teoria de WZW fue hecho por K. Becker
y M. Becker en [23], 25], y fue subsecuentemente extendida y estudiada en detalle
por J.Teschner en [78]-[80]. Los procesos de interaccién de los estados de cuerdas
enrolladas fueron estudiados en [72], [73], luego de que J. Maldacena y H. Ooguri
propusieran la inclusién de los estados con flujo espectral en el espectro de la teoria
[71]. Aun més, varios formalismos fueron empleados para estudiar los correladores
en esta teorfa no compacta [84]-[92]. Una de las herramientas més fructiferas para
trabajar la forma funcional de estos correladores fue usando la analogia que existe
entre estos y los de la teorfa de Liouville [83] 52 82, [84]. Otro tratamiento 1til para
calcular funciones de correlacion exactas fue el uso de la representacién en campos
libres [23, 25], 89, 00, [73, [74], [75], que para el modelo de WZW resulta ser muy similar
a lo que ya discutimos en detalle con la teoria de Liouville. Para ser concisos, descri-
bamos brevemente como es la mecanica de este tipo de calculo con “campos libres”
en el caso de la funcion de dos puntos: Consideremos las funciones de correlacion de
operadores exponenciales de la forma

oo, = eViieiVimX—iv/Em 5T (2.169)

]7m7m

(con 3 = —1 —j) en la teoria (2.149)) perturbada por el operador (2.150)), es decir

O=M <\/ %590 + i\/gﬁX) <\/ i ; 2590 + z'\/gEX) e V29 = M GG Vis?,

(2.170)
Luego, escrito en términos de los campos libres de Wakimotoﬂ o, v, v 3, la funcion
de dos puntos eq"]

<<I>;?’,m7m(zl)<1>j_’fmﬁm(22)>WZW =I'(—s)d(s+25+1) H/dzwr <7_1_j_m(21)7_1_j_m(21) X

14 No confundir el campo libre de Wakimoto que notamos (y asf se lo suele notar en la literatura)
v = v(z) con la funcién v de Euler que introdujimos en (que se define como ~(z) =
I'(z)/T(1 — x)). Hablamos del campo 7 en y de la funcién v en .

15 Para comparar con el calculo original que se puede encontrar en [23] es necesario considerar
la reflexién de Weyl j — —1 — j, que es una simetria de la férmula de la dimensién conforme.
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S

Xy T I o)y I (29) 8w ) Blwn) [ | Blwr)B(w,)) x

r=2

« <e—\/%(j+1)¢(z1>e—\/ 3 (1+0)8(2) =/ 750001 TT e~V ﬁ¢(w*)> , (2171

r=2

habiendo tomado el operador de apantallamiento insertado en w; como fijo en infini-
to, mientras que z; = 0y z3=1 (esto es andlogo a lo que hicimos cuando calculamos
la funcién de particién de la teoria de Liouville). Es facil ver que esto puede ser re-
suelto usando las integrales de Dotsenko-Fateev (una extensién analitica de estas),
y uno termina encontrando que E

_w _ T =m)(=j+m)
(0252 (1) = TG+1+mI(G+1-m)

( o (k i 2))—1—2j 7(5]’:;2)7 (2];7j21> | (2.172)

donde las funciones I', que dependen de m, provienen del problema combinatorio de
contar las diferentes formas de contraer los campos 7y con los campos 3 en (2.171]).
La expresion es el llamado “coeficiente de reflexién Ry (j,m) del modelo
de WZW en SL(2,R);” y corresponde al resultado exacto para la funcién de dos
puntos. Observemos que contiene el factor ~ (QJH) que da cuenta de los
efectos de k finito. Analogamente la expresion para la funcion de tres puntos

(%

],m m

®;)11,m1 ,m1 (Zl)®;}22,mg,m2 (’22)@;}33,m3,m3 (Z?’) >WZW I (2 173)

puede ser encontrada usando el mismo método [25]. Aun mds, algunas caracteristicas
de las funciones de cuatro puntos, como la interpretacion fisica de sus divergencias
[72], v las simetrias de cruce [52], fueron estudiadas en los tltimos seis afios, y, el
entendimiento de las funciones de correlacion, tanto en el agujero negro 2D, como
en el espacio AdSs, crecié substancialmente recientemente. Sin embargo, algunas
cosas son todavia preguntas abiertas, como por ejemplo, las propiedades de facto-
rizacion de las funcién de cuatro puntos y la clausura de la expansién en producto
de operadores de los estados unitarios. La respuesta a estas preguntas requerira un
entendimiento més profundo de la estructura analitica de la funcién de cuatro pun-
tos. La expresion general de la funcion de N puntos para N > 3 no se conoce; sin
embargo, nuevos pasos se han dado recientemente en el entendimiento de su forma
funcional debido al descubrimiento de una nueva relacién entre estos y sus analogos
de la teoria de Liouville [48] 3], [4]. Esta relacion entre el modelo de WZW vy la teoria
de Liouville es un punto clave en lo que estudiaremos mas adelante. A continuacién
la detallamos.

16 Comparar con la férmula (49) en [73], luego de hacer la reflexién de Weyl.
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2.4. Conexion entre las funciones de Correlacion de WZW
y Liouville

Existe una conexién particular entre las funciones de correlacion de las dos teorias
de campos conformes que estudiamos hasta ahora; es decir, entre las funciones de
correlacién de la teorfa de Liouville y la teoria de WZW en SL(2,R),. Esta relacién,
es un resultado recientemente obtenido por S. Ribault y J.Teschner, que encontraron
una forma directa de conectar los correladores de ambas teorias [3, [4]. La férmu-
la que probaron, es una versién mejorada de un resultado previo obtenido por A.
Stoyanovsky algunos anos antes [48]. La férmula de Ribault-Teschner (cuya forma
méas general fue presentada por Ribault en [4]) conecta las funciones de N puntos
a nivel arbol de la teorfa de cuerdas en AdSj3 euclideo con cierto subconjunto de
funciones de N 4+ M puntos en la teoria de Liouville, donde la relacién entre N y
M resulta estar determinada por el niimero de enrollamiento de las cuerdas interac-
tuantes. Aunque esta formula fue probada para el caso del espacio tiempo euclideo,
es muy probable que una extension analitica de la misma sea valida en el modelo
lorentziano. La férmula de Ribault-Teschner es la siguiente: Si ®%,, - representa a
los operadores de vértice en el modelo de WZW, y V,, representa a los operadores
de vértice de la teoria de Liouville, entonces resulta que

N M
<H q)ji,mi,ﬁ%(zi»WZW = Nk(jl,...jN;ml, ...mN)H/deT Fk(zl,...zN;wl,...wM) X
r=1

=1

([T Ve T[TV g (w)) s - (2.174)

con el factor de normalizacién dado por

27372Np ce D(—=my; — Ji)
Nie(g1, . jn;ma, ... = (mPub )" L 2.175

y la funcién dependiente de z dada por
HN |Z — |k72(mr+ml+wrwlk/2+wlmr+wrml)
- 1<r<l 1#7 ! %
- M —ETTN M k—2
[Licrar lwr = wil M TL2 T2y fwy — 22
N > 5 N4y — M — 1y 4wy (M — M ) +wr (my —17y
[l (2 —2) ( ot )
X = 7 — -
[T i@y = Z)meme
y donde el parametro b de la teoria de Liouville estd relacionado con el nivel k£ de

Kac-Moody a través de b=2 = k — 2, mientras que los ntimeros cuanticos de ambos
modelos conformes se relacionan a través de la sencilla relacién

Fi(z1,...2n; w1, ...wpy)

, (2.176)

o =bji+b+b1/2, coni=1,2,..N. (2.177)
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¢x es un factor de normalizacién que depende de k pero no de j; ver [4]. Las siguientes
restricciones también aplican:

k
mi+..my=my+..my= §(N — M — 2),

M
wit+.+twoy=M+2—N, y s=—b'(a;+..ay)+ 1)*27 + 140672 (2.178)

donde s se refiere a la cantidad de operadores de apantallamiento V}, = ue\@w que
hay que incluir en los correladores de Liouville de manera de no obtener un resultado
no nulo, c.f. . Observemos que el correlador de Liouville en el lado derecho de
(2.174) contiene M campos degenerados V_q 9, (i.e. estados que contienen descen-
dientes nulos en el médulo), que tienen dimensién conforme estrictamente menor a
cero para b positivo. Las aplicaciones de fueron discutidas en [93], 94], 33 31], y
sus generalizaciones ulteriores fueron presentadas en [95] [96]. La forma de demostrar
fue haciendo uso de la relacion existente entre las soluciones de las ecuacio-
nes diferenciales BPZ (satisfechas por los correladores involucrados en (4.32)), [76])
y la ecuacion diferencial KZ generalizada (satisfecha por los correladores de WZW
[77, 4]). Este recurso ingenioso permitié demostrar el mapa entre los correladores de
ambas teorias, sin necesidad de conocer la forma genérica de estos observables en
ambas teorias.

El diccionario expresado en la féormula jugara un papel crucial al querer
probar la correspondencia entre el agujero negro 2D y el fondo plano taquiénico en el
que estamos interesados. Al mismo tiempo, nuestro resultado puede ser visto como
una mera realizaciéon de campos libres de la férmula de Ribault-Teschner .
De hecho, en la seccion 4 describiremos como puede ser pensado como una
identidad entre la teoria de WZW en SL(2,R); y una teoria de campos conforme
de la forma Liouville x U(1) x R, para la cual la dependencia en U(1) de los co-
rreladores se factoriza dando la funcién Fy(zq,...2n;wy, ...wys) en . En esta
realizacion, los operadores V_; /9 pueden ser vistos como M corrientes de apanta-
llamiento adicionales. Los detalles de esto pueden ser encontrados en la subseccion
4.3; primero discutiremos la ya varias veces mencionada dualidad FZZ.
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3. La teoria dual FZZ para el agujero negro 2D

En esta seccion, estudiaremos el dual FZZ para el agujero negro bidimensio-
nal; esto es, la teoria de sine-Liouville. Comenzaremos discutiendo cémo esta es un
ejemplo de un fondo taquiénico para la teoria de cuerdas en dos dimensiones.

3.1. Fondos de tipo taquionico en la teoria de cuerdas 2D

Consideremos un modelo sigma no lineal en un espacio tiempo curvo con métrica
G, y en presencia de fondos tanto dilaténicos ® como taquiénicos 7E] Si agrega-
mos a la accién de la hoja de mundo un término taquidnico, el modelo sigma
toma la forma

Sp = % Pz (G, (X)0X'DXY + RO(X) + T (X)), (3.1)

donde, como antes, p, v = {1,2}; y donde ahora adoptamos la convencién de que
X' = X y X? = ¢ representando las dos coordenadas que parametrizan el espacio
tiempo. Estos campos taquionicos, dilaténicos y gravitatorios, no son completamente
arbitrarios. La invarianza conforme a nivel cuantico requiere que se anulen las fun-
ciones f3 para la accién (3.1]); y para el campo taquinico, la funcién beta linealizada
a un lazo (inglés: “loop”) es [11]

g7 = -V, V'T 42V, 0V'T — 2T =0, (3.2)

donde despreciamos potencias mas grandes de 7. Esta ecuacién, junto con las fun-
ciones ( a un loop para la métrica y el dilatén, admiten soluciones de la forma

G.U«V = 6#1/7 (I)(QO) = %907 T(X7 SO) = Z )\n e\/ianap-l-i\/ian’ (33)

con a,(Q —a,) +02 =1, Q = ﬂ Aqui, los coeficientes A, son ntmeros reales
que pueden ser pensados como los modos de Fourier del potencial taquiénico. Los
momentos taquionicos b,, se eligen de manera de ser consistentes con la condicion de
compactificacién para la direccién X ; en particular, aqui consideraremos b, = nvVk /2
y el potencial sera del tipo Toda

T(X, QO): Z )\neﬁ(li\/ﬁ\n|/2)<p+i k/2nX; (34)

n=—oo

17 Como es sabido, en dos dimensiones la expresién “taquiénico” tiene que ser entendida sélo
formalmente, ya que es el taquién es no masivo en D = 2; ver [101] para un ejemplo ilustrativo.

18Mas adelante no fijaremos b (ni Q) a ningtin valor particular para poder trabajar simultdnea-
mente con el agujero negro 2D y el espacio AdSs.
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ver (3.5) y (4.1) més abajo. De hecho, el fondo (3.3)) es el tipo de configuracién con

el que trataremos. Un caso particular que es de interés es la teoria de Sine-Liouville,
que discutiremos mas abajo.

3.2. La teoria de Sine-Liouville y la conjetura de FZZ
3.2.1. La teoria de Sine-Liouville

Como ya dijimos, la teoria de Sine-Liouville es un caso particular de un fondo
taquionico, y de acuerdo a la conjetura FZZ, es dual a la teoria de cuerdas en el
agujero negro 2D. La teoria de Sine-Liouville corresponde a perturbar la accién libre
Sp con el operador

O3 2ipyon = eV "¢ cos <\/k/25(:> , (3.5)

que es conveniente escribirlo como

Oj\ A=A = 2 e”V %LPH\/EX + 2 e”V %@—i\/g)}: (3.6)
—1=A41—=

donde X = X 1(z) — Xgr(Z). El término de interaccién 1} se asemeja tanto al de
la teoria de Sine-Gordon como al de la teoria de Liouville, y de este hecho proviene
el nombre “Sine-Liouville”. De hecho, esta teoria de campos corresponde al modelo

de sine-Gordon acoplado a la gravedad en dos dimensiones.
La interaccién de sine-Liouville (3.5]) puede ser pensada como un caso particular

de la accién 1} si el campo X se reemplaza por su T-dual X. Corresponderia

al acoplamiento Xn = A(0ps1 + 0n_1). Esta teoria de campos describe una fase de
condensacién de vortices en la teoria de cuerdas 2D. A diferencia de la geometria del
agujero negro euclideo, cuya topologia es R?, la teoria de sine-Liouville es una teorfa
de campos conformes interactuante en la topologia R x S!. Las distintas topologias
surgen porque la direccién angular del cigarro (simplemente conexo) juega un papel
crucial en la dualidad. Por otra parte, notemos que el término de interacciéon de
sine-Liouville no estd acotado por debajo, y esto estda también relacionado en tltima
instancia con la topologia R? del cigarro.

La teoria de Sine-Liouville y su relaciéon con el agujero negro 2D han sido estu-
diados extensivamente en los 1ltimos seis anos, y, como ya mencionamos, esto ha
llevado a la formulacién del modelo de matriz para el agujero negro [38]. El mo-
delo de matriz representé una herramienta muy importante para estudiar la fisica
de los agujeros negro en la teoria de cuerdas; en particular, permitié tratar con la
cuestion sobre la formacién de los agujeros negros en la teoria de cuerdas [102]. La
formulacién del modelo de matiz también permitio el estudio de la integrabilidad

de la teorfa desde una perspectiva diferente [?] y todo esto fue posible gracias a la
dualidad FZZ.

19E] agujero negro resulta ser dual a la teoria con ¢ = 1 perturbada, y, por otra parte, la teoria
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3.2.2. La conjetura de Fateev-Zamolodchikov-Zamolodchikov (FZZ)

La dualidad FZZ es del tipo fuerte-débil. El limite semi-clasico de la teoria de
sine-Liouville corresponde al limite & — 2 en la teoria de cuerdas en el fondo del
agujero negro 2D. En ese limite el agujero negro esta fuertemente curvado. Recipro-
camente, el limite semi-clasico de la teoria de cuerdas en el agujero negro 2D corres-
ponde al régimen de k grande y en este limite, la funciéon de onda de la teoria de
Sine-Liouville esta fuertemente suprimida en la direccion ¢. Quiza, la forma correcta
de pensar la dualidad FZZ es que la teoria completa es descripta por ambos modelos
(WZW vy sine-Liouvile), y cada uno domina la dindmica de la teoria en un régimen
diferente (donde la accién correspondiente es confiable como una buena aproxima-
cién). Mas alld de todo esto, vale la pena notar, que ambas teorias tienen control
sobre los observables mas alla del régimen en el que uno inocentemente pensaria.
Es decir, a pesar de que uno pensaria que la acciéon del modelo sigma del agujero
negro describe la teoria solamente en el régimen de k£ grande, resulta que el calculo
de funciones de correlacién con el método del gas de Coulomb usando operadores de

apantallamiento de la forma ~ e~ F2® reprodujo el resultado exacto incluyendo
efectos de k ﬁnitﬂ [23, 25 [73]. Por otra parta, la misma caracteristica aparece al
calcular funciones de correlacion en la teoria de Liouville [99]. Esta caracteristica
sorprendente es debida a las extensiones analiticas de las expresiones del tipo gas
de Coulomb, que es lo suficientemente poderosa como para reconstruir las expresio-
nes exactas de los correladores. Este hecho es precisamente lo que permitio realizar
pruebas de consistencia de las funciones de correlacion. Las relaciones entre los polos
perturbativos y los polos dependientes de k en las funciones de correlacion de ambos
modelos fue discutida inicialmente en [38], donde se mostré que los polos de las am-
plitudes de bulk en sine-Liouville reproducen precisamente polos no perturbativos
(con efectos de k finito) de los correladores de WZWE.

La correspondencia fuerte-débil de FZZ resulta ser una herramienta muy impor-
tante para el entendimiento de la fisica de agujeros negros en la teoria de cuerdas.
Por esto, discutamos brevemente como funciona operativamente esta corresponden-
cia. Primero, presentamos los ingredientes principales: Los operadores de vértice de

con ¢ = 1 perturbada por el potencial taquiénico resulta ser integrable con la estructura integrable
descripta en términos de la jerarquia de Toda [38].

20En la seccién pasada dimos un ejemplo de esto al calcular con este metodo la funcién de dos
puntos.

21 Sin embargo es importante enfatizar una vez més, que esos polos con efectos de k finito
pueden ser obtenidos directamente considerando la accién perturbativa de la teoria de WZW [23].
Por ejemplo, en la Ref. [73] se demostré que el cdlculo en el modelo de WZW con operadores de

la forma ~ e~V 2(F=2)% coincidia exactamente con aquéllos originalmente calculados en [23], aun
habiendo una dependencia en k opuesta a la que aparece en (12.150)).
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la teorfa de Sine-Liouville que debemos considerar son los de la formaf?]

Ty = eV EaietivimXe, (3.7)
El espectro de la teoria contiene estados que obedecen

m—-—m=kw y m+m=n, (3.8)

con n y w enteros. Los operadores (3.7) tienen dimension conforme

o (G4 om G+ m
wmw-( k—2 k' k-2 k)’

y la coincidencia con ([2.161]) muestra lo conveniente de la notaciéon. Una observacion
crucial es el hecho de que la teorfa de sine-Liouville tiene simetria bajo el dlgebra
afin sl(2). Esto se puede notar con técnicas de campo libre definiendo [91]

Ji@):(-i\/ga)(i,/%a@) eFIVETHX) J3(z):z'\/§8T. (3.9)

Estas corrientes satisfacen el OPEs

J(2)JF (w) = £——

k 2

(z—w?  (z—w)

y por lo tanto, realizan el dlgebra (2.166)) por medio de la relacién

J(2)J T (w) = T3 (w) + ..., (3.10)

1
J' = — @ dz 2 7"JY(2). (3.11)

"2

Es posible verificar que la interaccion de sine-Liouville conmuta con estas corrien-
tes, en el sentido de que los OPEs dan términos regulares. La existencia de esta
simetria es una condicion necesaria para comenzar a hablar de una equivalencia con
el modelo de WZW. El paso siguiente es el de proponer un diccionario entre los ob-
servables de ambas teorias. De acuerdo a la prescripcién FZZ, los operadores ((3.7)

22No estamos escribiendo la contribucién antiholomorfa e*V2/*mXr por brevedad; deberd ser
entendida en las férmulas que siguen a continuacén. Ademés, notemos que el vértice (3.7)) recibiria
o i /2 i/ Z (i . Sy
una contribucién extra de la forma eV F(mhe/DT+iy/F(mtke/DT o consideraramos el producto
entre la accién de sine-Liouville y una direccién temporal T'.



Seccion 3 Pag. 55

estan en una correspondencia uno a uno con aquellos operadores que desarrollan las
representaciones de SL(2,R); en la teorfa del coset, es decir

T < Pjmm, (3.12)

donde @, ,,, 7 son los operadores de vértice de la teorfa en el coset SL(2,R),/U(1),
definidos a través de su relacién con el vértice de SL(2,R)y, es decir

BY = B X €V EOEIT (3.13)
Luego, una vez que los operadores fueron introducidos, uno puede tomarse el trabajo
de realizar verificaciones perturbativas de la dualidad. Para hacer esto, uno deberia
comparar la estructura analitica de las funciones de correlacion en ambos modelos
conformes; pero, primero, uno deberia saber como calcular estas cantidades. Por lo
tanto, revisemos un poco el calculo de correladores en la teoria de sine-Liouville.

3.2.3. Las funciones de correlacién en la teoria de sine-Liouville

Para que la dualidad sea correcta las funciones de correlacién de la teoria de sine-
Liouville deberian reproducir la estructura analitica de sus analogos de WZW. Los
correladores de sine-Liouville pueden ser calculados utilizando técnicas estandard
del gas de Coulomb, y la prescripcién precisa fue estudiada en [98, [99]. Para el
caso de N < 3 estos correladores fueron integrados explicitamente. En general, se
espera que las amplitudes de N puntos de sine-Liouville exhiban polos en s_ +s, =

N . . L. .
k—EQ (1 +>0 ]i>, cuyos residuos resultan ser expresables en términos de integrales

miltiples en todo el plano complejo. Estas son

\E—2 2 (1+--dN+1) S+

sine—L _ 2 2
At = T / d”rH / P (T s (21) Ty (22)

M

S+ S—

ZN’mN,mN ZN H,Tl—g,g, k H,Tl b Lk Ut)>s (3'14>
_ [A=0]
r=1

t=1
con Sp—o) = So, quedando asi

APy +1)  NZLN

sine—L

(J1--dN|21502N) [(s_ +1)C(sy +1)

a<b

s+—1,54 s_—1,5_ S— 54

xﬁ/dzu,,H/d%l H —ut|2 H \vt—vs\QHH\vl—ur 272k o
r=1

r<t <t I=1r=1

4j _
- IT Fa— 2ol ™5 (o0 = )7 (50 — ) e

X
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N o . o N s— ' B
X H H |Za _ ur|2(Ja+ma) (ga . ﬂr)mafma H H |Zb . v[|2(]b*mb) (Zb . T)l)mbimb ’
a=tr=l b=11=1

(3.15)
que proviene de realizar contracciones de Wick de los operadores 7; ,, 7 v 7, k gk k.
Se puede ver, que los polos en las amplitudes de bulk de sine-Liouville aparecen a
través de la integracion en los modos zero del campo ¢ [70]. En el caso de N = 3
se demostré que la estructura de polos de coincide con la de la teoria del
agujero negro, para la cual los polos de los efectos de k finito representan efectos no
preturbativos en la hoja de mundo. Esta coincidencia entre estructuras analiticas
fue una de las evidencias mas fuertes a favor de la conjetura FZZ a nivel pertur-
bativo [38, [99, [75]. Hay importante informacién codificada detras del hecho de que

los correladores de sine-Liouville escalean como )\f%{(jﬁ{ﬁ'”m 1 mientras que los
correladores del agujero negro escalean como M!*T/t+72+in En particular, nos dice
algo acerca de como se comportan los correladores de sine-Liouville en el limite de
k grande.

En la Ref. [99] los autores tradujeron las integrales [, [ d*u, [ d*v; que aparecen
en (3.14) en un producto de integrales de contorno. De esta forma, la representa-
cion integral de arriba resulta descripta por técnicas estandard desarrolladas en el
contexto de teorias de campos conformes racionales. Estas técnicas fueron utilizadas
para evaluar los correladores para dar una férmula para las integrales de contorno.
El primer paso en el cdlculo es el de descomponer la variable compleja u, (y res-
pectivamente la v;) en dos pardametros reales independientes (i.e en parte real e
imaginaria) que toman valores en la recta real. Luego, se realiza una rotacién de
Wick del pardmetro imaginario de (u,) de manera de introducir un pardametro &
para eludir los polos en z,. Por tultimo, los contornos se toman de manera de que
los polos en v, — z, sean evitados al considerar el orden alternativo con respecto
a los puntos de insercién. Una descripcion detallada para la prescripcion puede ser
encontrada en la seccién 3 de Ref. [99]; ver también Ref. [100].

3.2.4. Respecto a la violacién de la conservacién del nimero de enrolla-
miento

Volvamos un poco al tema de la violacion de la conservacion del ntimero de
enrollamiento. Desde el punto de vista de la teoria de campos de sine-Liouville, la
violacién del nimero de enrollamiento en (3.14]) estd dada por

N=3 N=3
Z we = k1 Z(ma —My) = S — S, (3.16)
a=1 a=1

y proviene de la insercién de una cantidad diferente de operadores de apantallamiento
s_ vy sy. Se puede probar que para las funciones de tres puntos, el enrollamiento
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puede violar hasta |Zi\f::13 we| < N —2 =1, y se presume que esto es lo mismo
para cualquier N. El punto esencial para obtener esta restriccién, es notar que el
integrando que aparece cuando uno opera con la prescripcién del gas de Coulomb
contiene contribuciones de la forma

/dQUTdQUt|UT — ... (3.17)

que provienen de los OPE’s de dos operadores 7, _« & 4« insertados en los puntos
27 27 2

v,y v para 0 < rt < s_ (y lo mismo para los puntos u; con 0 < [ < sy),y
donde los puntos “...” refieren a otras dependencias en v, y u;. Como se explicd en
[99], la integral se anula para ciertos alineamientos de los contornos debido al hecho
de que el exponente de |v, — v;| sea +2. Por otra parte, en el caso en el que ese
exponente es lo suficientemente arbitrario (por ejemplo 2p, siguiendo la notacién de
[99]), la integral tiene una ambigiiedad de fase debido a que la expresion |v, — vy]?,
que esta en el integrando, es multi-evaluada. Luego, se anulan aquellas integrales
que contienen dos contornos de v, y v; justo uno al lado del otro, y esto es lo que
justamente sucede para todas las contribuciones de los correladores que satisfacen
sy —s_| = |Ziv:1 wa| > N — 2. Esto, llevé a Fukuda y Hosomichi a probar que,
para la funcién de tres puntos, solamente hay tres términos que contribuyen: uno
con Zi=1 w, = 1, un segundo con 22:1 w, = —1, y el conservativo, 22:1 we = 0.
Algo similar ocurrird con el modelo sine-Liouville “retorcido” que consideraremos
en la préxima seccion, ver [I].

Por otra parte, uno se podria preguntar sobre cémo es vista la violacion de la
conservacion del nimero de enrollamiento desde el punto de vista de la teoria del
agujero negro, donde, a diferencia de lo que sucede en la teoria de sine-Liouville, la
accién no pareceria romper la conservacion del enrollamiento. A pesar de que las
razones topolégicas por las que la no conservacion del enrollamiento son bastante
claras en el cigarro, no es obvio cémo entender esta no conservacién en los calculos
de correladores. La respuesta a esto fue dada por primera vez en Ref. [36], y sub-
secuentemente revisada en [72]. De hecho, el célculo de correladores que violan el
enrollamiento en la teoria de WZW est4 lejos de ser tan sencillo como en el caso de
la teoria de sine-Liouville. En la teoria de WZW, este cédlculo requiere la insercion
de un operador adicional por cada unidad en la que el nimero de enrollamiento
estd siendo violado. Este operador adicional se lo suele llamar “operador de flujo

espectral” ®! y es un operador auxiliar que juega el papel de cambiar en
2

una unidad el niimero de enrollamiento w de un dado estado de SL(2,R) involucrado
en un correlador. El operador de flujo espectral corresponde a una representacion
conjugada del operador identidad, por lo que tiene dimension conforme igual a cero.
Por ejemplo, la amplitud de dispersién de tres puntos (que viola el enrollamiento en
una unidad) en el agujero negro estaria dada en términos de un correlador de cua-

tro puntos involucrando a un cuarto operador de dimensién cero ®! , Lk Lk antes
—3.EgEs

extrayendo un factor divergente proveniente del limite coincidente del operador de

k k
7:|:§7:|:§7
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flujo espectral y la evaluacién en m = m = +k/2; ver [(2, 33] para mas detalles.

Con respecto al calculo de funciones de correlacién que violan el niimero de enro-
llamiento, queremos remarcar que la forma mas sencilla de calcular estos observables
es haciendo uso del modelo dual “retorcido” que introduciremos en la proxima sec-
cion. Quiza esta sea la aplicacién mas 1til que posee, y la comentaremos mas tarde.
Ahora, introduciremos el nuevo modelo dual para el agujero negro 2D, al cual lla-
maremos “modelo retorcido” pues involucra modos de momento del sector n = 2.
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4. Un dual “retorcido” para el agujero negro 2D

Ahora, discutiremos un modelo dual alternativo para la descripcién de la teoria
de cuerdas en el agujero negro 2D (x tiempo). En primer lugar, introduciremos
una familia de perturbaciones del fondo de dilaton lineal (2.149) y, en particular,
introduciremos la perturbacion que corresponde a la versién retorcida del modelo
de sine-Liouville que queremos relacionar con el modelo sigma del agujero negro.
Luego de hacer esto, haremos la declaracion precisa de la dualidad y mostraremos

como se prueba usando la formula (2.174]).

4.1. Perturbaciones de modos de momento y enrollamiento
mayores

4.1.1. Perturbaciones de modos de momento

Para comenzar consideremos una deformacion general de la teoria (2.149)), que
incluye modos de momento y enrollamiento mayores. El término de interaccion en
(1.1) estd dado por el operador

= 3 A BEVEY, (4.1)

n=—oo

para el cual, se requiere la condiciéon A, = A_, para que sea real. Cada término
en_esta suma representa una deformaciéon marginal de la teorfa del dilatén lineal
1’ y si se considera la direcciéon T-dual X en vez de X, entonces este operador

describe la perturbacion de la teoria de sine-Liouville para el caso particular )\nzl =
A=_1 # 0. El caso n = 0 también estd incluido en la suma. En ese caso, el exponente

estd dado por ay,—g = iF \/%4 , por lo que es real (representa una “pared de potencial

tipo Liouville”) solamente para k& < 9/4. El valor que satura esta cota, k = 9/4,
precisamente corresponde al fondo del agujero negro, i.e. para el cual la carga central
del coset SL(2,R),/U(1) resulta ser 26. Cuando k = 9/4 el término de interaccién

para n = 0 resulta ser e V22 j.e. la constante cosmoldgica. Debemos remarcar que
para k = 9/4 la interaccién (4.1]) coincide con la teoria de cuerdas en dos dimensiones
en un fondo de enrollamiento arbitrario estudiada por V. Kazakov, I. Kostov y D.
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Kutasov en 147 Ref. [38]. Esto es, para k = 9/4 el operador ({.1)) es]

Oy, = dope V¥ + Z A, el B=V2)etinRX (4.2)
n#0

con R = \/k/2 = 3/2v/2. El modelo de matriz que incorpora estas perturbaciones
se construye implementando una versién deformada de la medida de Haar en la
variedad del grupo U(N). Los detalles de la construccién del modelo de matriz
pueden ser encontrados en [38]; aqui no discutiremos sobre el tema méas alld del
limite del continuo.

4.1.2. Agregando perturbaciones de vértice

Es también interesante explorar otras deformaciones. Por ejemplo, consideremos
la familia méas general

O, 5 = Ze_a% ¢ (Ag_)em\/gXJrX?(@_)em\/gfc) 4
, n#0
N o
£ 3 (APenVEY L 3PenVEY ), (4.3)
n#0
con
ol = QU F 1+ (kn2 — 4)(k — 2)), (4.4)

de manera de que 1) corresponde a la rama o\ En el agujero negro 2D, los

acoplamientos A, encienden los modos de momento, mientras que A, son los aco-
plamientos de los operadores vorticales que encienden los modos de enrollamiento.
Observemos que la perturbacién (4.3)) no solamente incluye la interaccién de sine-

Liouville usual ozg_fl), sino que también incluye la interaccién dual de sine-Liouville,

introducida por A. Mukherjee, M. Mukhi and A. Pakman en [6] cuando los mo-
dos aﬂjl) son tenidos en consideraciéon . Los operadores de las ramas ol van

k 7’
como ~ e=V37% cuando k es grande, por lo que solamente aquéllos de la rama

2 Ver férmula (3.19) en [38] y observar que la notacién allf se relaciona con la que estamos
empleando a través de p = /2¢.

24De hecho, la contribucién n = 0 en el punto k = 9/4 lleva al operador cpe_‘/i“’ en vez de e~ V2%,
Esto proviene del hecho de que hay dos posibles valores para a,—o = (1 + 9 — 4k)/vVk — 2 que
coinciden (una resonancia) en el limite & — 9/4 produciendo una degeneracién andloga al caso
del término de constante cosmoldgica de la teoria de Liouville en el limite b — 1 [97]. También
observemos la diferencia entre los signos del exponente de y , que tienen que ver con el
signo de la carga de fondo en cada caso.

25 Observemos que la notacién en [6] se relaciona con la nuestra a través de p = —+/2¢.
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04517) decrecen para ¢ grande (cuando la teorfa estd débilmente acoplada) en el 1imi-
te semicléasico del agujero negro k — oo. Para nuestros propésitos, los operadores
interesantes son acguellos que tienen momento n = 2. En particular, estamos intere-
sados en el caso ay, ' = \/kgj(k — 1); este es el que nos va a permitir presentar una
descripcion dual alternativa al agujero negro 2D. Por conveniencia de la notacion,

+ .
queremeos remarcar que los operadores con momento 04% ) pueden ser escritos como

(+)
T _ o mern/EX 7 _ o~ Srerin/EX (4.5)

-+ -+
In yMn,Mn ) In sMn,—Mn

por ende llevando momento

iE :——j: ¢1 )(kn? — 4) (4.6)

y numero de momento o enrollamiento m,, + m,, = kn. Aqui discutiremos cémo las

funciones de correlacién del modelo definido por la accién (1.1]), cuando encendemos

los modos de momento n = 2 (representado por el operador 7;_j ) y n = 1 (repre-

sentado por 7, & & &), coninciden precisamente con las funciones de correlacién del
27272

modelo de WZW en SL(2,R);. Estamos ahora listos para presentar la afirmacién
principal respecto a la correspondencia y describir la prescripcién precisa para el
calculo de los correladores.

4.2. Proposicion de la correspondencia
4.2.1. Algunas definiciones preliminares

Discutiremos cémo la deformacién particular de la familia (4.1]) dada por A, =
[0n o+ A, 1 es dual al agujero negro 2D, de una forma similar en la que el modelo
de sine-Liouville lo es. Por “dual”, nos referimos a que existe una correspondencia
directa entre funciones de correlacién de ambas teorias de campos conformes al nivel
de la topologia esférica. Por lo tanto, el operador de interaccién que consideraremos

es
Oxi=rpo=p = Ae” V BRotiy/5X + pe” Vv k%(’“_l)“"”\/ﬁx, (4.7)

donde la relaciéon de escaleo entre las constantes de acoplamiento p y A va como
A2 = ap con un factor de proporcionalidad dependiente de k que llamamos a; y
que especificaremos més abajo. En el limite de k grande, este operador se comporta
como

/ /i) ] 1
0)\1:)\7,\2:M ~ e~ k/2(e— lX)—l— ()\6 2p— ZX)) e~ 2(p—iX) —(O)\lz)\7)\2:0)2.

Q. Qg
(4.8)
Observemos también que

= e*\/kTTQ“’”\/%X, T ppp =€ V m(k_l)wim){a (4.9)

7,

[SIES

E
2

MBS

)
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por lo que

)\2

Onmroam = A1t 1 &

Teniendo en cuenta 1D observemos que la perturbacién 7, _r k1 corresponde a
27272

un operador que satisface la cota unitaria 1 — k < 2j < —1 solamente para k > 3,

mientras que el operador 7;_j ;, ; no satisface esa cota para ningun valor de £ mayor

a 2. Con los operadores (4.9)), definimos las siguientes funciones de correlacién
['(—s)

@Lmhml(zl)...%jN,mN,mN(zN)%[ = g g Mo (N =2
A

X—M'CM(S (my+my +..my +My +E(M+2—N)) Oy -1+ 4mp—7n ¥
“k

M s
2
x H K wrn [/ < o (20 T (o) [T T 5 o Hz_k,k,k<w>>
t=1

r=1

(4.11)
con b2 = k — 2, y donde fijamos a;, = 0,22. El valor de A también fue fijado a un

valor especifico. Los operadores de vértice 7;,, 7 que aparecen en esta expresién
estdn relacionados con aquéllos introducidos en (3.7)) a través de
cl'(=m — j)

T = T =~ 4.12
J,m, 7T2F(1+]+m) j,m,m ( )

J=—jlk—=1)—m(k—2)—k/2, m=jk+m(k—1)+Fk/2 (4.13)

y andlogamente para m. Una vez mas, notemos que en ya fijamos el valor
de A a un valor especifico ¢, que es un factor nimerico dependiente de k y que
estd en ultima instancia relacionado con el que aparece en . La realizacion
es similar a la de en la teoria de Liouville y define los correladores

L(=s)

bAICT y las funciones 0 se entienden una vez

que consideraremos aqui. El factor

que se especifica la prescripcion para la insercion de operadores de apantallamiento
cuando se calculan correladores. Estos factores, provienen de la integracién de los
modos cero de los campos ¢ and X. Por otra parte, también esta la condicion
Zfil(mi —m;) = 0. Las condiciones que imponen las funciones § son equivalentes
a pedir que

S (=) =0y Y (Mg +my) + k(M +2s) =0, (4.14)

=1 =1

con M + s el nimero total de operadores de apantallamiento a ser insertados. Dis-
cutiremos la prescripcion para la insercion de cargas de apantallamiento mas abajo.

M)k/2) x

Sa=o]

Y
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4.2.2. Una prescripcién del tipo gas de Coulomb

En esta realizacion, los operadores de interaccion 7, & & » y 71—k actian en
27272

(4.11)) como operadores de apantallamiento, andlogamente al calculo de correladores
en la teoria de Liouville. Debido a las funciones § que aparecen en (4.11]), el niimero
de estos operadores de apantallamiento que se deben insertar resulta estar dado por

N o N
s=1—N— i+ —M+2—-N M=N-2+ W;. 4.15
;]z 5 ( ), ; i ( )

Sin embargo, la afirmacion no esta completa a menos que uno especifique como
se deben satisfacer las condiciones . Esto es porque en principio no hay una
Unica manera de elegir s y M de manera de satisfacer la primera de las condiciones
de simetria de carga en (4.15]). Por lo tanto, vamos a ser precisos respecto de la
prescripcion para calcular el lado derecho de ; la prescripcion que adoptamos
aqui es la siguiente:

» M es un numero entero positivo y es la cantidad de operadores 7, &« r » a
27272

insertar. Su valor estd fijado por los nimeros de enrollamiento w; de los N
estados interactuantes.

» 5 es la cantidad de operadores 7;_jx a ser insertados. Su valor se fija de
manera de que el lado derecho de (4.11)) no sea cero; y esto serd asi aun en el
caso en el que debamos extender analiticamente (4.11)) para valores de s no

enteroﬂ.

Este es el conjunto de funciones de correlacion que consideraremos aqui; enfatizamos
el hecho de que la equivalencia que enunciaremos a continuacién debe ser entendida
como valida solamente si se emplea la prescripcion que acabamos de dar para calcular
observables. Ahora que ya definimos los correladores (4.11)) y la prescripcién para
calcularlos, presentamos la proposicion principal.

4.2.3. Correspondencia entre funciones de correlacién

El enunciado es que la siguiente identidad entre funciones de correlacion es valida

<q);)1l,m1,m1 (21)"‘(1);")12\],7711\7,%]\, (ZN>>WZW = /622 <7;1,m1,m1 (Zl)”',]}NumN,mN (ZN)>S

(4.16)

26 Esta extensiéon para valores no enteros de s es lo mismo que sucedia en las funciones de
correlacién de Liouville y ya fue discutido en la seccién 2.
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donde ¢ es un factor numérico (independiente de N) que sera especificado mas
abajo, y donde los correladores del lado derecho estdan dados por (4.11]) y deben ser
calculados con la prescripcién dada més arriba. Esta relacion es

w1 w F( F ]Z)
<(I)j1 mi, m1< ) q)]]ymN my <ZN)>WZW »QbM'CM N H F(]_ + ] + L ) mi—mi+..+my—my X
im1 7 7

) (Z(mi+mi)+(M+2—N)k>5(3+1+Zji+M—l—(N—2—M)k;/2> X

i=1 =1

M s N M s
X H/prr H/dQ’Ut <H “m m Zz H’Z—l g gyg wr H?]k7k7k(vt)> .
r=1 t=1 i=1 r=1 t=1 Sia=]
(4.17)
Este es el resultado principal aqui. La ecuacién da una realizacion de cualquier
funcion de N puntos de los correladores del modelo de WZW en SL(2,R);/U(1) en
términos de observables andlogos en la teoria si la perturbacién que se toma
es A\, = Wo,_9 + Ad,_1. La perturbacién involucrada en esta realizacion corresponde

a los operadores 7’1_35,% Y Ti—k .k, que poseen modos de momenton =1y n = 2

respectivamente. Esto es diferente a la dualidad estdndard FZZ, que en cambio co-
rresponde a A\, = Ad,_1 + Ad,y1. La perturbacién de la teoria del dilaton lineal
(2.149)) con operadores de diferente nimero de enrollamiento también fue considera-
da en [6], donde fue sugerido que operadores taquiénicos multiplemente agujereados
estdn relacionados con agujeros negros de mayor spin. Seria interesante entender
mejor la relacién de la realizacién de [6] y confirmar aquella imagen.

4.2.4. Representaciones conjugadas y flujo espectral

Una caracteristica interesante de la afirmacién mas arriba es que el lado derecho
de involucra “operadores conjugados” en vez de los que introdujimos en .
Unos se relacionan con otros a través de , que representa una simetria de la
formula para la dimensién conforme (de hecho, no solamente para ella).
Observemos que en particular tenemos que

T sk b~ Tigkk, (4.18)

y que los operadores T mm Y Zjmm tienen exactamente la misma dimensién con-
forme. Aun mas, el automorﬁsmo puede ser extendido de manera de que sea valido
para la teorfa formulada en el producto SL(2,R),/U(1) x R al incluir un ntmero
de enrollamiento nuevo

w=—-w-—1-2(j+m). (4.19)
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Es este caso, los operadores 7; .7 ¥ 7jmm, una vez que ambos fueron extendidos

al incluir el factor tipo temporal ei\/%(erg“’)T, satisfacen que

3 +1) ko, 3G+ o ko,
k—2 mw 4w = k’—2 mw 4(4.)

y también tienen el mismo momento respecto a la corriente .J? del modelo de WZW,

es decir
k

m+§w:m+§w.

Para entender la relacién entre 7,7 y 7jmm desde el punto de vista algebraico,
comentemos respecto a las representaciones de SL(2,R); una vez mas: Como ya
dijimos, la serie continua principal C{* corresponde a j = —% +iAcon A € Ry

por lo tanto, a través de 1) esto resulta en los nuevos valores j = —% + i\ —

m(k — 2) con A € R, que solamente pertenecen a la serie continua si m = 0. Por
otra parte, si hacemos el cambio para 5\, luego m resulta ser un ntimero no
real. Por lo tanto, la relacién entre j,m y },fﬁ no puede ser pensada como una
sencilla identificacién entre estados de diferentes representaciones continuas sino
que corresponde a diferentes realizaciones de campos libres (por lo menos en lo
que respecta a las series continuas C5*). Por otra parte, en lo que respecta a las
representaciones discretas, vale la pena mencionar que la cantidad 7 +m permanece
invariante ante la transformaciéon (4.13]); no es ese el caso para la diferencia j — m,
que en cambio permanece invariante bajo la version reflejada bajo Zy de (4.13)).
Por lo tanto, la transformacion definida segin y es cerrada ante cierto
subconjunto de estados de las representaciones discretas. Esto se debe a que esa
transformacin mapea estados de la serie discreta con 2(j + m) € Z a ellos mismos.
En particular, el caso m 4+ 7 = 0 corresponde a la muy conocida identificaciéon entre
las series discretas D]j-t"”:o y Df;:gfjl, ya que en ese caso (4.13)) y (4.19) se reducen a

j— —k/2—j, m — k/2—m = k/2+]j, w — —1—w (i.e. incluyd”|esa transformacién
de flujo espectral como un caso particular). Observemos también que la codicién m—
m € Z no se preserva para valores genéricos de k. Los puntos fijos de describen
una linea en el espacio de las representaciones, parametrizados por j+1/2 = —m(k—
2)/k; en particular, un punto fijo para k genérico corresponde a j = —1/2 y m = 0,
para el cual se reduce a w — —w. También, en el limite de tensién nula k — 2,
la trasformacién coincide con la reflexion de Weyl j — —1—7. La relacién entre
los niimeros cuanticos manifestada por permite visualizar la relacion entre
los vértices considerados en nuestra construccién y aquéllos de la referencia [67], y
enfatizamos que estos corresponden a dos representaciones alternativas diferentes de

2TMas precisamente, la identificacién entre primarios de Kac-Moody de peso maximo (peso
minimo) que se induce por el sector w = 1 del flujo espectral coincide con un caso particular de la

identificacién dada por la simetria (4.13), (4.19).
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los operadores de vértice. La relacién entre ambas es una especie de “retorcimiento”
y estd presumiblemente relacionada con las representaciones estudiadas en [75] para
la teoria de WZW. Ciertamente, las representaciones conjugadas del algebra de
vértices de SL(2,R); se parece al retorcimiento , y parece ser una buena
conexion entre los correladores y la representacion de campos libres estudiada
en [74 73, [75], [67]. Las representaciones conjugadas transforman de una manera

particular ante el el dlgebra afin de Kac-Moody sl (2)k, v son anélogas a aquéllas
introducidas por Dotsenko para el caso de su(2), en las Refs. [62, [63]. Para una teorfa
de WZW no compacta fueron introducidas por primera vez en [36] para describir
las amplitudes que violan el enrollamiento. Aqui, a través de , estas aparecen
una vez méas (a pesar de que nos referimos a ellas como “retorcidas”) en un contexto
similar.

4.2.5. Comentario sobre la simetria afin sl(2);,

Para entender estos sectores retorcidos mejor, haremos algunos comentarios res-
pecto a la simetria sl(2); de la accién cuando esta es perturbada como lo
hicimos. Estamos afirmando (y lo probaremos en la siguiente subseccién) que los co-
rreladores efectivamente transforman apropiadamente bajo la simetria s/(2)y
de manera de describir correladores de WZW. Sin embargo, ain cuando uno puede
probar esto a posteriori, la pregunta que surge es la de porqué sucede esto si los
operadores 7q_j . No parecen conmutar con las corrientes de sl(2);. Para ser més
precisos, a pesar de que uno prueba finalmente que la representacién de campos
libres utilizada aqui transforma apropiadamente por construccién (ej. reproduce las
soluciones de la ecuacién KZ), también es verdad que esto no es obvio porque los
operadores de apantallamiento no parecen conmutar con la representacion de cam-
pos libres del dlgebra de corrientes de sl(2) como uno esperaria en principio.

La explicacion de esta caracteristica intrigante es que los operadores de vértice ’j}mm
tampoco satisfacen los OPE’s usuales con las corrientes de sl(2), y por lo tanto esto
es lo que restaura la simetria. Para ver esto explicitamente, uno tiene que considerar
los generadores del algebra afin y verificar que esas corrientes no tienen una
expansion en productos de operadores regular con los operadores 7;_j, 5. El punto
sobresaliente es que es esto lo que precisamente restaura la simetria de SL(2,R):
Las corrientes no presentan un OPE regular con los operadores 77_j j 1, pero estas

tampoco satisfacen el OPE usual con los operadores de vértice retorcidos 7; ,, m; vy
ambos hechos parecen combinarse de manera de dejar el conjunto de observables
(4.11)) invariantes ante SL(2,R);. Esta recuperacién efectiva de la simetria depende

I(=j—m)
T(j+m+1)

no es inocua para las propiedades de transformacién bajo los generadores J. Esta
caracteristica hace que la correspondencia (4.16) sea una afirmacién no trivial.

de la presencia del factor de normalizacion en (4.12), ya que su presencia
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4.3. Prueba de la correspondencia

Aqui probaremos que la férmula se sigue inmediatamente de la relacién
(2.174)) entre los correladores de WZW y Liouville. Con el objetivo de ser més claros,
presentaremos la demostracién en dos pasos: Primero, reescribimos los correladores
y los operadores involucrados ahi en una forma conveniente@. El segundo
paso serd el de hacer contacto con los correladores de WZW utilizando la férmula
(12.174).

4.3.1. Paso 1: Rescribiendo los correladores

Como dijimos, la demostracion de la féormula se sigue directamente del
mapa de Stoyanovsky, Ribault y Teschner (2.174)) que discutimos en la seccién 2. De
manera de hacer la demostracién mas simple, comenzamos redefiniendo los campos
de la siguiente forma

() = (1= k)P(2) + ivVE(k —2)X(2), X(2)=ivVk(k —2)3(z) + (k — 1))22).

20)
Esto es
—\/—govw\/» \/%QO-FZ'\/EX (4.21)
y
S P = b ¢ —iVEkX. (4.22)

k—2 \/k‘—

Observar también que esto implica que
90 + 0X0X = 0005 + 0X0X; (4.23)

de manera de que los correladores de los campos libres sigan siendo

A~

(B0)@(z2) = (X(21)X () ) = —2l0g |21 — . (4.24)

La redefinicién (4.20]) es una transformaciéon compleja ortogonal de determinante —1
(del tipo O(2)). Uno podria preguntarse si esta redefinicién de los campos esta bien

definida o no, ya que el hecho de que sea compleja harfa que tanto @ como X adquirie-
sen una parte no real. Sin embargo, la forma correcta de pensar esta transformacion
es considerando primero un rotacién de Wick de la direccion X, luego transformar
X — X y finalmente hacer la rotacion de Wick hacia atras del campo X. Resulta
que la transformacién estd perfectamente definida para los campos rotados i X y

2En la Ref. [8] se utilizaron técnicas similares para demostrar una correspondencia diferente
aunque similar: la que hay entre las funciones de correlaciéon de Liouville y sine-Liouville.
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iX , que pueden ser pensados como bosones reales del tipo temporal. Matricialmente
podemos descomponer la transformacién (4.20]) de la siguiente forma

(its 57 - () Lt 596 )
B ((1) —Oz) (— 1k(_kk— 2) ii(lz(ﬁz)z)). (4.25)

En la primera igualdad, podemos ver como la transformacion es el producto de una
rotacién de Wick, seguida de una transformacién con coeficientes reales (asumiendo
k > 2), y una rotaciéon de Wick inversa. En la segunda igualdad, tomamos el produc-
to de més a la derecha para pensar a la transformacion como aquella que relaciona
el campos 1.X con ¢.X. La transformacion que queda a la derecha ya no es una matriz
de 0(2) sino que de O(1,1). De hecho, uno podria convertir la transformacién ori-
ginal en una rotacién de SO(2) al agregar a la transformacion una reflexion
X — —X (que es también una simetria de la teorfa). En tal caso, es claro que
y (4.23) permanecen invariantes, mientras que cambia su signo en el segundo
término del lado derecho. Por lo tanto, en principio, seria posible considerar una
transformacién quiral O(1,1) x SO(2) (para la parte holomorfa y anti-holomorfa
respectivamente) de manera de transformar las dependencias en X en dependencias

en su dual X.

En términos de estos nuevos campos @ y_)? se tiene que la teoria del dilatén
lineal definida por la accion Sy — 4= [ d?z OTOT toma la forma

1 = = — 1 A
S =— / d?z (—6T8T +0X0X + 0p0p + —=QRP — i\/QkRX) (4.26)
47 22

con Q=0b+b"1, yb2=k—2 demaneraque Q = ——= =bp+b"! (c.f. (2.77) en

v (k=2)

la seccion 2). Esto es, el operador de carga de fondo e~ 2% transforma a través de
1) a un nuevo operador de carga de fondo eV2Qp—iv2kX ,donde j = -1, m =0

mientras que j = k — 1, m = —k. Consecuentemente, el tensor de energia momento
es [1]
1 1, = koo 1 kE—1
Tz:—8T2——8X2—i\/j82X——8A2+—82A, 4.27
(2) =0T = 5O~y 5°% — S0RP + 0%, (2D

y el dilatén ahora adquiere una dependencia lineal en ambas direcciones X y Q.
Este tipo de teorias de campos conformes, representando materia con ¢ < 1 aco-
plada a la gravedad en 2 dimensiones perturbada, fue recientemente discutida en
[103, 104) 105, 106, 61]. Es posible verificar que este tensor de energia momento
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lleva a la carga central apropiada ¢ = 3 + — k 5, como se espera. Luego de la demos-
tracion veremos como esta invarianza de la carga central es esperable en este tipo de
transformaciones. Por otra parte, en términos de estos nuevos campos, el término
de interaccién (perturbacién) A7, % (wy) + T g .k (ve) toma la forma

_kk
22

Oy g = cpleVIEPHVES | V52, (4.28)

donde ya hemos fijado la escala p a un valor especifico al correr el modo cero del
campo de Liouville ¢, y también especificamos el factor numérico ¢, como el cociente
entre los acoplamientos p y A% en . Observemos que en estas coordenadas el
segundo término en la perturbacién O, , resulta estar diagonalizado (no depende

de X ) y coincide con la constante cosmoldgica de Liouville /Leﬁb@. Por otra parte,
el primer término en (4.28) todavia tiene la forma de una de las dos exponenciales
que forman la interaccién del coseno (3.6|) en la teoria de sine-Liouville; esto se debe

a (4.21). Ademas, los operadores de vértice escritos en términos de X y @ toman la
r

form

T = 2L )y ia/Fne§) Rt Bl 50 (4.29)

con el campo de Liouville V,, = ¢V2*? v con o = bj + b + b=1/2 = b(j + k/2).
Expandiendo los correladores nos queda

1 /~
5 (T (1) g (o)

M s
X H 7—1_%%75 (w,) H 7—1k,k,k<vt>>
t=1

y esto puede ser escrito como

N

. N
1 F a ~ Ja i/ 2 k
=50 (Wi + ..oy +N-2-M]] Cn <m_ ~7_) <H61\/Z<mt+’;wt>T<Zt>>

k
Sir=0]

(4.30)

. " o . WL
29Una vez mds no escribimos la contribucién antiholomorfa 'V X por brevedad. Debe ser
entendida en lo que sigue.

N
Sia bMucMAQ H/dQU)rH/d%t <H e (21) X

Sir=0,u=0]

X
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donde Sp\—q) se refiere a la acciéon no perturbada

]. — AN A ) k A~
S[,\:()] = e /d2z (—3T8T+ 0X0X — %\/%RX) . (4.31)

La tercera linea en (4.30]) resulta ser una funcién de correlaciéon de N + M puntos en
el teoria de campos de Liouville (c.f. (2.112)) en la seccién 2), definida por la accién
de Liouville

1 S T "
Sclu] = - /dQZ (390390 + ﬁQRSD + 27TM€\/§W) ,

con @ = b+b~!. Recordemos que el pardmetro b de la teoria de Liouville se relaciona
con el nivel k del dlgebra de Kac-Moody a través de b=2 = k — 2, mientras que los
nimeros cuanticos a; estdn definidos en términos de j; por a; = bj; + b+ b71/2,
para ¢ = 1,2, ...N. Luego de la contraccion de Wick, encontramos que

bM'CéM H/d2wTH/d2vt< lemlﬂml(zl) ZN,mN,mN(zN)

M N M
= Nip(j1, - jn; ma, ..my) H/der Fi(z1, zviwr, cwonn) (] ] Voo () TT Ve s (@) s »
r=1 t=1 r=1
(4.32)
donde p = b?*/7? y donde, luego de fijar el valor ¢2 = 2¢3 /br®, el factor de normali-
zacion es

N

272N D(=mi — ji)

Ne(71, - IN: 4.33
k(]lv JIN; T, mN) M! ¢ M+2 N ]_"(]_ +]z+mz) ( )
y la funcién Fi(z1,...2n; w1, ...wyy) estd dada por
N - k—=2(mr+mitwrwik/24wime+wrmy)
Zr — 2
Fi(z1,...2n; wy, ..cwpy) = Hj\lle’ r =l = — X
[[icre lwr — ol 7R TT2 Tz e — 2|2
N MMy —1my —my 4w (me—my) +wr-(mg—my)
—Z

H1<T<l( l) (4.34>

H1<r<l(w7“ — Z)memm
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Sorprendentemente, esto ha reproducido el lado derecho de la férmula @; c.f.
. Observemos que los exponentes de las diferencias |z, —z;| en @ dependen
de si la teoria estd siendo formulada en el coset SL(2,R);/U(1) o en su producto
con el tiempo T'. Los operadores de vértice son los tnicos campos que llevan
las dependencias en T, de manera que los otros valores de expectacion no estan
afectados. Si hubieramos dejado de lado las dependencias en T' de los operadores de
vértice, la funcion Fj, seria

HiVSr<l |2r — Zl|k_2(mr+ml_2mlmr/k)

= X
M _ N M _
H1<r<l |w7“ - wl| F Ht:l Hr:l |wr - Zt’k 2me

Fi(z1,...2n; w1, ...wpy)

H11V< <l(Z_7“ — Zl) rmy—mme—my—2mymy. /k+2mym. [ k)
r me+
X =

Hi\ir<l(/u_)’l” Zt>mt mt

y en este caso tendriamos la teorfa formulada en el coset SL(2,R),/U(1).

De acuerdo a (4.15)), la cantidad de perturbaciones involucradas en (4.32)) esta res-
tringida por las siguientes condiciones

, (4.35)

N N k N M
_ e _ -1 —2 -2
;mi—;mi_§(N—M—2), s=—b"> ai+b S HLEbT L (4.30)

=1

donde el nuimero s corresponde a la cantidad de operadores de apantallamiento
Vi = ,ue‘/ib@ a ser incluidos en los correladores de Liouville. La cantidad total de
operadores de vértice en el lado derecho de luego es N + M + s, y esta rela-
cionada con los niimeros de enrollamiento de las cuerdas a través de

N
dwi=M+2-N>—|N-2| (4.37)
=1

Observemos que el valor de Zf\il w; no puede ser menor que 2— N si M representa un
nuimero entero positivo. Para permitir valores negativos del nimero de enrollamiento
se requiere la insercion de operadores de apantallamiento con n = —1 ademas de
los de n = +1. M recorre valores entre 0 y N — 2, lo que implica que, de acuerdo a
la prescripcién explicada en la subseccién 4.2.2; el valor absoluto de la violacién de
la conservaciéon del nimero de enrollamiento no puede exceder N — 2. Esta es una
caracteristica interesante, y no es para nada trivial entender completamente esta
cota. Podemos decir que estd muy relacionada con la simetria sl(2); de la teoria,
y nos referimos al apéndice D de [72] para una buena explicacién. Vale la pena
mencionar que la regla de seleccién para la violaciéon del nimero de enrollamiento
fue una parte original de la conjetura FZZ [36]. Una pequenia nota al respecto
puede ser encontrada en [107].
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La férmula (4.32))-(4.34)), junto con las condiciones , son los ingredientes
principales para probar . Solamente resta discutir que el lado derecho de (4.32))
realmente representa un correlador de WZW: de hecho, esto ya puede ser observado
dado que se sigue directamente de la férmula . En efecto, el lado derecho
de coincide con el lado izquierdo de y esto completaria la prueba de
(4.16)). Completemos esta parte del trabajo comentando sobre ello.

4.3.2. Paso 2: Realizacién del mapa de Stoyanovsky Ribault y Teschner

Como recién mencionamos, el dltimo paso para probar es mostrar que el
lado derecho de (4.32)) precisamente describe una funcion de N puntos de WZW, vy,
en efecto, esto se sigue inmediatamente del resultado principal de [4] (ver la férmula
(3.29) ahi, que aqui la escribimos en la ecuacién (2.174))). Por ende, hemos logrado
reescribir nuestro resultado de tal manera que su demostracion resulta ser una
consecuencia directa de la observacion hecha por S. Ribault en su trabajo [4], don-
de el mostro que el lado izquierdo de es precisamente igual a una funcién de
correlacién en el modelo de WZW en SL(2,R),. Nuestro logro fue probar que la fun-
cién auxiliar Fy(z1,...2n5; Wy, ...wpr) que aparece en la férmula de Ribault-Teschner
puede también ser pensada como proviniendo de las funciones de correlaciéon de una
teoria de campos conformes de dilatén lineal realizada por el campo X; es decir

N M
Fi(z1, ..an;wy, cwyy) = <H ei\/%((mi_g)i(th(mt*gW)T(%)) H ei\/g)?(wr)>
t=1 r=1 S[A:O]
(4.38)
Es decir, mostramos de que manera la férmula de Ribault-Teschner puede ser vista
como una identidad entre correladores de dos modelos sigma en dos dimensiones con

un espacio tiempo de tres dimensiones diferentes. Mientras que uno de estos es el
modelo de WZW en SL(2,R)y, el otro es de la forma

Liouville x M @ R (4.39)

del cual, la teoria de Liouville es solamente una parte. El factor R corresponde a
una direccién tipo temporal parametrizada por 7. Por otra parte, el factor My es
una direccién U(1) parametrizada por el campo X, y describe una teoria de dilatén
lineal con carga central ¢ = 1 — 6k < 1. De hecho, observemos que la contribucién
de X a la carga central es verdaderamente negativa porque k > 2. El campo X
interactia con el campo de Liouville ¢ a través del potencial taquiénico, de manera
de que el primer producto en , a diferencia del segundo, no es un producto
directo. La direccién temporal, en cambio, no interactual con los otros campos, y
solamente contribuye a la carga central total y a las dimensiones conformes de los
operadores de vértice.

El hecho de que una construcciéon como haya sido posble no es un detalle
menor: La realizacién del mapa de Ribault y Teschner admite ser interpre-
tada como la equivalencia entre dos teorias de campos conformes lo que demanda
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no solamente la existencia de una realizacién como sino que también requiere
que la contribucién a la carga central proveniente de la parte U (1) ®time coincidiera
con las diferencias entre la carga central de Liouville ¢, = 1+ 6Q? v la carga central
del modelo de WZW en SL(2,R) que es cgr2) = 3+ 6Q* = 3k/(k — 2), recordando
que b=2 = k — 2. M4s aun, ese valor de la carga central de la teoria de camoos con-
formes definida por los campos X y T tenia que ser consistente con la formula de las
dimensiones conformes de los campos involucrados en , llevando a reproducir
la formula para la dimensién conforme de los vértices de WZW.

Por otra parte, otra caracteristica que tuvo que ser explicada fue la presencia
de M campos adicionales V_; /9 que aparecen en el lado derecho de . Su pre-
sencia ahora se entiende como sigue: Dado que sabemos que (la integral multiple
de) el producto entre la funcién Fi(z1,...2n5; w1, ...wy) v la funcién de correlacién
de N 4+ M puntos de Liouville satisface la ecuacién KZ y por ende representa una
funcién de correlacién de la teoria de WZW, entonces es de esperar que los cam-
pos degenerados de Liouville V_; 9, que aparecen alli admitan ser expresados como
operadores (1,1) en una teoria mas “grande” de la forma Liouville x CFT (i.e. la

carga de apantallamiento V_j /o X e"\/mX como el primer término del lado derecho
de ) Es decir, aunque V_; /9 tiene dimensién h = —% — % # 1 con respecto
al tensor de energia momento de Liouville, realmente corresponde a un operador
(1, 1)@ V_1/9 @ Vepr con respecto al tensor de energia momento del modelo mas
grande Liouville x C'F'T. Por supuesto, la teoria también admite como operador de
apantallamiento a aquel que ya era un operador de apantallamiento para la parte
Liouville de la teoria, es decir V, ® I; de manera que puede ser escrito como
la suma de ambos:

Oxxe = 021V—1/2b€i VERX LV, (4.40)

Notemos que todos los requerimientos que mencionamos mas arriba son de he-
cho obedecidos por la teoria definida por la accién perturbada por el ope-
rador (4.28). Por lo tanto, hemos dado una representacién en campos libres de la
férmula de Ribault-Teschner (2.174). Relacionado con esto, en [4] fue comentado
que una realizacion parafermionica de es también conocida, y el traba-
jo no publicado de V. Fateev fue referido. La representacién parafermiénica lle-
va a (ver (3.31) en [4]) una férmula similar a si uno reemplaza el fac-

N k_ k = \E_(mam E 4 ot or T
tor H1§r<l(z7“ _ Zl>2 (mr-i-mz—l—wwz2+wzmr+wrmz)(zT _ ZZ)Q (Mt twrw; 5 oM +wrmi) op

2.176) por un factor Hf;frd(ZT — zl)g-f'%mwmz—mr—mz (Er —_ zl)§+%mrmz—mr—mz_ Ob-
servemos que esto es exactamente lo que habiamos encontrado en nuestro lenguaje
(4.35) y es lo que se obtiene al excluir la dependencia en 7' de los operadores de

vértice. Esto realiza una correspondencia como la de (2.174]) pero para el caso del
coset SL(2,R);/U(1). Ver las notas al final de [I] donde las similaridades con el

30A pesar de que el operador V_; /26 X e'VF#/2X tiene dimension 1, no es estrictamente correcto
referirse a el como operador de “apantallamiento” debido a aquel comentario que hicimos respecto
a las propiedades de transformacién en si(2)y en la seccién 4.2.5.



Pag. 74 Seccion 4

trabajo de Fateev son mencionadas. Mas alla de esto, una realizacion de la férmula
de Ribault y Teschner en términos de Liouville X una teoria conforme con materia
con ¢ < 1 fue independientemente presentada por S. Nakamura y V. Niarchos en
Ref. [7]. Nos gustaria explorar las similaridades entre nuestra realizacién y la de ese
trabajo.

Resumiendo: debido a la férmula de Ribault y Teschner, resulta que la funcién
de correlacion del lado derecho de corresponde a la amplitud de la cuerda en
el fondo del agujero negro (xtime), donde la conservacién del nimero de enrolla-
miento es violada en una cantidad |N —2— M|. Consecuentemente, esto implica que
el lado izquierdo de corresponde efectivamente a un correlador de WZW, y
esto completa la prueba . Sin embargo, debe ser enfatizado que la correspon-
dencia entre las ecuaciones BPZ y KZ fue demostrada para una teoria lorentziana,
es decir que solamente vale para representaciones continuas. Por ende, considerar
su validez mas alld de ese régimen asume una especie de continuaciéon analitica. La
convergencia de las integrales en es el punto sutil aqui.
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5. Analisis de la correspondencia

5.1. Una prueba de consistencia de la correspondencia

Hemos probado la férmula (4.16)); esto fue hecho por primera vez en [I], pero el
orden de la presentacion fue un poco diferente alli. La férmula resulta ser una
herramienta poderosa para calcular correladores de la teoria de WZW. Un ejemplo
conciso fue dado en [2], donde una representacién de campos libres en términos de
la teorfa conforme Liowville x U(1) @ R (4.26))-(4.28) fue empleada para calcular
las funciones de tres puntos en la teoria de WZW para el caso particular en el que
el nimero de enrollamiento es violado en una unidad. Esta cantidad resulta ser
proporcional al correlador de Liouville

<<I>“1 (0)P:? (1)

Ji,m1,m1 J2,m2,m2 j3,m3,ms3 (OO)>WZW ~

3
NHFF —m; — H/d2 J1+1 e\/k 2(]2+1
pale (i +1—|—mz

S
e N k
xeV 7=z (Ja+1)$(0) | | e k*2¢(vt)> 0 (S +j1 +j2 +j3+1+_) ) (5'1)
e S [u=0] 2

y, a menos de un factor irrelevante dependiente de k (independiente de j y m) y
habiendo fijado el valor de la masa del agujero negro, el resultado final es

1 —Jj1—j2—Jj3—5—1
¢;)11,m1,m1 (O)q);t);,mg,mg(1)q)§)§,m3,m3(OO>>WZW = |:7T’}/ <k . 2>:| X

xﬁ { —m; — ji) ] Gr(j1 + ja + Js + §)Gr(—jr — J2 + Js — 5)

=1 L(ji+1+m;) ’y(—jl —j2—j3—§)7(_2i2—§1>Gk<_1)

Gr(ji —Jo—Js — )Ge(1+j1 — o+ js — &)
Gr(251 + 1)Gr(1 — k — 2j2)Gr(275 + 1)

5(m1+m2—|—m3 —k’/2)><

XO(my +me +mg —k/2)0(s + j1 + jo + js + 1+ k/2). (5.2)
donde la funcién especial G(x) estd definida a través de

z(k—1—x

Gi(z) = (k — 2) S I‘Q( x|,k —2)ly(k — 14 2|1,k —2), (5.3)
en términos de la funcién de Barnes I'y(z|1, y)
InTy(z|1,y) = lim — Z Z (z+n+my) = (1= 0,00mo)(n+my)~°), (5.4)

e—0 dg

n=0 m=
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donde la presencia del factor (1 — d,,00m,0) en el lado derecho significa que la suma
en el segundo término no tiene en cuenta el paso m = n = 0. La expresién (j5.2))
reproduce el resultado exacto, de manera que coincide con el resultado obtenido en
[36], [72], [86]. Los detalles del célculo pueden ser encontrados en [2]. Ademas de su
aplicacion, el célculo de puede ser considerado como una prueba de consistencia
de la representaciéon propuesta aqui (y en [I]) para representar correladores de
WZW. Por otra parte, también representa una ventaja operativa ya que (a diferencia
de otros célculos con realizaciones de campos libres para los cuales el calculo de las
funciones de correlaciéon de tres puntos que violan el enrollamiento requieren la
adicién de operadores de flujo espectral) este resulta ser integrable en términos de
integrales del tipo Dotsenko-Fateev (c.f. los célculos en [73] [72]). Més alld de todo,
vale la pena mencionar que la prueba de consistencia discutida aqui es el calculo mas
simple (no trivial) que uno puede hacer en este contexto; esta prueba de consistencia
tenfa nimeros de enrollamiento () ._,w; = —1) y ntmero de puntos (N = 3) de
manera tal que la cantidad de campos degenerados V_; o, resulté ser

M:Z;lwi+N—2:0, (5.5)

por lo que el calculo resulté ser mas sencillo. En cambio, el apantallamiento que
si utilizamos para realizar (5.2) fué aquél que introdujimos; es decir, el operador

T kpr = e\/%_?‘2 = 67\/%('“71)“”"@)(, que representa una perturbacién con n =
2. Una prueba de consistencia menos trivial seria la de tratar de reproducir la funciéon
de tres puntos del modelo de WZW en la que se conserva el enrollamiento en la base
conocida como base m, lo que requeriria hacer uso de la representacion integral no
trivial de las funciones especiales (hiper-geométricas) del tipo estudiado en [87) 88|
108]. Relacionado con este punto, podemos decir que expresiones explicitas para la
funcién de cuatro puntos en la teoria de Liouville involucrando un estado degenerado
V_ i fueron recientemente obtenidas [58, [106]. De acuerdo a la relacién (2.174)), estas
funciones de cuatro puntos son las que representan las funciones de tres puntos que
conservan el enrollamiento del lado de WZW de la identidad.

Otras aplicaciones de la correspondencia de Stoyanovsky Ribault y Teschner
(2.174), (4.16)), fueron recientemente discutidas en [93, 04, 33, B1]. En la subseccién
5.3.3, revisaremos una de las observaciones hechas en [33].

5.2. Algunos detalles de la demostracién

5.2.1. Comentario respecto de la marginalidad de las perturbaciones

La transformacién (4.20) dej6 la marginalidad de las perturbaciones invariante
(i.e. el peso conforme sigue siendo igual a 1). Se puede mostrar que esto no tuvo
que ver con la eleccién particular de la transformacion, sino, en realidad, con su
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naturaleza ortogonal. Para ver esto, escribamos la accién ([1.1)) de la siguiente forma:

RO'X
2v2

donde hemos sugestivamente definido las 2-tuplas

X = (;?,) . Q= (g}";) and ¢, = (iﬁ) : (5.7)

Esta accién es un poco méas general que la nuestra dado que en verdad nosotros
tenemos ()x = 0 y solamente dos perturbaciones. El punto clave es que podemos
escribir la condicién de marginalidad de las perturbaciones en esta notacién

1
 Ar

S d*z (0X'0X —

+47TZ>\n exp(—v/26,' X)), (5.6)

bn bn St -t —
1= _O‘n(_Qso +ap) — 7(_QX + 7) =6'Q—a'an. (5.8)

Si queremos hacer una transformacion lineal homogénea que mezcle los campos
pero que no modifique la forma del término cinético de la accién (c.f. (4.23))) debemos
hacer una transformacion ortogonal de la forma

X = AX' with A'A=1. (5.9)

Poniendo esto en la accién tenemos que

1 2 ) RQ'AX “tAX!
S = E/d 2 (0X" 90X — N +47rZi:Aiexp(—¢§cn AX')) =

RG' X
2v/2

donde en la tdltima igualdad hemos reinterpretado las cargas de fondo y los modos
taquiénicos de momento y enrollamiento como Q' = A'Q y &, = A'é,. A través de
éstos, podemos verificar que la condicion ([5.8) permanece invariante:

1 - (= —
— [ &z (0X"9X"

7t
= +47TZAZ- exp(—v2d X)) (5.10)

—t = St - . — N o
A Q —cdcd =ctAAQ — ¢ AAle, = 1. (5.11)

Luego, cualquier transformacién ortogonal de los campos ¢ y X dejara la margi-
nalidad de las perturbaciones exponenciales invariante. A través de un razonamiento
andlogo se puede ver que la carga central de la teoria permanece invariante ante este
tipo de transformaciones.
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5.2.2. Unicidad de la construccién

Una cuestion que podria surgir al revisar la demostracion de la dualidad es si la
misma construccién podria haber sido realizada pero eligiendo otras dos perturba-
ciones en vez de n = 2 y n = 1. En particular uno podria intentar probar la co-
rrespondencia FZZ estandard lo que significaria tomar una perturbaciéon con n = 1
y n = —1. En lo que sigue, mostraremos que nuestra construccion es tnica en este
sentido. Es decir, si no recurrimos a otros argumentos mas alla de los presentados en
la seccion 4, la tinica forma de probar una dualidad entre una deformacién marginal
de la teoria del dilaton lineal acoplada a materia con ¢ = 1 y el modelo de WZW
en SL(2,R)/U(1) (xtime) a través del mapa de Ribault y Teschner es eligiendo o
bienn=2yn=1o0obienn=-2yn=-—1.

Tomemos la teoria libre y agreguemos dos modos de perturbacion taquiéni-

cos
Oany = Alefx/ianlwri\/?ban + )\267«/§an2@+i\/§bn2X (5.12)

donde ny y ny son nimeros enteros a ser determinados. Queremos hacer una trans-
formacién ortogonal de los campos (c.f. (5.7)-(5.9)) de manera de obtener un O con
un sector que sea puramente la perturbacién de Liouville y otro con una exponencial
degenerada de Liouville. Esto es

(f)’)\l)\2 — /\16\/5699 + /\26—2—‘/E¢+i\/§b;2X (5.13)

donde b = (k — 2)~/2. Nos estamos preguntado esto porque esta es la forma de
obtener los correladores correctos de manera de realizar el mapa de Ribault y Tes-
chner. La ecuacion ([5.13)) requiere tres condiciones que pueden ser traducidas como
ap = —b, b, =0y al, = . Tomamos las dos primeras condiciones para determi-
nar n,. Si la transformacion ortogonal A es escrita en términos de sus componentes,
tenemos que

Up, = —Allb y - an1 = —Aglb. (514)
Tomamos la suma de los cuadrados de ambas ecuaciones y notando que 1 = —a2 +

bil + am@ nos queda que

k—i2 =—1+a,Q. (5.15)
donde nos deshicimos de las componentes de la transformacién al usar A%, + A%, = 1.
Escribiendo a,, en términos de b,, y usando la condicién de compactificacién para
la direccién X (b,, = n1vk/2) obtenemos una ecuacién para ni que resulta en
|ni| = 2 independientemente de k. Esto es, hasta ahora sabemos que una de las dos
perturbaciones tiene n; = 2 0 ny = —2. Elijamos n; = 2 (el otro célculo es andlogo).
La tercera condicién es:

1
5\/ k—2= Allam — iAlenQ. (516)
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Ahora que n; esta determinado, podemos obtener los elementos A;; y Aoy a través
de (5.14). Luego la ecuacion ([5.16)) nos da

1
SVE=2=(1-k)ay, + VEVE = 2b,,. (5.17)

De la misma forma en la que operamos antes, escribimos a,, en términos de b,, y
utilizamos la condicion de compactificacién. Luego de un poco de dlgebra obtenemos
una ecuacion polinémica en no

ns + 2(2k — 3)ny + (5 — 4k) = 0. (5.18)

Esta ecuacion tiene solamente una solucion entera independiente de k, y esta es
ng = 1. Si hubieramos elegido n;y = —2 hubieramos obtenido ny = —1.

5.3. Comentarios generales
5.3.1. Gravedad minimal generalizada

Ahora, nos gustaria hacer un pequeno comentario en la teoria definida por la
accién (4.26)) y la perturbacion (4.28); en particular enfoquemos nuestra atencién al

sector bidimensional correspondiente a los campos @ y X. Debido a las redefiniciones
de los campos , resulta que la teoria pudo ser escrita como la teoria de Liouville
acoplada a una teoria conforme con ¢ < 1. Luego, una pregunta natural que surge
es la de si ese modelo con ¢ < 1 puede ser identificado con un modelo minimal.
Como es bien sabido, los modelos conformes minimales estan caracterizados por dos
enteros p y q que definen el valor de la carga central, siendo esta ¢ = 1 — 6(37! —
B)? con (2 = p/q un rationalT| que satisface ¢ > p (de manera que 8 < 1). En
nuestro caso, el valor de la carga central de la teoria con ¢ < 1 (correspondiente

a la parte de la teoria gobernada por X ) estda dado por ¢ = 1 — 6k y, de manera
de identificarla con la de uno de los modelos minimales debemos requerir que k =
(p—q)%/pq (esto es k = (371 — §)*) [76]. Sin embargo, dado que estamos interesados
en todo el rango k > 2, resulta que la condicién ¢ = 1 — 6(p — q)?/pq solamente
es consistente para valores particulares de k. Un ejemplo es precisamente el modelo
(p = 1, ¢ = 4) que corresponde a k = 9/4, que es el valor de k para la teoria
de cuerdas en el agujero negrﬂ. En tal caso, y teniendo en cuenta que k£ también
satisface k = 2 + b2, obtendriamos 3 = b de manera que la teorfa corresponde a la
comunmente llamada gravedad minimal en dos dimensiones (modelo que se supone
exactamente soluble). Para el caso mas general, la teoria de bidimensional definida

por los campos @ y X puede ser pensada como la teoria de Liouville acoplada

31 Por otra parte, una versién generalizada de estas teorfas conformes puede ser considerada,
siendo vélida para valores genericos de (3, [50].
32Para este valor de k la carga centra resulta ser 26.



Pag. 80 Seccion 5

al modelo minimal generalizado (con 3% no necesariamente racional) perturbada
por . Aquella perturbacion correponderia al operador “vestido” de Liouville,
también en el modelo minimal. Los operadores del modelo minimal admiten una
representacion en términos de las formas exponenciales ®,,,, = e*»»X  con dimensién
conforme Ay, = (MG —nB)?—1(671—5)? = apn(mn+6—B7") para dos enteros
positivos m y n; esto es, el momento puede tomar los valores a,, = %(n - 1)p -
1 1

1(m—=1)87" 0 amn = 2(m+1)87" — 3(n+1)3. Luego, un operador de perturbacién

de la forma e"\/%")@”/i“"@ puede ser pensado como un campo vestido ®,,_1,1
del modelo minimal (p,q) con k = (p — q)?/pq. En estos términos, lo que hemos
probado es la correspondencia entre funciones de N puntos en la teoria de WZW y
un subconjunto de funciones de correlacién de la gravedad de Liouville acoplada a
modelos minimales generalizados.

5.3.2. Dualidad entre fondos del tipo taquidnicos

Al usar la relacion entre los correladores de Liouville y los correladores de WZW
pudimos escribir la identidad (4.16). Esta da una descripcién dual para la teorfa de
cuerdas en el fondo del agujero negro bidimensional (o en el espacio AdS3 euclideo).
Una de las preguntas que surgen es sobre la relacion entre esta dualidad y la
correspondencia estandard de FZZ. De hecho, ambos modelos aparecen como una
descripcion dual alternativa del mismo modelo, de manera que podemos usar ese
modelo intermedio, el modelo de WZW, para oficiar de puente para verdaderamente
escribir la siguiente aparente relacién de autodualidad

S S— N S+ S—

2 2
[T/ @] [ <HT<>HT<> T<>> -
r=1 t=1 i=1 r=1 t=1 Sia=0]

St St N s S+
~T1 / Pu [ / P <H T () [T T ) Hﬂ_k,k7k<wt>> ,
r=1 t=1 i=1 r=1 t=1 Sia—o)

(5.19)
donde el simbolo ~, estd para hacer explicito el hecho de que esta identidad depende
de los detalles de como esta formulada la correspondencia entre la teoria de sine-
Liouville y el modelo de WZW™] Esta relacién entre correladores, realizada por
medio de una realizacion de gas de Coulomb, conduce a una identidad integral no-
trivial. Por otra parte, uno podria preguntarse si la relacion puede ser referida
como una auto-dualidad de la teoria de sine-Liouville o no. De hecho, solamente
parece ser una dualidad entre dos diferentes deformaciones de la teoria del dilatén

33Hasta donde sabemos, las verificaciones de la dualidad FZZ fueron realizadas al comparar las
estructuras analiticas de ambas teorias, mas no verificando la correspondencia numeérica exacta.
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lineal y no una “auto-dualidad”, Sin embargo, uno puede ver que ambos
lados de la identidad més arriba estan en algun sentido relacionados con la teoria de
sine-Liouville, y no solamente el lado izquierdo. De hecho, la perturbacién 7;_g k.
que representa al operador con momento n = 2, estd conectado con el den =1 a
través de la relacion de conjugacion . Es decir, mientras j =1 —-—m =1—-k
para el operador con n = 2 7y_jx, el momento dual (dual segin ) eﬁ

j=14m =1—k/2,y corresponde al operador de momento con n = —1 Tl_g’

_k _k.
272

Por lo tanto, podriamos relacionar los correladores en el lado izquierdo de ((5.19)) con
el siguientd®]

N S—

e 5 e
1 @ T [ @ (T Do T B s s [T7
r=1 t=1 r=1

=1 t=1

i

[ME

55 (@)
Sia=o)
(5.20)
con 225, -5 — 5 (N —-2)=52(s; +s_) ys; —(N—2) =s; —s_. Por lo tanto,
resulta ser una version “retorcida” del modelo de sine-Liouville, i.e. puede
ser escrita como en . La presencia de las tildes ~ en los operadores da lugar
a la expresion “retorcida’; retorcida en el sentido de que es aplicado sobre
los operadores 7, k _k _k DEro no sobre los operadores 7, k Lk k. Esta relacién
entre los correladores y (5.20]) es reminiscente de lo que sucede en la teoria
de WZW, donde las representaciones standard y conjugadas son realizaciones alter-
nativas de las mismas funciones de correlacién. Por lo tanro, esto sugiere que
podria estar manifestando algin tipo de auto-dualidad que relaciona dos diferentes
realizaciones de una misma teoria conformﬂ Moralmente, el precio a pagar para

retorcer (es decir, conjugar) los N operadores de vértice 7j, mm, m, en (p.19) es el

de retorcer los operadores de apantallamiento 7, x _x » — 7, x _x & X Ti_g ki,
27 2 2

2 27 2

pero dejando sin cambiar a los otros 7, Consecuentemente, el nimero de

Eorkork
inserciones cambia de s_ a s, = s_ (y también de s, a s, ) dejando fija la relacién
formal N -2 =5, —s, +s_. El lado derecho de pareceria ser la “mitad” de la
teoria de sine-Liouville, porque solamente uno de los dos operadores exponenciales
T, ok b que forma la interaccion del coseno esta presente, mientras que los

operadores 7;_y, . parecen surgir alli para compensar las leyes de conservacién que
hacen que el correlador sea no nulo. En la teoria de WZW, la operacion andloga
al “retorcimiento” que conecta los operadores 7}, m con los operadores 7} ,,,  seria

34Estrictamente hablando, uno debe considerar el auto-morfismo m — m = —jk—m(k—1)—k/2
en vez de , que es una composicién con la reflexién m — —m.

35 A menos de un factor dependiente de k de la forma (by)°~, con by independiente de j;,m; y
mi.

36Mencionemos también que otra realizacion de los mismos correladores es posible si uno reem-
plaza ﬁ—g,—g,—g x e~V Ea (k=1)@tivakX por su k — 2-ava potencia e~V 2(k=2)(h=1)@+iVZh(k=2)X

Esto es por la auto-dualidad de la teorfa de Liouville bajo b «» b~ 1.
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la relacion existente entre las representaciones estandard y conjugada del dlgebra
de vértices sl(2), [24, 26| [74], (73], [75]. La relacién entre las representaciones 7; ,, m
Y T mm conecta operadores del sector de enrollamiento n con aquéllos del sector
n + 1. Posiblemente, la version retorcida de la dualidad FZZ que presentamos en
pueda ser extendida de manera de incluir modos de momento y enrollamiento
mayores n > 2. Esto daria lugar a la pregunta obvia de qué estarian describiendo es-
tos sectores retorcidos en vistas de la imagen del agujero negro. Como fue remarcado
en [38], si la teoria con ¢ = 1 es perturbada con operadores del sector n, entonces se
comporta de forma equivalente a la teorfa compactificada en un radio diferente R/n
y perturbada por los operadores de sine-Liouville. En algiin sentido, esto esta rela-
cionado con aquello que fue estudiado previamente en Ref. [27]. M4s alld de todo,
la perturbacion que consideramos aqui posee operadores de ambos sectores n =1y
n = 2, siendo por lo tanto una especie de caso retorcido quiralmente. Nos gustaria
entender estas deformaciones mejor. Nuestra esperanza es la de hacer contacto con
los resultados de [6] y [27] al intentar responder esta pregunta, pero esto ciertamente
requiere mas estudio.

5.3.3. El limite ¢ — 0 del modelo Liouville x U(1) x R

Nos gustaria discutir el limite particular cuando la carga central del modelo
(4.39) se hace nula. Esto fue estudiado por primera vez en [32] y [33] (ver también
[109]-[112]). Este limite corresponde a k — 0, que, de hecho, estd lejos de ser un
limite bien comprendido. De hecho, uno podria hacerse varias preguntas respecto a
si la teoria estd bien definida o no en ese limite. Sin embargo, dejemos de lado esas
cuestiones y asumamos que esa extension es perfectamente admisible. En el limite
cuando k — 0, la carga central de Liouville se vuelve ¢, = —2 mientas que la carga
de fondo del campo X se hace nula, de manera que la carga central para la teoria
U(1) xR (i.e. los campos X y T') resulta ser +2. La forma funcional de las funciones
de correlaciéon en el limite cuando £ — 0 requiere un analisis cuidadoso por las
caracteristicas sutiles que surgen al hacer una continuacion analitica en el plano de
b complejo [113, [56]. Sin embargo, podemos continuar con nuestra especulacién y
asumir por un momento que una extensién de la correspondencia entre las
teorfas de Liouville y WZW también es valida para k = 0. A este punto, la accién
de sine-Liouville coincide con la accién de Liouville si a esta la suplementamos con
un campo con ¢ = 1 X. Esto se debe a la identificacién b=2 = k — 2 y el hecho de
que Q = —(Q cuando k = 0. Por otra parte, cuando &k = 0 la interaccién de sine-
Liouville corresponde efectivamente a la constante cosmoldgica de Liouville

¢'?/V2 Esta coincidencia sugestiva entre ambas acciones puede ser también probada
al nivel de las funciones de correlacién. De hecho, asumiendo que la conjetura FZZ
es valida en el limite cuando £k — 0 y luego, al invocar la férmula de Ribault
y Teschner, es posible concluir que los correladores del modelo de sine-Liouville
coinciden con los de la teorfa de Liouville (por el bosén libre X) en k& = 0 [32]. Para
ver esto, remarquemos los siguientes hechos sorprendentes: Primero, observemos
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que, como estamos tomando el limite R = \/k/2 tendiendo a cero (i.e. el radio
asinté6tico del cigarro), solamente hace falta observar que es lo que sucede con los
modos m = m = 0 en el cigarro. Desde el punto de vista del modelo T-dual, el radio

dual R ~ 1 / V'k del cilindro tiende a infinito y los estados con momento finito p = %

(dejando p fijo) se desacoplan generando un factor U(1) de la forma ~ VX en las
funciones de correlacién. En segundo lugar, uno puede mostrar (ver [33]) que para

k =0 la férmula (2.174) es

W (210) Vo () s

o Vi

N
<q)fllam17ﬁ1 (Zl>"'q)?§7mN,ﬁN (ZN)>WZW ~ H,R’O(jl? 0) <V—
i=1

(5.21)
con p; +ps+ ..py =w; +wy+..wy =M — N+ 2 =0. La funcién Rg(j,m) es
el coeficiente de reflexién del modelo de WZW, que estd dado por la funcién de
dos puntos . El surgimiento de estos coeficientes de reflexién (uno para cada
operador de vértice) se atribuye en tltima instancia al hecho de que el momento
de los operadores de vértice fueran los reflejados con la transformacion de Weyl

ji = —1 — j; en vez de j; (notemos que el correlador de Liouville en 1' escalea

como p31+"‘3N +1). También observemos en (5.21)) que, ademéds de las s integrales en
las inserciones de los apantallamientos requerida por los correladores de Liouville,
implicitamente tenemos también M = N —2 integrales adicionales sobre las variables
v; donde M operadores V_; /Qb(vt) estan insertados. Esto es consistente con lo que uno
esperarfa ya que k = 0 implica que b* = —1/2 y luego los campos degenerados V_ o,
resultan coincidir con los operadores de apantantallamiento V;,. Luego, cuando k = 0
las integrales sobre estas variables v; no son mas que inserciones de apantallamiento
de las funciones de correlaciéon de Liouville [33], y esta es la razén por la que no
las escribimos explicitamente en . Esto muestra que la férmula de Ribault y
Teschner resulta ser consistente con la conjetura FZZ. Esto es, cuando k£ = 0 sine-
Liouville coincide con el producto entre la teoria de Liouville y un bosén libre con
¢ = 1, de manera que en el caso particular £ = 0, la ecuacién realmente
establece la identidad entre funciones de correlacion de N puntos en la teoria de
sine-Liouville y funciones de correlacién de N puntos en el agujero negro 2D. Mas
alla de todo esto, debemos enfatizar que todas estas discuciones estan fuertemente
basadas en la asuncién de que estas teorias de campos conformes estan bien definida
en el régimen k < 2 y, hasta donde sabemos, esto esta lejos de ser claro.

5.3.4. Generalizacion de la formula de Ribault y Teschner

En un trabajo muy reciente, Y. Hikida y V. Schomerus [5] probaron analitica-
mente una generalizacion sorprendente de la férmula de Ribault y Teschner .
Esta, como , relaciona los correladores del modelo de WZW escritos en la
base p con los de la teoria de Liouville, pero esta vez con la teoria de la hoja de
mundo descripta en una variedad de género arbitrario g. La férmula toma la forma
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siguiente
N N N+2(g—1)

(TT Vi) Yy ~ 108 (w20, TP (T Ve (20) TT Verymn(we) )5, (5:22)
v=1 v=1 =1

donde la funcién ©% depende de los puntos z, donde se encuentran los N operadores
de vértice, del moduli de la variedad y de las raices y; de una funcion meromorfa
que también depende de los puntos z,. Seria interesante utilizar esta formula para
intentar generalizar la correspondencia “retorcida” que describimos en la seccion
anterior, pero para g arbitrario y no solamente g = 0 (topologia esférica).
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6. Conclusiones

Uno de los temas que desperté mas interes en el estudio de la teoria de cuerdas
fue el de las llamadas dualidades. El hecho de que existan teorias con caracteristicas
fisicas muy diferentes que son descripciones de una misma realidad es una nocién
sorprendente. Existen teorias duales con distintas dimensiones del espacio tiempo,
teorias de gravedad duales a teorias en el espacio plano, o bien teorias que describen
geometrias complementarias en regimenes opuestos de sus acoplamientos. Todos
estos casos nos hacen pensar que muchos conceptos fisicos no son tan fundamentales
como pensamos, sino mas bien que son nociones emergentes de las distintas formas
que tenemos de modelar la realidad.

La dualidad FZZ es uno de estos casos; ésta establece la correspondencia entre
una teoria que describe la dindmica de las cuerdas en un agujero negro 2D (o bien
en el espacio AdS3) y otra teoria de cuerdas en un espacio plano en presencia de un
dilaton lineal y un potencial taquiénico.

El hecho de que la tnica demostracion de la correspondencia FZZ hasta ahora
conocida recurra escencialmente a nociones de supersimetria podria hacernos pen-
sar que la mera existencia de esta dualidad esta relacionada con las propiedades
beneficiosas que otorga la supersimetria. No obstante, la dualidad existe a nivel
bosénico, donde la supersimetria no desempena ningtin papel mas que el de oficiar
como elemento auxiliar para permitir su demostracién. Por otra parte, usualmente
se cree que la dualidad FZZ es un ejemplo de un conjunto de fenémenos mucho méas
general, el que serfa interesante entender en mayor profundidad. Esta fue, en parte,
la motivacion para este trabajo.

El principal resultado original de esta tesis, entre otros, es el haber encontrado un
nuevo modelo dual para describir la dindamica de la teoria de cuerdas bidimensional
en las cercanias de un agujero negro. En particular, esto generaliza la conjetura
de Fateev, Zamolodchikov y Zamolodchikov. La dualidad “retorcida” presentada
aqui es una teoria de cuerdas en dos dimensiones formada por la perturbacién de
mayor momento (n = 2) de la teorfa del dilaton lineal. Este resultado principal se
presenta en la ecuacién recuadrada (4.16).

Ademas de la novedad de esta dualidad, los caminos de la demostracién de la
misma son también originales en algiin sentido. Esta es la primera demostracion de
una dualidad de este tipo a nivel de las funciones de correlacién y que no recurre a la
supersimetria, sino simplemente a las propiedades de simetria conforme de las teorias
de campos involucradas. Esto nos confirma el hecho de que este tipo de dualidades
no estan necesariamente relacionadas con la supersimetria, ya que, a diferencia de la
dualidad FZZ original, no fue necesario recurrir a ninguna otra simetria mas alld de
las que ya eran propias de las teorias involucradas para probar la dualidad.

A diferencia de la teoria de sine-Lioville, que es la que aparece en la version
original de FZZ y que estd construida con perturbaciones de vértice con |n| =1, el
modelo sigma no lineal presentado en este trabajo se construyé con perturbaciones
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taquionicas de modos de momento con n = 1 y n = 2. Hemos discutido que estas
perturbaciones estan relacionadas con la perturbacion taquiénica de la teoria de sine-
Liouville a través de las representaciones conjugadas dadas por el automorfismo
, y este a su vez esta presumiblemente relacionado con las representaciones
conjugadas de operadores en el modelo de WZW [75]. Es en este sentido que la
dualidad presentada aqui es una generalizacion de la dualidad FZZ original, ya que
las perturbaciones de esta estarian relacionadas con las nuestras a través de una
especie de “deformacion” o “retorcimiento”.

La afirmacion de la dualidad presentada en establece un diccionario que
permite expresar cualquier funcién de N puntos del modelo de WZW en SL(2,R);
en la topologia de la esfera en términos de las funciones de correlacion de un fondo
de dilaton lineal perturbado por un potencial taquiénico. Hemos dado la prescrip-
cion precisa para calcular estos correladores utilizando las técnicas de gases libres
de Coulomb. De hecho, una vez tomada esa prescripcion, las técnicas de gases li-
bres de Coulomb son uno de los ingredientes fundamentales para poder expresar
los correladores adecuadamente y asi probar la correspondecia. Por estos motivos,
esta herramienta fue revisada en la seccién 2, en el contexto de la teoria de Liou-
ville. Uno de los resultados derivados de esta revision es el calculo de la funcion
de particion de la teoria de Liouville cuyo resultado se presenté en . Este
resultado era ya conocido (e.g. [61]) pero aqui se obtuvo directamente haciendo el
calculo con las técnicas en cuestion y utilizando una prescripcion en los operadores
de apantallamiento para extender analiticamente los resultados.

La demostraciéon de la correspondencia “retorcida” que presentamos aqui se
basé en dos pasos: El primero consisté en reescribir los campos realizando una trans-
formacion O(2) sobre ellos. Luego de la transformacion, la teorfa del dilatén lineal
acoplada con materia ¢ = 1 a través de la perturbacion taquiénica se convirtié en
la teoria de Liouville acoplada a materia ¢ < 1 a través de un potencial taquionico
que posee un operador degenerado de la teoria de Liouville. El segundo paso fue
notar que tanto los correladores de Liouville que aparecen como los correladores de
la teoria con ¢ < 1, conforman el lado derecho de la formula de Ribault-Teschner.
De hecho la funcién auxiliar F(z1,...2y; w1, ...wys) que aparece en esa férmula re-
sulté coincidir con el correlador que proviene del sector de la teoria de dilaton lineal.
Por lo tanto, el resultado que presentamos aqui resulta ser también una realizacion
de campos libres de la formula de Ribault-Teschner.

En lo que respecta a las simetrias de la teoria dual que presentamos aqui, y por
construccién, uno espera que esos correladores posean la simetria de su dual; esto
es, la simetria s/(2),. La realizacién de esta simetria es altamente no trivial. Resulta

ser, que el hecho de que 7}, , m; ¥ Zj,m;m; transforman de manera diferente ante

la accién de los generadores J* de sAl(Z)k junto con el hecho de que el operador
de la perturbacién n = 2, 7y_j ;, también transforma no trivialmente bajo esos
generadores, hacen que la combinaciéon de ambas no trivialidades se combinen de
manera de comportarse adecuadamente bajo sl(2)g.
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Perturbaciones taquiénicas del fondo del dilatén lineal que involucran modos de
momento mayor a uno, fueron también estudiadas recientemente por Mukherjee,
Mukhi y Pakman en [6]. Allf se present6 a la cojetura FZZ desde una perspectiva
generalizada. Una de las tareas pendientes es entender mejor la relacion entre la
dualidad presentada aqu y el trabajo [0], y también, entender mejor la relacién con
la correspondecia FZZ en su version original.

Vale la pena remarcar que nuestro analisis y el resultado s6lo es valido
para la topologia de la esfera. Como vimos en la seccién 2, la teoria de las inter-
acciones de la cuerda cerrada orientable es completa cuando podemos estudiar las
funciones de correlacion de la teoria descripta en cualquier variedad compacta orien-
table bidimensional. Sin embargo, es ciertamente plausible que una generalizacion
de la dualidad aqui presentada para género arbitrario sea también valida. Esta afir-
macién estd motivada por el reciente trabajo de Hikida y Schomerus [5]. En éste, se
presenta una generalizacién de la férmula de Ribault y Teschner (2.174]) pero para
género arbitrario de la hoja de mundo. Luego, dado que la demostracion de nuestra
dualidad se basa en la realizacacién del mapa de Ribault-Teschner, la generaliza-
ciéon del mismo permite conjeturar que la dualidad aqui presentada ha de admitir
una generalizacion para género arbitrario. Por lo tanto, con esa conjetura completa,
tendriamos que las dos teorias son duales a todo orden en la expansion perturbativa
de la teoria de cuerdas.




Pag. 88

Agradecimientos

En primer lugar quiero agradecer al director de este trabajo de tesis, Gastén
Giribet. La variedad de su interés como fisico y su impetu para generar espacios de
discucién sobre fisica tedrica en la facultad y el IAFE son dignas de admirar. En
particular, su constante presencia en mi trabajo, tanto personal como virtual en cual-
quier lugar del mundo, su prontitud para contestar mis permanentes dudas o para
referenciarme la bibliografia adecuada, entre otras cosas, hicieron todo este proceso
de aprendizaje mas ameno, rico e interesante. Quiero agradecerle especialmente por
involucrarme directamente en su trabajo como investigador, permitiéndome realizar
mis primeros pasos como tal. Quiero agradecer también a Alberto Giiijosa y a Ma-
riano Chernicoff, por su hospitalidad al recibirme en la UNAM, México, donde parte
de este trabajo fue realizado y presentado; a Yann, mi companero de toda la fisica
anterior a esta tesis; a Alan, por todas las discuciones interesantes que compartimos
y a los doctorandos del IAFE por la buena onda.

Luego me gustaria agradecer a la gente que no tuvo que ver directamente con
este trabajo pero si en todo lo que respecta a la vida de todos los dias. A Cinzia
(colei che ¢ chiamata la regina del I&IX), che ho conosciuto poco tempo prima di
cominciare questa tesi e che ¢ stata sempre vicina a me, virtualmente o realmente,
e che stard vicina a me per molto pit tempo; e anche mi ha insegnato a usare il
LTRX! A los pibes (Fede, Marito, Midget, PP, QQ, Ruso, Tano, Tibu y el Villa),
que soportan mi “media hora de cuelgue” cuando nos juntamos; especialmente a
Mario que siempre se interesa inocentemente por lo que estudio. Y a mi familia que
me bancan econémicamente y apoyan mi decisién de ser cientifico; en particular a
Paico, que siempre me deja pensando con sus preguntas del estilo: “Mati... vos que
sos fisico, ;Porque...?”.




Pag. 89 Referencias

Referencias

1]
2]
3]
[4]

[5]

[6]
[7]
8]

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

G. Giribet, Nucl. Phys. B737 (2006) pp. 209.

G. Giribet, Phys. Lett. B637 (2006) pp. 192.

S. Ribault y J. Teschner, JHEP 0506 (2005) pp. 014.
S. Ribault, JHEP 0509 (2005) pp. 045.

Y. Hikida y V. Schomerus, Hf WZNW model from Liouville field theory,
[arXiv:0706.1030].

A. Mukherjee, S. Mukhi y A. Pakman, JHEP 0701 (2007) pp. 025.
S. Nakamura y V. Niarchos, JHEP 0510 (2005) pp. 025.

V. Fateev, Relation between Sine-Liouville and Liouville correlation functions,
unpublished.

G. Giribet y M. Leoni, A Twisted FZZ-like dual for the 2D Black Hole, [ar-
Xiv:0706.1030].

D. Persson, Coset Models and Singular Backgrounds in  String
Theory, MSc thesis, Goteborg  University, 2005. Available at
fy.chalmers.se/ tfebn/Daniel M ScThesis.ps

J. Polchinski, String theory, Vol. I, Cambridge Monographs on Mathematical
Physics, Cambridge, 2005.

M. Green, J. Schwarz y E. Witten, Superstring theory Vol. 1: Introduction,
Cambridge Monographs On Mathematical Physics, Cambridge, 1987.

P. Di Francesco, P. Mathieu y D. Senechal, Conformal Field Theory, Springer,
New York, 1997.

N. Seiberg, Emergent spacetime, Rapporteur talk at the 23rd Solvay Confe-
rence in Physics, December, 2005, [arXiv:hep-th/0601234].

S. Mukhi y C. Vafa, Nucl. Phys. B407 (1993) pp. 667.

J. Distler y P. Nelson, Nucl. Phys. B374 (1992) pp. 123.

S. Chauduri y J. Lykken, Nucl. Phys. B396 (1993) pp. 270.
T. Eguchi, Phys. Lett. B316 (1993) pp. 74.

M. Alimohammadi, F. Ardalan y H. Arfaei, Int. J. Mod. Phys. A10 (1995)
pp. 115.



Referencias Pag. 90

[20]
[21]
[22]
23]

[24]
[25]
[26]
[27]
28]
[29]
[30]

[31]
32]
33]
[34]
[35]
[36]
[37]
[38]
[39]

[40]

[41]
[42]

[43]

H. Terao y K. Yamada, Mod. Phys. Lett. A8 (1993) pp. 2471.
H. Ishikawa y M. Kato, Phys. Lett. B302 (1993) pp. 2009.
T. Eguchi, H. Kanno y S. Yang, Phys. Lett. B298 (1993) pp. 73.

K. Becker, Strings, Black Holes and Conformal Field Theory, PhD Thesis,
University of Bonn, [arXiv:hep-th/9404157].

R. Dijkgraaf, E. Verlinde y H. Verlinde, Nucl. Phys. B371 (1992) pp. 269.
K. Becker y M. Becker, Nucl. Phys. B418 (1994) pp. 206.

M. Bershadsky y D. Kutasov, Phys. Lett. B266 (1991) pp. 345.

S. Mukherji, S. Mukhi y A. Sen, Phys. Lett. B275 (1992) pp. 39.

F. Nitti y M. Porrati, JHEP 0401 (2004) pp. 028.

S. Cremonini, JHEP 0510 (2005) pp. 014.

A. Koetsier, Matrix Models of 2D String Theory in Non—trivial Backgrounds,
MSec. thesis, University of Utrecht, [arXiv:hep-th/0509024].

T. Takayanagi, JHEP 0507 (2005) pp. 050.

Y. Hikida y T. Takayanagi, Phys. Rev. D70 (2004) pp. 126013.

G. Giribet y Yu Nakayama, Int. J. Mod. Phys. A21 (2006) pp. 4003.
T. Eguchi, Comptes Rendus Physique 6 (2005) pp. 209.

S. Murthy, JHEP 0311 (2003) pp. 056.

V. Fateev, A.B. Zamolodchikov y Al. Zamolodchikov, unpublished.

A. Giveon y D. Kutasov, Nucl. Phys. B621 (2002) pp. 303.

V. Kazakov, I. Kostov y D. Kutasov, Nucl. Phys. B622 (2002) pp. 141.
K. Hori y A. Kapustin, JHEP 0108 (2001) pp. 045.

J. Maldacena, JHEP 0509 (2005) pp. 078; Int. J. Geom. Meth. Mod. Phys. 3
(2006) pp. 1.

D. Israel, A. Pakman y J. Troost, Nucl. Phys. B710 (2005) pp. 529.
A. Giveon, A. Konechny, A. Pakman y A. Server, JHEP 0310 (2003) pp. 025.

Y. Kazama y H. Suzuki, Nucl. Phys. B321 (1989) pp. 232.



Pag. 91 Referencias

[44] Y. Kazama y H. Suzuki, Phys. Lett. B216 (1989) pp. 112.

[45] V. Knizhnik, A. Polyakov y A. Zamolodchikov, Mod. Phys. Lett. A3 (1988)
pp. 819.

46] F. David, Mod. Phys. Lett. A3 (1988) pp. 1651,
[47] J. Distler y H. Kawai, Nucl. Phys. B321 (1989) pp. 509.

[48] A. Stoyanovsky, A relation between the Knizhnik— Zamolodchikov and
Belavin—Polyakov—Zamolodchikov systems of partial differential equations,
[arXiv:math-ph/0012013].

[49] V. Schomerus, Phys. Rept. 431 (2006) pp. 39.

[50] A. Polyakov, Phys. Lett. B103 (1981) pp. 207.

[51] Yu Nakayama, Int. J. Mod. Phys. A19 (2004) pp. 2771.

[52] J. Teschner, Class. Quant. Grav. 18 (2001) pp. R153.

[53] J. Teschner, Int. J. Mod. Phys. A19S2 (2004) pp. 436.

[54] J. Teschner, Phys. Lett. B363 (1995) pp. 65.

[55] A.B. Zamolodchikov y Al. Zamolodchikov, Nucl. Phys. B477 (1996) pp. 577.

[56] Al. Zamolodchikov, On three-point Function in Minimal Liouville Gravity,
presented at the International Workshop on Classical and Quantum Integrable
Systems, Dubna, January 2004, [arXiv:hep-th/0505063].

[57] H. Dorn y H. Otto, Phys. Lett. B291 (1992) pp. 39.

[58] V. Fateev y A. Litinov, JETP Letters 84 (2006) pp. 531.

[59] V. Dotsenko y V. Fateev, Nucl. Phys. B251 (1985) pp. 691.
[60] M. Goulian y M. Li, Phys. Rev. Lett. 66 (1991) pp. 2051-2055.

[61] Al. Zamolodchikov, Perturbed Conformal Field Theory on Fluctuating Sphere,
arXiv: hep-th/0508044.

[62] V. Dotsenko, Nucl. Phys. B338 (1990) pp. 747.
[63] V. Dotsenko, Nucl. Phys. B358 (1991) pp. 547.
[64] V. Dotsenko, Mod. Phys. Lett. A6 (1991) pp. 3601.

[65] E. Witten, Phys. Rev. D 44 (1991) pp. 314.



Referencias Pag. 92

[66] G. Mandal, A. Sengupta y S. Wadia, Mod. Phys. Lett. A6 (1991) pp. 1685.
[67] Y. Hikida, K. Hosomichi y Y. Sugawara, Nucl. Phys. B589 (2000) pp. 134.
[68] M. Wakimoto, Commun. Math. Phys. 104 (1986) pp. 605.

[69] G. Horowitz y D. Welch, Phys. Rev. Lett. 71 (1993) pp. 328.

[70] P. Di Francesco y D. Kutasov, Nucl. Phys. B375 (1992) pp. 119.

[71] J. Maldacena y H. Ooguri, J. Math. Phys. 42 (2001) pp. 2929-2960.

[72] J. Maldacena y H. Ooguri, Phys. Rev. D65 (2002) pp. 106006.

[73] G. Giribet y C. Nunez, JHEP 0106 (2001) pp. 010.

[74] G. Giribet y C. Niiiez, JAEP 0006 (2000) pp. 033.

[75] G. Giribet y D. Lépez-Fogliani, JHEP 0406 (2004) pp. 026.

[76] A. Belavin, A. Ployakov y A.B. Zamolodchikov, Nucl. Phys. B241 (1984) pp.
333.

[77] V. Knizhnik y A. Zamolodchikov, Nucl. Phys. B247 (1984) pp. 83.
[78] J. Teschner, Nucl. Phys. B571 (2000) pp. 555.
[79] J. Teschner, Nucl. Phys. B546 (1999) pp. 369.
[80] J. Teschner, Nucl. Phys. B546 (1999) pp. 390.

[81] J. Teschner, Phys. Lett. B521 (2001) pp. 127.

[82] B. Ponsot, Nucl. Phys. B642 (2002) pp. 114.

[83] V. Fateev y A. Zamolodchikov, Sov. J. Nucl. Phys. 43 (4) (1987) pp. 657.
[84] G. Giribet, J. Math. Phys. 48 (2007) pp. 012304.

[85] G. Giribet y C. Simeone, Int. J. Mod. Phys. A20 (2005) pp. 4821.

[86] G. Giribet, Phys. Lett. B628 (2005) pp. 148.

[87] Y. Satoh, Nucl.Phys. B629 (2002) pp. 188.

[88] K. Hosomichi y Y. Satoh, Mod.Phys.Lett. A17 (2002) pp. 683.

[89] K. Hosomichi, K. Okuyama y Y. Satoh, Nucl.Phys. B598 (2001) pp. 451.
[90] N. Ishibashi, K. Okuyama y Y. Satoh, Nucl. Phys. B588 (2000) pp. 149.



. 93 Referencias

107]

108

[109]

Y. Satoh, Nucl. Phys. B513 (1998) pp. 213.

P. Minces y C. Nunez, Phys. Lett. B647 (2007) pp. 500.
D. Sahakyan y T. Takayanagi, JHEP 0606 (2006) pp. 027.
V. Niarchos, JHEP 0603 (2006) pp. 045.

K. Hosomichi y S. Ribault, JHEP 0701 (2007) pp. 057.

K. Hosomichi, A Correspondence between H+(3) WZW and Liouville theories
on discs, Proceedings of Cargese Summer School on Strings and Branes: The

Present Paradigm for Gauge Interactions and Cosmology, Cargese, France
(2006), [arXiv:hep-th/0701260].

J. McGreevy, J. Teschner y H. Verlinde, JHEP 0401 (2004) pp. 039.

P. Baseilhac y V. Fateev, Nucl. Phys. B 532 (1998) pp. 567.

T. Fukuda y K. Hosomichi, JHEP 0109 (2001) pp. 003.

T. Fukuda y K. Hosomichi, Nucl. Phys. B635 (2002) pp. 215.

G. Giribet, Class. Quant. Grav. 20 (2003) pp. 2119.

J. Karczmarek, J. Maldacena y A. Strominger, JHEP 0601 (2006) pp. 039.

I. Kostov y V. Petkova, Theor. Math. Phys. 146 (2006) pp. 108; Teor. Mat.
Fiz. 146 (2006) pp. 132.

I. Kostov y V. Petkova, Nucl. Phys. B770 (2007) pp. 273.

Al. Zamolodchikov, Gravitational Yang-Lee Model. Four Point Function,
[arXiv:hep-th/0604158].

Al. Zamolodchikov y A. Belavin, Moduli integrals, ground ring and four-point
function in minimal Liouville gravity, Proceedings of the International Works-
hop “Polyakov’s String: Twenty Five Years After”, Chernogolovka, [arXiv:hep-
th/0510214].

V. Fateev, Normalization Factors, Reflection Amplitudes and Integrable Sys-
tems, [arXiv:hep-th/0103014].

S. Iguri y C. Nunez, Coulomb integrals for the SL(2, R) WZW model, [ar-
Xiv:0705.4461].

A. Nichols, The SU(2)g WZNW model, School and Workshop on Logarithmic
Conformal Field Theory, Tehran, Iran, 2001.



Referencias

Pag. 94

[110] A. Nichols, Phys. Lett. B516 (2001) pp. 439.

[111] 1. Kogan y A. Nichols, Int. J. Mod. Phys. A17 (2002) pp. 2615.

[112] A. Nichols, JHEP 0204 (2002) pp. 056.

[113] V. Schomerus, JHEP 0311 (2003) pp. 043.



	Introducción
	El tema
	El resultado
	Descripción del trabajo

	Teoría de Campos Conformes
	Teoría de cuerdas y modelos sigma no lineales
	Punto de partida
	Cuerda cerrada: Cuantización y espectro
	Interacciones y modelos sigma no lineales
	Modelos de Wess-Zumino-Witten

	Teoría de Liouville y las técnicas del gas de Coulomb
	Campo de Liouville acoplado a materia con c=1(+1)
	Funciones de Correlación: Definición
	Correlador de la teoría libre
	Integración del modo cero
	Producto ordenado de operadores exponenciales
	Función de partición de la teoría de Liouville

	La teoría de cuerdas en el agujero negro 2D
	La acción y la imágen semiclasica
	Espectro de la cuerda en el agujero negro 2D y su relación con las cuerdas en AdS3
	Amplitudes de dispersión de cuerdas y funciones de correlación en la teoría de WZW en SL(2,R)k

	Conexión entre las funciones de Correlación de WZW y Liouville

	La teoría dual FZZ para el agujero negro 2D
	Fondos de tipo taquiónico en la teoría de cuerdas 2D
	La teoría de Sine-Liouville y la conjetura de FZZ
	La teoría de Sine-Liouville
	La conjetura de Fateev-Zamolodchikov-Zamolodchikov (FZZ)
	Las funciones de correlación en la teoría de sine-Liouville
	Respecto a la violación de la conservación del número de enrollamiento


	Un dual ``retorcido'' para el agujero negro 2D
	Perturbaciones de modos de momento y enrollamiento mayores
	Perturbaciones de modos de momento
	Agregando perturbaciones de vórtice

	Proposición de la correspondencia
	Algunas definiciones preliminares
	Una prescripción del tipo gas de Coulomb
	Correspondencia entre funciones de correlación
	Representaciones conjugadas y flujo espectral
	Comentario sobre la simetría afín (2)k

	Prueba de la correspondencia
	Paso 1: Rescribiendo los correladores
	Paso 2: Realización del mapa de Stoyanovsky Ribault y Teschner


	Análisis de la correspondencia
	Una prueba de consistencia de la correspondencia
	Algunos detalles de la demostración
	Comentario respecto de la marginalidad de las perturbaciones
	Unicidad de la construcción

	Comentarios generales
	Gravedad minimal generalizada
	Dualidad entre fondos del tipo taquiónicos
	El límite c0 del modelo LiouvilleU(1)R
	Generalización de la fórmula de Ribault y Teschner


	Conclusiones
	Agradecimientos
	Referencias

