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I. ESTADOS DEL CONTINUO

A. Espacio de coordenadas

Hasta ahora hemos tratado los estados ligados que son bien conocidos en los cursos
elementales de cudntica. Ahora estudiaremos los estados del continuo que resultan funda-
mental para tratar el movimiento. Los estados ligados son a la Quimica como el continuo
es a la Fisica. Recordemos que cuando expresamos la unidad en términos de los estados

hidrogénicos, escribimos

L= 3 W) (| + [ T |95 )

nlm

donde \I’% son los estados del continuo que aqui veremos. Trabajaremos en unidades atémi-
cas.

El continuo no esta discretizado. No presenta el problema de los estados ligados, en
el sentido que la energia aqui se conoce (porque termina midiendose en forma de energia
cinética en el detector experimental directa o indirectamente). Es positiva y resulta ser
Ey = k*/2u que corresponde al autovalor de la funcién \IJ% Luego veremos lo que significa
el signo 4. Debemos recordar que el continuo se normaliza a la delta de Dirac y no a la de

Kronecker, o sea

(U (W) = 5(F — F). 2)

La forma de encontrar los estados del continuo siguen la misma estructura que la de los

ligados. Se propone

VE(T) =D R (Y (), (3)

Im

y la condicién (2) impone la normalizacién

/O T dr R i (r)Rigy(r) = 0(k — k) (4)
Haciendo, como siempre,
RE(r) =T u%(r)’ con k € [0, 0] (5)
up(r) satisface , )
—%% +V(r) + 1(12;1) - % up(r) = 0. (6)



Una andlisis matematico nos permite probar que en el limite asintético vale

21
up(r) — o sin (kr — Im/2 4+ 6;) , (7)
r—00 T
a la cantidad §; = 6;(k) se lo llama desfasaje y tiene en cuenta el efecto de V(r). Estas

ecuaciones son validas si V(r) en el infinito tiende mas rapidamente a cero que el potencial

Coulombiano! A partir de §; se determina la seccién eficaz diferencial vista en cudntica

2

do 9
aq = IO = ; fi(k) (2l + 1) P(cos0)]| (8)
1 —exp(2i6;)  exp(idy) . B 1
fitk) = 2k ) = ot — 1) ©)
con lo que la seccion eficaz total resulta
AT (
=0 > (21 + 1) sin®(8). (10)

l

Que es la forma en que se la calcula y de alli la importancia de la determinacién del desfasaje

0;.

B. Relacion con la onda Plana

En el caso de no tener potencial, V() = 0, obviamente no hay estados ligados y la unidad

se escribe
1= [ dF [wz)wsl )

La ecuacién (6) se reduce

2 dr? + 272 2

[ L& W+1) _’f} uly(r) = 0. (12)

Usando nuevamente el factor i*!, tenemos

g oud(r g 12 . g |2 sin(kr —lm/2
By = 0D 2y 2 b i) (13)

J/
-

Ji(kr)




que comparado con (7) no introduce ningun desfasaje (6, = 0). Sumando sobre [m segin
(3) llegamos a la conocida onda plana

Rgl(r)
/—/\'—\

SR ()Y RY™ (k) = Z —ij (k)Y () Y™ (k) (14)
exple
(

)

expli B.7) _
g = V(7). (15)

De haber usado i~ habrfamos llegado a ¢%(7") = ¢_—=(7") que es también solucién. Las
ondas planas son una base que nos permite representar el continuo y los estados ligados.
1—(7") es una razonable aproximacién al continuo \I/_>( ) (no siempre!) sélo cuando k —

.

C. Estado del continuo para el potencial Culombiano

Acé haremos un atajo que nos ayudard mucho: pasaremos directamente de R, (r) a

R ,fl(r) Recordemos la solucién de los estados ligados para el potencial Culombiano

Ru(r) = Nuyexp(=p/2) pl 1Fi(=n+1+1;20+2; p) (16)
27\° (n+1)!
Nu =4/ (= 1
l \/(n) QP =111 7 (17)
Z2
p = 2Zr/n. Yy En =E, = ) (18)

Si comparamos las energias de los estados ligados del electrén (p =masa reducida=1) con

la del continuo, resulta

zZ2 k? Z
E,.=—--5=+ = n=d4i— 19
2n? 2 k (19)
Tomemos el signo positivo por las razones que expondremos posteriormente. Generalizemos
al campo complejo las ecuaciones obtenidas para los estados ligados segin la regla dada

por la Eq.(19)

A
n — +2'E =1ia con a=Z/k, parametrode Sommerfeld  (20)
27 27 :
p= T iZ/kT = —2ikr, (21)
exp(—p/2) — exp(+ikr), (22)
P — (=2ikr)t = (=)' (2kr)". (23)
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Incluyendo estas transformaciones en la solucién del estado ligado, la funcién del continuo
nos queda

Ri(r) = Ny (2kr)" exp(ikr) 1 Fy(—ia + 1 + 1; 20 + 2; —2ikr) (24)
donde ponemos en N, = N(a,l) todas las otras magnitudes que no dependen de 7y lo
interpretamos como una constante de normalizacién que se puede calcular via la delta de
Dirac (2). Con la ayuda de las integrales de Nordsieck en una dimensién (ver Apendice, hay

que hacerla con muchisimo cuidado!),

o0

/ dr r* R5(r)Ri,(r) = 6(k — k), (25)
0
escribimos el resultado final directamente

Rffl(r) = iFexp(Fio;) Ru(r), (26)
o = arg{I'(1 +1 —ia)}, (27)

Ry (r) es real y vale,

2 )
Ry(r) = k \/;exp(aﬂr/Z)\F(l +1— za)|m,
x (2kr) exp(ikr) \Fy (—ia + [ + 1; 20 + 2; —2ikr). (28)
El signo =+ se entenderd cuando se vea funciones entrantes y salientes. Aunque luce complejo,

el término exp(ikr) 1 Fi(—ia + [ + 1; 2] + 1; —2ikr), es real. Se prueba usando la regla de

Kummer de las funciones hipergeométricas (ver Apendice), que nos dice

exp(ikr) 1 Fi(—ia + 1+ 1520 + 2; —2ikr)
= exp(—tkr) 1 Fi(+ia + 1+ 1520 + 2; +-2ikr). (29)
Si un ndmero es igual a su conjugado: es real, con lo cual Ry (r) es real. Ademds el término
de la izquierda es el que hubiesemos obtenido si hubieramos elegido n = —iZ/k en lugar de
n=iZ/k.
Es facil ver que la funcién radial Ry (r) satisface la condicién de Kato. Efectivamente

haciendo un desarrollo para [ = 0, salvo una constante independiente de 7,

VA4 — 1
exp(ikr) 1Fi(—is + 132 =2ikr) = (1+ikr) (1 et

(—2ikr) + )
~ 1—akr +0@F* =1~ Zr+0(r? (30)
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que es precisiamente la condicion de Kato.

La funcién 1 Fy(—ia + 1 + 1;2] + 1; —2ikr) ya no es mas un polinomio finito como en los
estados ligados, sino que es una serie infinita.

Verifiqueos que si Z = 0, no tenemos potencial y por lo tanto deberfamos obtener el

estado libre, o sea la la onda plana. Veamos, si Z = 0, entoncesa =0, o, =0, ['(1+1) = 1!,

2 4T , ,
RZ(T”Z:O = \/; m(?kr)llexp(sz) 1Fi(l —i;rl; 20+ 1; —22/{:7’)1, (31)

el término en [..] esta relacionado con la Bessel esférica, con lo que llegamos a

Rig(r)| 1z = \/g i k) = Ryy(r). (32)

La ecuacién (32) es la solucién de la onda plana, que era obvio, pero nos permite verificar
que el coeficiente de normalizacion es el correcto.

De la misma manera que llegamos a la onda plana, podriamos sumar la serie >, = para el

caso del potencial culombiano segin (3) [es una pedanteria. No se puede. Se llega por otros

caminos (digamos la solucién de Schroedinger en coordenadas parabdlicas)| y obtendriamos

VE(T) = > Ran)Ym @y (k) (33)
Im
= Y2(7) Do, K| 7), (34)
V(7)) = %, onda plana (35)
D*(a, & |7) = explar/2)L(1 F ia), Fy (£ia; 1; Likr —i k. 7). (36)

Y esta es la funcién del continuo Coulombiano, tal vez la mas importante en la dindmica de
ﬁ

los electrones. Aqui es mas evidente que si Z = 0, entonces a = 0, D¥(0, k&, 7) = 1, con

lo cual recuperamos la onda plana, que era lo esperado. Una propiedad muy importante es

que

v () = (9L (7)] (37)
que tiene que ver con la reversibilidad temporal, y obviamente es una propiedad de cualquier

potencial. Nos falta dar la explicacion del porqué . A continuacién damos una inter-

pretacién matemadtica, luego veremos la interpretacion fisica. Sin entrar en detalle, vamos a
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hacer un mapping que nos indica la relacién: E = k?/2. Veamosla en el campo complejo de

k: tenemos

k = |k|exp(i¢y), E =k?/2=|Elexp(idp), dp =20,
oy, € 10, 7] ¢ € [0,27] hoja fisica (38)
¢y, € [, 27] dp € 10,27, de mas hoja no-fisica
El espacio I'm(k) > 0 , nos da las soluciones en la hoja fisica.

» Con k>0 (¢, = ¢, € = 0) tenemos la ¥,

» Con k <0 (¢, =7 —¢, €—0), tenemos la ¥,

» Con k = z% (¢, =im), tenemos los estados ligados, W,,,

» Con k = —i% (¢, = —im) tenemos los estados no fisicos (antiligantes).

Hay otros polos en el campo complejo de k. En general para cualquier potencial los polos

cerca del eje real dan las llamadas resonancias.

D. Ecuacién de Lippman Schwinger en el espacio de los momentos

En Cuéntica se vio la teorfa de perturbaciones, aplicable siempre a estados ligados. Hay
una teoria de perturbaciones para el continuo, a partir de la ecuacién de Lippman Schwinger.
Si no hay potencial la solucién es la onda plana que pasa a ser aqui el orden zero. Reciclandola
podemos calcular los otros ordenes.

Recordemos que obtuvimos una expresion de la ecuaciéon de Schrodinger en el espacio de
los momentos (espacio Fourier) para estados ligados, que aca reescribimos

—
[Enz - %2} @nlm(?) = /#‘7(? — W)W (W), (39)

Ahora hagamos la equivalencia con el continuo, haciendo:

‘I,nlm - ‘I,I_(’

K2
E, — EI_(’ = 7
entonces quedarfa la soluciéon inhomogenia
B~ — did ~— _~
[Eﬁ - ?] \PI_()( k) = / (27r)3/2V( k- u)qjﬁ(u)’ con (40)
Ui (q) = AT (—iq. 7)VE(T) (41)
K q - (27‘(‘)3/2 P q. I_(> ’

7



y V(r) puede ser cualquier potencial de corto alcance. Vamos a usar a un atajo similar a
la Eq.(19) en la que recurrimos al campo complejo. Ya que E+ > 0 habra un valor de &
(k = K) en el que el denominador se anula. Escapemos a la hoja fisica de Riemana en

campo complejo
_K? 1 K?

Eg == — 5(j:K +i€)* = - *ie (42)
queda entonces la ecuacion de Lippman Schwinger
PE(F) = 6K - )+ o / TG )i (w).  (43)
. [Br =5 +id ] (2m)? r

Este valor de £ie nos sitia siempre en la hoja de Rieman Fisica, anteriormente vistas y nos
evita el polo en el denominador. A la ecuacién (43) le sumamos la onda plana ¢ (? — ?)
que es la solucién de la ecuaciéon homogénia. La ecuacién (43) es exacta y es la ecuacién
de Lippman Schwinger en el espacio de momentos

A partir de esta podemos obtener una serie perturbativa en el potencial, de modo tal que

podemos escribir

~ —~ (0 —~ (1 —~ (2
VE(K) = UL () + TR () + T3 () + .o (44)

A . —~ (n) . =~ . .
donde el término n-esimo W*%" es proporcional a V™. El primer orden es obviamente

—~(0) -  —
() = oK - ), (45)
0) ¢ _exp(iK - 7)
VO (T) = yz(T) = i (46)
o sea la onda plana. Iterando la Eq.(43) tenemos (ver Bethe)
—~ (n) — —(0) 1 du ~— _ —~m-1)
Ut2'(k) = U2 (7)) + / V(ik —u)¥+2 (u), 47
— (1) — 1 V(ik - K)
U (K = , 48
R R -
— 1 dv -~ 1 V(v - K
) < e [ E - T )
(B =5 +ie] ] (2m) (B =15 +ie]  (2)

. { . . —~ (1), — »
Y asi sucesivamente. Lo que es importante es que el primer orden U+ (k) es analitico,
con lo cual es de muchisima ayuda en procesos que involucran altas energfas, por ejemplo:
scattering eldsticos e ineldsticos, Bremsstrahlung, Compton, efectos radiativos etc. Y lo

vamos a usar seguido cuando veamos interaccién con la radiacién. Las integrales del tipo
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(49) se resuelven con la técnica de Feynman (ver Apéndice). El tercer orden ya se complica.
—~ (1 ~
El hecho que \I’i([—g)(?) x V(? - I_(Z) es méagico: permite reducir a formulas simples las

autoconsistencias (como en la respuesta dieléctrica de Lindhard, por ejemplo).

E. Ecuacién de Lippman Schwinger en el espacio de coordenadas

Vamos a calcular como es la expresién de cualquier estado del continuo a grandes distan-
cias para cualquier potencial de corto alcance. Para el caso del potencial Culombiano.es
mas complejo porque aparecen fases logaritmicas y lo corremos para el apendice. Haciendo

la antitransformada de (43) resulta que

-~

dk — ~, — dk — - =
/(%)3/2 exp(i B 7) TE(T) = /(%)3/2 exp(i®-T) [5(K - F)
—
du =~

Usando el teorema de convolucién

[ T E = () = [ S e [ V() )

la transformacién (50) nos queda

V= (T) = exiéif;}f) + / (;W;?»l/? I(7 =7V () (7). (52)
o, dk ©xp [z?(? — 7/)}
Ir=77) = /(27?)3/2 [E?—k—;:lzie] ’ (53)

— = "
I(7" — 7"") puede resolver en forma analitica

2m?  exp (£iK |7 — 7))

— -
=)= -7

quedando entonces

(7)) =¥ (7) -

x| H

1 H,exp(:tz'K\?—?’\) Nork =3
g/dr = V(r)\IJI?(r ). (54)

Y esta ecuacién es exacta y es la ecuacién de Lippman Schwinger en el espacio

de coordenadas.



F. Comportamiento a grandes distancias

Ahora hagamos el limite para |r| — oo

exp (£iK |7 — 7|) exp (£iKr ¥ (K 7)-7"'4...)
— .

55
|7) — ?/| |r|—o0 r ( )
Llamando &' = K 7 momento de salida del electrén, queda
exp (£iKr ¥ (K 7)-7") _exp (£iKr) exp (:Fi?/ . 7),) _ (2m)¥2 exp (£iKr) jF?,(?,)
r r
(56)

Sigamos con el signo +

L (gy3/203D (EiKT) / A7, (FVUL(T),  (57)

VE(T) = v () - o (2m) 2 2
= ¥x(7)+ 21;(;93)/2 exp (i:z'Kr)’ (58)
f0) = —(@2m)* (U |VITL). (59)

—~

con cos(f) = K- K'. Al término (¢|V|¥2) se lo llama matriz de transicion. Con el signo -
hubiesemos llegado al elemento de matriz de transicion (W=.[V|¢)-;), que resulta ser el mismo

on-the energy-shell..

G. Condiciones entrantes y salientes

De la expresion (57) podemos separar la onda en dos términos

exp(ikr
ve = (P + (102 (60)
% \1/% out

Via paquete de onda, se puede ver que \I’% " es una onda plana entrante (asociada a

out

tiempos negativos) y \I’% es una onda esférica saliente (asociada a tiempos positivos),

por esa razon se la llama entrante. Usando la propiedad de reversibilidad temporal \I’% (7) =

10



[\Iff?(?)} ' , y resulta que

_ — o EXD(—2kr
Ve = (P + () (61)
—— g
v " \I,;Vout

Cuya interpretacién es exactamente lo contrario. v " es una onda esférica entrante
(asociada a tiempos negativos) y W— %% es una onda plana saliente (asociada a tiempos
positivos), por esa razén se la llama saliente. Para el culombiano que dejamos para el
apéndice, aparecen factores de la forma exp{—iaIn(kr + ?7)} y exp{ialn(2kr)}. Esto es
debido al largo rango del potencial. El concepto matematico y fisico de entrante y saliente
se ve haciendo un desarrollo temporal de la funcién de onda con paquetes de onda, que
aqui evitamos por razones de tiempo. Lo mas importante en este aspecto es el desarrollo
temporal -lo que vimos hasta ahora es la solucién estacionaria. La solucion dependiente del
tiempo se escribe

e — —
b

\7,t):/aﬁ G(K| k) U (ryexp(—ik . b —it k2/2) (62)

— . POy e 4 4 . —
b es el parametro de impactoy a( K | k) esla amplitud del paquete picudo alrededor de k =
— —

K, normalizado [dka (K| % )a(K|k) = 1. La densidad p2(b |7,) = |[B=(D|r,t)?

describe las ondas entrantes y salientes

H. El estado continuo y su relacién con la seccién eficaz de scattering

Repasemos. Para potenciales, mas débiles que el Culombiano , vale el siguientes limite

f(0) exp(£iKr)

UL(7 =(7
K( r ) rjoo 7va( r ) (271')3/2 r ) (63)
_ 2 -
f0) = =@m) (WzlVI¥eL). (64)
con 17 es la onda plana saliente, \If% es la funcion exacta entrante, <1pf?;|V\\If%’>) es la

matriz de transicién y f.(0) es la amplitud de scattering. Vamos a probar que la seccién

eficaz diferencial resulta ser

do

o=l (65)
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con cos(f) = K - K'.
Dada las ecuaciones anteriores, podemos calcular la seccién eficaz diferencial. La defini-

mos asi: corriente saliente dividido por corriente entrante

o di out

do= .
7 dlm

(66)

Recordemos que (como en electricidad)

i:/7-d7:/7-ﬁda = di=J -fda (67)

—
donde J es el flujo. Expresando el flujo de las particulas salientes a un determinado éngulo
por unidas de drea normalizado al flujo entrante por unidad de area. Debemos hacer

ﬁout da

. - T 2
. dlout . Jout . k’ T dQ

do— 68
T S (68)
>

Aqui es importante notar que el detector no acepta ninguna componente del flujo entrante
(esto esta asociado con el concepto del paquetes de onda y su relacién con el teorema 6ptico).
En el caso particular del potencial Culombiano las fases logaritmicas (exp{—ialn(kr —
?7)} ni exp{iaIn(2kr)}) introducen flujo a grandes distancias. El flujo incidente es, por

definicién (recordar mecénica cudntica).

h = = .
+ Y AT ot ot T )t
T (WE Vet — it Voyt ), (69)
en el pasado remoto tomo,

exp(i?.?)

\Il? N > vt = Uy (2)3/2 (70)
Jin = g5 Vep —p Vel = (1)

2mi -k koo (2m)3m

El flujo saliente es
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- h = . =
Jout = % <¢ﬁ V?"ﬁp - ¢ﬁv?¢ﬁ) ) (72)

en el futuro lejano tomo,
f(0) exp(+ikr)

+ + out __ + ]

\1;? ~ TE o = gb? = Gnpr sabiendo que, (73)

e?exp(—l—zkr) _ ik?eXp(—i_ZkT) Lo (%) ’ (74)
r r r

y llamando ¥ o=k (t — 00), luego kK’ =k (ojo k' //5), entonces

—  lfOp hF

Reemplazando en (68),
7out
FOR WK o
21 m r2'k r2dQ
do -~ (76)
(27r)3m'lC
N —
72'71
= |f(9))? %dQ sabiendo que k = k' (caso eldstico) (77)
do
1 | F(O)F, (78)

que es lo que usamos siempre. La seccion eficaz total es obviamente

s = [d2|f6) (79)
Y esta es la base de la teoria de scattering no relativista. desde bajas energias (térmicas)

hasta altas energias (con aceleradores) para diferentes potenciales centrales (Rutherford,

potenciales nucleares, Moleculares, Yukawa, etc). .
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II. FINAL DE ESTRUCTURA 3. SIGUE MATERIAL ADICIONAL.

A. Comportamiento a grandes distancias del potencial Culombiano

En estos apartados seguiremos los mismo lineamientos pero nos restringiremos al caso sui
generis del potencial Culombiano. Veremos las similitudes y diferencias

Calculemos ahora el comportamiento a grandes distancias de \I/% para el caso Culom-
biano. Usando el limite asintético de las hipergeométricas (ver apéndice sobre hiperge-

omeétricas visto en el tema anterior)

exp(—an/2)
(1 —ia)
a exp(—an/2)exp(iz)

+ T(1 +ia) . exp{ialnx} (80)

1Fi(ia, 1,iz) — exp{—ialnzx}

la funcién de onda del continuo Colulombiano \I/%(?)

k.7
UH(T) = % explam/2)0(1 — ia) Fy (£ia; L ikr —i k. 7) (81)

s

—— —
P (T)
tiende como

s /2 (7)) |exp{—ialnz} +a exp(2z’00)eXp i) exp{ialnzx}|, (82)
v=kr 2k -T >0, (83)

y recordemos que 1)—(7) es la onda plana y oy = arg {I'(1 —ia)}. Reemplazando resulta
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del potencial Coulombiano. Y \I’%

e N— x

N exp(z’?.?) L — 0
AR exp{ —ialn (kr — k - 7)

T

—_——
exp |i(kr — k - 7)

H
exp(ik -7 ) . _

+W a exp(2iog) P exp {za In(kr — k 7)} (84)

(7) '
Y (T x
Escribiendo
- /)

x=kr—Fk -7 =rk(l —cosf) = 2kr sinf”/2 (85)

y refiniendo la amplitud culombiana f.(6) podemos escribir

v = )2 exp(i k.7 ) exp{—ialnz}+
fc(H)M exp{ialn(2kr)}|, con (86)
£(0) = LRI nin 02/2)) (87)

2k sin 6 /2
B. Condiciones entrantes y salientes del potencial Culombiano

De la expresion (86) podemos separar la onda en dos términos

U o Y T &)
(ik.7)
i exp(ik.T : T .7
vt = ST it~ 7 7)) )
ik
\P% out __ fC(Q)M exp{ialn(QkT)} (90)

Como se ve \IP% " no es una onda plana pura entrante (asociada a tiempos negativos),

H
siné que adiciona a la onda plana una fase logaritmica exp{—iaIn(kr — k - 7°)} propia

%% es una onda esférica saliente (asociada a tiempos

positivos), también con la fase logaritmica exp{iaIn(2kr).Debemos notar que estas fases
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logaritmicas no cambian el flujo a grandes distancias y por lo tanto no afecta a la definicion
de seccion eficaz diferencial.
Usando la propiedad de reversibilidad temporal \I/%(?) = [\Ilj?(Tﬂ , v = (kr —

??) — (kr + ?7), y resulta que

((F.T)

= oot exp(ik.T , —

> = o exp{+ialn(kr + k.7)} (92)
exp(—ikr)

Uo = £.(6) exp{—iaIn(2kr)} (93)

Cuya interpretacion es exactamente lo contrario. W— " es una onda (cuasi) esférica
entrante (asociada a tiempos negativos) y W= %' es una onda (cuasi) plana saliente
(asociada a tiempos positivos), por esa razon se la llama saliente.adicionando una fase loga-
ritmica. Por cuasi entendemos que hay fases Coulombiana que no contribuiran al flujo En
ningtin potencial, excepto el culombiano, aparece exp{—ia ln(k‘ri—?.7)} ni exp{ia In(2kr)}.
Esto es debido al largo rango del potencial. El concepto matematico y fisico de entrante
y saliente se ve haciendo un desarrollo temporal de la funcién de onda con paquetes de
onda, que aqui evitamos por razones de tiempo. Lo que resulta importante destacar es que
la fases logaritmincas no introducen flujo adicional a grandes distancias con lo cual se puede

definir segun su definicion tradicional dado por (68).

C. La amplitud de scattering del potencial Coulombiano

Para chequear que todo bien, calculemos f.(f) en primer orden perturbativo (llamado

de Born) para el potencial Culombiano. A partir del formalismo de potenciales de corto
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alcance podemos aproximar \IIJ; ~ 1),y asi llegamos a la primera aproximacion de Born

20) = ~CnPtplvive) = en? [ a7vs, (2o ) vz -
e —

V(r)
?7}) Z exp(i?.?) A A
— ) [qSRET) (2 o _
(2m) /dr (27)3/2 r (2m)3/2 (27) (?_ _7)2+62
22 27 Z 1
- - - "N/ N
(?_?)2"‘62 =0 k2 4 k2 — 2Kk k. K/ k21 — cosf
cosO =k
_ <41 _z1 1 a1 04)
T K22 sin6?/2  _k k2 sinf?/2 k2 sin6?/2
B — (4) L
ror = (%) (sin62/2) (95)

que coincide con (87) en modulo!. Recordar que el caso Culombiano inclufa aparte fases

logarftmicas, que las tendrdn que dar los altos ordenes perturbativos.

D. Seccion eficaz diferencial de Rutherford

Para hacer un link con la mecédnica cldsica, en esta seccién, volvamos a las unidades
de MKS. Ya que a es adimensional entonces [f.(f)] = [1/k] = metro, con lo que

[| fo(0)|*]=metro?, o sea seccion eficaz. En MKS, a = Ze?u/kh?, entonces

AT
c 0) =
fo(0) h22k2 sin 6?2

que es la expresion famosa que se encuentra en todos los libros.

exp{2ioo + ialn(sin 6 /2)} (96)

Si quisieramos hacer una serie perturbativa tenemos que desarrollar simplemente f.(6)

fe(Z,0)

Q7 A
fe(0) = — f(Z,0) —. (97)
; 0Z3 70 J!
El primer orden en Z es la primera aproximacion de Born que resulta ser
7Ze?
fE) = & (98)

(hk)? 2sin 6% /2"

Con lo que podemos reconstruir f.(6)
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f-(0) = fB(0) exp{2ioy +ialn(sinb?/2)}. (99)

La seccion eficaz es simplemente

do 9 2 doP Z2e*
Fre) 1O = |£7)] dQ  (hk)* 4sin@*/2 (100)
Haciendo p = hk = \/2uE, donde E es la energia incidente, tenemos
B Z2 4
do  do e (101)

dQ ~ dQ  16E2sing'/2’
que es la ecuacién de Rutherford (lo mismo que la mecénica cldsica). Como siempre
la seccion eficaz exacta o en primera aproximaciéon de Born es insensible al signo de la
carga Culombiana. Lo que resulta extraordinario es que el resultado exacto coincide con
el primer orden perturbativo (o sea Born). Otro hecho llamativo es que el segundo orden
(ec.(49)) diverge !, pero la suma infinta converge! Estos son problemas inherentes al potencial

culombiano que es el mas importante (por no decir el tinico bésico) a nivel atémico.

III. APENDICE 1. INTEGRALES DE NORDSIECK

A. Integrales que contienen dos continuos

La integral bésica, disenada para calcular el Bremsstrahlung es

1

Il = /dT exp(—zr+i7.?) Fl;F2 (102)

donde llamamos
F1 = 1F1<7:CL1, 1, ile + ]{?17’), (103)
Fg = 1F1(z'a2,1,i/<;2r+k27’) (104)

La solucion es
47T —ia1 A—taz

]1 = EAI A2 F(SCO) (105)

18



donde

-— s i . — —
Sj = k‘j.q —ZZ/{?]', ] :1,2, 53:]{71]{32—]{31./{72
Uj:2Sj/D, Aj:1+Uj, j:1,2,3
Bj = 2(2]{3] + ZU]‘), ] = 1, 2, Bg = 2ZU3,
A+ Ay As
D = 212 S

F(z) = oFi(iay,ias, 1,z),
F+(l') = 2F1(1—|—z'a1,1+z'a2,2,x),

Otras integrales de interés son

I = /d? exp(ferri?.?) Fg?TFl = k1€p1[1

I, = /d? exp(—zr +iq.7) Byr"1F = (-1)" 6;;[1

Integrales que contienen un sélo continuo

Para calcular la amplitud de scattering se requiere
1 4
K, = /al?> exp(—zr4iq.7) Fi— = —A"™
r D
que es simplemente K7 = I1(a2 = 0). Usando derivaciones paramétricas tenemos

K2 = / _) exp(—zr—i—i?.?) ﬁrFl = k1€p1K1
n 0"

/ exp(—zT +’l7?) F1 Tnil = (—1) %Kl,
I_(> / exp(—zr+iq.7) Fy 2" —lﬁK
p 1 = o
K, / 07 exp(—zr +i7.7) By T = (—i)" Vo Ky

C. Integrales de Nordsieck en una dimensién

La integral del tipo

M :/ dr x" exp(—zx) 1F1(0417’Y1a]€155) 1F1(0427727k2$)
0

se pueden ver en el ultimo Apéndice del Landau.
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IV. APENDICE 2. INTEGRALES DE FEYNMAN

Consideremos la siguiente integral

dz 1 1
Lijk = 2V — . =
o= | @ TR E A e

El primer valor es

117171 = alnS—Q (121)

S =9 [(Z — B2+ (a+ 5)2} +a(6®+ 8%+ B?) +8(8% +a® + A% (122)
Q= V5—¢q (123)
= [(A-B)+@+87| [42+ @+ [B*+(8+0)? (124)

con la condicién que Re(w, 3) > 0.En general todas se puede poner en términos de ;1 a

partir de la derivacién paramétrica, a saber

1\" o
Lijr10 = (%) %Ii,j,k (125)

y similarmente en relacién a los otros parametros

V. APENDICE 3. INTEGRAL BASICA DE LA TEORIA DE SCATTERING

Una integral de interes es
— — .
A /d? exp(iu. x) . 27T2exp(:tzk:c) (126)

que se resuelve con la técnica de residuos.
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