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Guia 6: Radiacion Materia

Repaso:

Una particula de carga q y masa m en un campo electromagnético clasico: el Hamiltoniano es
1 -\2
H=—I\p-0gA] +qV 1
——(p-0Af +q ®
donde P es el momento generalizado, A es el potencial vector (VxA=B), V es el potencial escalar
(E=-VV -06A/ét) y los camposBy E verifican las ecuaciones de Maxwell. Este hamiltoniano es

semiclasico, el electrén se trata cuanticamente pero A y V son clasicos. Los potenciales A y V no son

Gnicos. Los campos By E quedan inalterados si se cambia A—>A=A+Vy y V —>V':V—an—)f, con
o

x(F,t) una funcion arbitraria: /nvariancia de gauge. Se puede ademas pedir que V-A=0, gauge de
Coulomb. Puede demostrarse que en el gauge de Coulomb A conmuta con p y el Hamiltoniano (1)
queda

2 2

H=P tqv- L Ap+ 4 a2 @)
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Sin fuentes ni corrientes, las ecuaciones de Maxwell para la radiacion electromagnética en vacio dan las

ecuaciones de ondas para E,B, A y V. Por ejemplo, para el potencial vector queda Vzﬁ\—izaz,&/at =0
c

cuya solucion es
A = Ag & explik -F —iat+i5)+cc, (©)

con k vector de propagacion y k=w/c. La condicion V-A=0 implica éE-IZ:O, es decir son ondas

transversales. En realidad (3) representa una onda monocromatica y linealmente polarizada, el caso mas
general sera combinacion de dos ondas linealmente polarizadas con distintas fases.

Operadores de creacion y aniquilacion: dadas la autofunciones del oscilador armonico unidimensional

2 2.2

|o,) se sabe que H|(pn>=(n+%)hw|(pn>, con =2p—+%. Definiendo los operadores
m

al = X 1P y a= X+ se puede demostrar que [a,al]zl;[aﬁajz—l, y H :ha)(aLa+1/2). Estos

\N2hw N 2hw

operadores verifican que a'|p,)=vn+1|p,,) y a|(pn>=\/ﬁ|q)n_l>, y se conocen como operadores de

creacion y aniquilacion.  Es interesante definir también al operador ndmero N=a'a ya que
NJon)=nlen).

1. Dada la ecuacion de Schrodinger para un electron libre en un campo electromagnético externo

2 2

SO0y _p q z = q 2
iV P, 9 Ry 9 A%y,
o  2m mc Py 2mc?2 v
donde V-A =0, la solucién puede escribirse como (F,t) :e(le)lg%)e‘is(t)’h.
2z

Esta expresion es conocida como estados de Volkov (quien la obtuvo en 1935) y es muy utilizada hasta
el presente (scattering Compton, bremsstralung, fotoionizacion).
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a) Halle la expresion general de S(t)

b) Calcule S(t) para luz monocromética linealmente polarizada E(t) = E, sen(wt) 2

2. Los potenciales escalar y vector estan definidos a menos de una funcion arbitaria y(F,t). En el gauge

de Coulomb la condicién V-A=0 equivale asz =0

a) Demuestre que si se elije y =—A-F y usa la aproximacion dipolar (exp(iIZ.F):l y A=A(t)), entonces
2

P,

~_+H', dondeH'=—qF-E
2m

el Hamiltoniano de una carga en el campo de radiacibn queda H =

representa la interaccion radiacion materia.

b) Muestre que la invariancia de gauge es compatible con la rotacién de la funcién de onda: /"= l//eiq*”’

Es decir, muestre que si | satisface la ecuacién de Schrédinger con A y Ventonces /" lo es con A y V.

3. Correspondencia electromagnetismo clasico-fotones: Si en cierto volumen V hay N, fotones
de energia 7w, muestre que:

@

. , hoN .
a) la densidad total de energia de los fotones p, = v se corresponde con el valor medio temporal

2
. . . , . . AN
de la densidad de energia del electromagnetismo clasico, p :l £0 E? +B— , Si Ag =—°
2 Ho 2eqV

b) Y el flujo energético de fotones dado por IZpr se corresponde con el valor medio temporal del vector

de Poynting clésico S NS
Ho

Materia-radiacion, formalismo cuantico: Incorporando el campo de radiacion al Hamiltoniano permite
trabajar con un sistema cerrado materia-radiacién que conserva la energia y el momento. El hamiltoniano
es:

1 (. =2 ~

H=—(p-gAf +qv+U, (4)

2m

con U = Zhw'\]ﬂ donde I\All ¢ es el operador nimero asociado a N, . fotones con su correspondiente
Ak

momento  k y polarizacion 4. El hamiltoniano (4) se puede escribir como H =H,+U+H;,; donde

2

Ho :§—+qv es el hamiltoniano de la carga q (atomicos, moleculares, puede generalizarse), U es el
m

2
Hamiltoniano de los fotones 'y H,; = _45 ﬁ+g— A%,
m m

El operador U = Zsz N, = Zsz ajlz a . actla sobre las funciones asociadas a los fotones de manera
1K K '

J‘.
Ak

las propiedades conocidas: aj"z ‘ NM> = /NM +1 ‘ N, « +1> y a, ‘ NM>: M ‘ N, ¢ —1> .

Dada la transiciéon del sistema radiacion-materia desde los estados i f, las probabilidades de transicion
estaran dadas por la regla de oro de Fermi

que U| NM>= N, « ha)| NMZ>, y los operadores a a, . son operadores de creacion y destruccion con
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dt df :75(Ei_Ef)‘<Nf‘//f|Hint|Ni’//i>‘2 (5)

donde 5(Ei —Ef) expresa la conservacion de la energia y |Nj>, |y/j> son autoestados de U yH,

respectivamente.

4. Dada la transicion entre estados ¢; y ¢, con energias &; Yy ¢;, hay ciertos elementos de matriz de

interés en el célculo de las probabilidades de transicion:
D) (B), =(o¢|plei) = (o¢ |-V |p; ) , momento
i) (7); =(¢¢[Fle; ), posicion

fi
i) <f’>ﬁ - <¢f |—6v|¢i>, fuerza

Demuestre que <f> _ :%(5i —gf)<r)>ﬁ =h£2(gi _gf)2<F>ﬁ.Ayuda: use que f):im/h[HO,F] y

fi

~VV =iln[H,, p].

5. Decaimiento radiativo: el atomo de hidrégeno excitado H(2p) decae espontaneamente emitiendo un
foton. Calcule la energia del fotén en la transicién 2p—>1s y la vida media del estado 2p del hidrégeno.

Recuerde que en aproximacion dipolar (exp(ilZ.F)zl, equivalente a considerar al fotdbn como una particula
con energia pero sin momento), la probabilidad de transicién por unidad de tiempo entre dos estados

3 2
@i e & — &

. . 3 4 = 2
ligados i-->f esta dada por P; = e ‘<(pf|r|(pi >‘ , con o =
0

. Y la vida media es 7 =1/P; .

6. Calule la vida media del estado 2p de un &tomo hidrogénico y carga nuclear Z. Compruebe que la
dependencia con Z es proporcional a Z*.

7. Efecto fotoeléctrico: calcule el umbral de energias del foton para ionizar un electron de la capa K del
Ne. El Ne* queda en un estado excitado (con un hueco en la capa K) y decae via decaimiento radiativo
2p->1s. Exprese la probabilidad de transicién y calcule la energia del fotén emitido.

8. Oscilador strengths: dada una transicion entre 2 estados con energias & Yy ¢¢, ya sea
absorbiendo o emitiendo un foton con frecuencia wj; , se define la fuerza de oscilador, u oscilador strength,
2m e o . . .
como Fy :gwif |<gof|r|(pi >| . De esta manera la probabilidad de transicion Py serd proporcional a
2
wig” Fi .

a) Calcule F, ..y F,, 4, parael atomo de hidrégeno.

b) Calcule los tiempos de vida medias de esos estados.

9. Regla de suma de Thomas-Reiche-Kuhn: demuestre que para un electrén en un atomo (estados

inicial y finales ligados) se verifica que la suma sobre todos los estados finales es z F =1
f



