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I. REPASO

El hamiltoniano en una dimensién para el oscilador arménico es
1 1
H = —p*+ —mw?a?, 1
5P 5 (1)

con w=+/k/my p=(h/i)d/dr . Las autofunciones son Hvy, = E,1,

Y, = Apexp(—X?/2)H,(X), E, =hw(n+1/2), (2)

X = 1/%%, A, = 1/4/2mn)/T,

y H, son los polinomios de Hermitte. Nos conviene escribir el Hamiltoniano en su forma

cuadrética
Buw  ~
H = 7(P2+X2), con (3)
~ 1
= D 4
\/mhwp W
Notar que el commutador
=~ mw 1 1 1
X,Pl=[\/— =N =—hi= 5
X, P = [T el = ] = i = )
Defino los operadores escaleras (ladder)
1 _
a = E(X +iP) , annihilation, 6 lowering operator, (6)
1 ~ -
ol = —=(X —iP)=a", creation, 6 raising operator. (7)
V2
Vale entonces
aa :§(P +X)—|—§, (8)
1 1
fa = Z(P?+X?) — = 9
ala = S(P? 4 X7) — o, ©
con lo que los operadores no conmutan.
[a,al] =1, [af,a] = —1. (10)
Reemplazando en H resulta
3(P?+X?)
1 1
H:hw(aTa+§):hw (]/\7_'—5)’ (11)

N = N=dla= operador de niimero de particulas,

2



aunque en realidad hasta ahora representa el nimero de nodos, como veremos. De acuerdo

a la convencién de signos resulta que (compactando |¢,,) = [n) y |[¢,1) =

afln) = vn+1jn + 1),

aln) = v/njn —1)  porlo tanto  a|0) = 0] — 1),
(nla’ = (aln))" = (Vnln — 1)1 = (n — 1|V/n,
(nla = (a'ln))" = (Vn+1n+ 1)1 = (n +1]v/n + 1.

En realidad toda esta forma operacional esta mimetizando la propiedad de los polinomios

de Hermite: H,; = 2z¢H, — 2nH,_,.Podemos decir que

a

.construye «— — — destruye7
at

.destruye «— «— — —— construye

Se llama operador nimero ya que

N|n) = a'aln) = a'v/nln = 1),

El operador N es hermitico ya que
Nt = (a'a)l = alal” = afa = N.
Podemos escribir

a'l0) = V11,
a'al|0) = V1v2[2) = v2[2),
afafal|0) = V1v2V3[3) = V31)3),

en general,

(a")"0) = Vnlln), o también,

n) = —=(a')"|0),

(Wlaln) = (W[v/aln = 1) = VS s,

(Wlaf|n) = (W'|Vn+1ln+1)=vn+ 160 1.

(18)



De (6) y 7 podemos escribir

%(CLT +a), y (23)
_ (' —a), (24)

e

S

que nos permite realizar una serie de elementos de matriz sin recurrir a la tabla de integrales.

Por ejemplo

L(a + a)*|n),

(lX?n) = (a5

El

(n|a'a’ + a'a + aa® + _aa |n),
0 0

(Vnvn+ vn+1vn +1)(n|n),

(n+n+D:%@n+D, (25)

NI~ N = N =

72

(n|P|n) = (n]5 (' = a)’|n),

1
S tal — ala — aal
2(n\aa a'a —aa" + aa |n),

0

= (- Vaya VT TVa T Dln),

1 1
= (tn+n+1)=S2n+1), (26)

y esto tiene que ver con el teorema del virial (equiparticion de energia cinética y potencial).

Sigue

hw  ~
(nlHln) = =2 (P + XPn),

B hw2(2n—|—1)

25 2
:nmn+§, (27)

que es el resultado conocido. Es interesante describir las representaciones espectrales en la

base O,,,, = (n'|O|n) de los diferentes operadores. Por ejemplo

0000 .
0100 .
N=|oo020. |, (28)
0003 .




0 0 0 0.

Vi 0 0 0.

ad=1 0 v2 0 0.

0 0 v/30.

0v1 0 0 .

00 v2 0 .

a=10 0 0 3.

00 0 0 .

y
0
In) = | 1 | n-esima posic.,

0

y se interpreta todo como producto matricial por ejemplo af|2) = /3|3)

0
0
at2)=+/3]1 1
0
0 0 0 0. 0
Vi 0 0 0. 0
0 v2 0 0. 0
0 0 +v/30. V3

| (29)
| (30)
= (0 L1 0)
2)
S (31)
3P




y 2lat = VE()

2lat=+/2(1

(32)



