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Abstract
HOJA DE RUTA Identificacién del proceso. Regla de oro de Fermi. Densidad de estados

finales e integracién. Reduccién del elemento de matriz.

CALCULO EN PRIMER ORDEN PERTURBATIVO. Formula diferenciales. Ecua-

cion de Bethe Heitler.

IMPLICANCIAS FISICAS

APPENDICE. ESTIMACION DEL ELEMENTO DE MATRIZ

falta dibujos , espanol y bibliografia. Seria conveniente hacer un nuevo item que incluya creacién
y aniquilacién y relacionarlo con bremsstrahlung y compton. Incorporar calculo de creacion de

pares.

PACS numbers:



Bremsstrahlung

k=wcC

FIG. 1:

I. HOJA DE RUTA

Siguiendo los mismos items que las notas anteriores.

Identificacién del proceso. La captura o recombinacién radiativa considera que el es-

tado inicial estd en el continuo (incide un electrén) y finalmente queda atrapado en un estado
ligado de blanco. El bremsstrahlung (o radiacién de frenado) es un proceso equivalente que

involucra dos estados del continuo -el inicial y el final. Esquematicamente (ver dibujo)

Proyectil 4+ Blanco — Proyectil + Blanco + hw, (1)
Proyectil = e, et H",p, iones[He'™, He' (15)], etc (2)
Blanco = &tomos, moléculas, iones, etc. (3)

O sea ambos, el blanco y el proyectil mantienen su identidad (no hay reordenamiento elec-
trénico) y la energia del fotén con vector k y polarizacién €, es posible a expensas de la
energia cinética del proyectil. Como siempre el que determina la energia del fotén saliente

es la ley de conservacién, F; = Ey,

o (hk;)?
Ei = om
hkr)?
Ef = %thw, (4)

— —
y aqui hay un espacio adicional & ; (con su densidad de estados d k f) que permite un

abanico de posibilidades de fw. A diferencia de la captura radiativa y la emisién espontdnea



que producian espectros de lineas, el bremsstrahlung produce un espectro de radiacién
continua.
El elemento de matriz es

R d —
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Nos concentraremos en el caso de impacto electrénico (la generalizacién a iones pesados es

inmediata). Tenemos entonces

i}; , funcién del continuo inicial

(3

@D% ., funcién del continuo final, que verifican (6)
7

<¢i ot >—5(? %) ¢ lidad
?f ?Z — ) f 3 ortonormailida 9

donde ¢%/ ~ son estados del continuo en el potencial de blanco: dtomo, i6n, o molécula, 6
i/ f

lo que sea.

Regla de oro de Fermi. El proceso fisico es muy similar al de captura radiativa. La

unica diferencia es que ahora el estado final es el continuo Siguiendo la misma notacién
y suponiendo que no hay fotones en el medio, la expresién de partida es exactamente la

misma, con la diferencia que ahora hay un elemento continuo-continuo (free-free ),

d Wi 27 2
= _ 2S5 1E — = THT 10 - ot
0 2 g e ) .
2 (hk;)? (hk)‘)2 e ol kT = ?
~h g [ o2m - 2m fi m? Av|Ey <6 b >?f e ®)

Densidad de estados finales e integracién. Aqui comienza la diferencia con la captura

radiativa que hace mas complejo este proceso y es debido al estado final. En la captura
radiativa tenfamos en el canal final solamente el espacio de los fotones. En bremsstrahlung

—
tenemos ademds el espacio de los electrones dispersados d k ¢, esto es

07 =2 d% dF 9
f - (271')3 f o ( )
\‘?/‘—/ electrén

— —

donde con d k indicamos el espacio de posibilidades del fotén, y con d k ¢ la del electrén
dispersado. Esto suma 3 dimensiones mas al problema que lo hace mas tedioso: amén de
los elementos de matriz que involucra funciones hypergeometricas en el mejor de los casos,

que complican su célculo.



Acé tenemos dos alternativas para proceder a calcular la probabilidad. O estamos intere-
sados en el electrén dispersado 6 en el espectro foténico (6 en ambos, llegado el caso). Nos
concentraremos en el espectro foténico, que es mucho mas interesante, por lo que debemos

integrar el todo el espacio electrénico,

/d?fa[Ei—Ef] - /dk 5{%‘)2 (hkf)z—hw], (10)

2m

kfw - “/{32 ? (12)
— 2m k7,
[From -5 - / a0, 2,§ / a9 gt = [0 o) (1)

prlw) = h2 h2”k2 — —w (14)

Notese que ahora kg, = ks(w), lo que indica que la energfa de salida del electrén depende

de la del fotén! (o viceversa) Reemplazando en la probabilidad, tenemos

d Wit 2V e? TS 2
i—f 2 -~ ik v —
dt dealE> ho(2m)? <ﬁ2 ) me 1; F T\° D)% %} (15)
haciendo @ = ¢ k‘ ,
A2
/—/\lﬁ
i - e Ve ey S (T ) | 00
dt dQp do — (2m)2(he)® © m 2g0wV —~ | P Rr, k|
o ¢ |k 77 3> ’
— 7 T 1
21 h2c3wm 4dmeq ; \F <€ b B kS| (17)

y como siempre se simplificé en volumen de la caja V.

Seccién eficaz. En estos casos, la magnitud de interés es la seccién eficaz, con lo que

debemos obtenerla, como siempre, dividiendo la probabilidad por el flujo incidente de elec-

trones J;,
do d VVZ:f 1
— —_ 1
Ay dw At dQ d@ Jm o (18)
hk;



por lo que

do 2r)>*m Ky q? N e e
— - v 20
Q0 dw hk; 27 W2cwm dmeg £ |AF (e b >? L)@
N—— fw TP
1/J;
]{7 1 q2 = S
— (om)2ide T Nz < iR > 21
(2m) k;, w h3c3 4meg arA\° P %5, < RS (21)
Ahora pasamos a unidades atémicas que resulta con ¢ = e, h=m = e?/dney = 1
do (27m)% K fo _ i e
= — - veer 22
Ay dd W k > (e p>z’f s (22)

y de aqui sale todo.
Reduccién del elemento de matriz. Para el caso mas general de potencial central

V(r), el elemento de matriz <e‘ik'??>?i
fw T

- requiere una fuerte dosis de algebra. El

término a calcular es
77— * 77— h—)
—ik-T o> _ = 7 otk [ D, + (2
(T o [, e ()@ @
Para potenciales centrales no Culombianos, el calculo requiere de elementos de matriz free-
free que involucran integrales complicadas.

Si tuviesemos sélo interacciéon culombiana, el blanco es una carga puntual, tenemos

05 +Z7 =gt + 7%+ hw, (24)

f

donde indicamos con Z es la carga nuclear y ¢ en general indica la carga del proyectil. En
el caso de tener electrones incidentes, tenemos ¢ = —e. Las funciones de onda del continuo
en este caso son conocidas, las de siempre, o sea (repito lo mismo)

(

J_;, (7)) =42 (7)D¥(a;, E\?), continuo Coulombiano

i 7

(7)D~(ay, ?fw|7)), continuo Coulombiano

fw " fw
wz(ﬂ = e"éﬁ)@/ﬁ), onda plana (25)
D*(a, ?|7) = exp(an/2)I'(1 Fia), Fi(Fia; 1; £ikr — Z??),
| i = Zhequgl ar = hzflffl, parametros de Sommerfeld

y m es la masa reducida de los sistemas colisionantes. Los elementos de matriz son analiticos
y son las integrales de Nordsieck (ver apendice de Tema 2). En la siguiente seccién haremos

una aproximacién muy usada. Seguimos en unidades atémicas.



A. CALCULO EN PRIMER ORDEN PERTURBATIVO

En el Apéndice demostramos que a primer orden perturbativo el elemento <?>

esta dado por

= - = = 2 ‘7(?@— ?fw) - = 3
(P )z, e = Fo(Fi= R o)+ B R rie ni Fa) TOUEL(26)

. ., . 7‘_>,_’ . .
donde ya hemos hecho la aproximacién dipolar e=**"™ = 1. La primera e interesante con-

clusién es que el primer termino O(V?) es la conservacién del momento con lo cual impone
— —
k ;= k s, pero contradice la conservacion de la energfa y por lo tanto debe ser nulo. O més
. . é é . ., ’ . 7 . z

precisamente si k; = ky tenemos una colisién eldstica y no hay energia cedida al fotén.
Fisicamemente nos dice algo muy importante: una particula libre (ausencia de potencial
V' = 0) no puede emitir fotones. Lo que resulta légico.

Lo interesante del desarrollo que hemos hecho es que no necesariamente nos debemos
circunscribir a la interaccién culombiana: puede tener cualquier forma . Esto da lugar a

modelizar d4tomos

ee + Atomo — eo F Atomo + hw. (27)
i fw

Vamos a considerar un potencial del tipo de Yukawa para tener una idea del comportamiento

de un blanco atémico neutro

—A
V(r) = —ZM, y por lo tanto , (28)

_ 2 1
V)s _Z\/;u2—|—)\2’ (29)

donde Z serfa la carga nuclear del d&tomo. FEl caso Culombiano se reduce a A = 0. Reem-

plazando la Eq.(29) en (26) y removiendo +ie ya que sabemos siempre k? > k%  resulta

— 2
> BriAT) -
Ak T <

A
donde hemos hecho la aproximacién dipolar e~

2

(227r)3v —_k]; 1) Z) E\E = k)|, (30)

iF7T — 1. Y ahora nos queda definir los

versores. Seguimos el mismo criterio de siempre



( i = (0, 0, 1), electrén incidente
7{7\]“ = (sinfycos;, sinfysing,, cosfy), electrén dispersado
k= (sind, 0, cos®), fot6n saliente 31)
g7 =1(0,1,0), versor de polarizacién
g,7 = (cosf, 0, —sinf), versor de polarizacién
(S X G =k S -k=C3 &y = &y k=0
entonces
é é . . .
ki— ko= (—kssinOpcosp;, —kp,sinfysing;, ki — kg, costy)
~ é ﬁ . .
e (ki— kyu)=—kposintysineg, . (32)
—~ H H . . .
ey (ki— ko) = —kising — ky, cos0sinffcos g, + kg, sinf cos by,

Por lo que la seccién eficaz mutiple diferencial es

do (2m)? ky., 22
dQ; do  wAdk (2m)3 (K7, — k)2
w? dw dQ,

< [PF T )] S (Fi-F o)
A

Para ahorrar esfuerzo, a esta altura nos conviene recurrir a un programa de dlgebra y escribir

directamente el resultado de la integracion

I = dSd, / de [?(?Z — ?fw):| : Z )/E}? : (?z - ?fw) 27 (35)
)~ By
fotén  electrén
dQ, = sinf df dp, (36)
de = Siﬂ@f d@f d(,Df (37)

que nos da, siempre para el potencial de Yukawa (29),

16722
Io = 3l ks (L —X), (38)
) 2 2
L = log ithr) A (39)
4 ki kpy N2

(R R 2N (R4 R, + A

(33)

(34)

= [(kpwsinfysingy)? + (—k;sind — kg, cos 0sin 0y cos gy + ky, sin 6 cos 05)?]



Reemplazando, tenemos

Ig
do (2m)% k0 22 16722 A
= L—-—X 41
w2dw wd ki (2m)3(kG, — k7)? 3k7ikfw( ) 4
32721 1
= — L—-—X 42
3w 3 k? (2w)2( ) 42
do 8 7% 1
- = = (.- X 4
dw 3w 3 k:f( ) 43)

A primer orden perturbativo en Z hemos resuelto analiticamente el problema, repito para
el caso del potencial de Yukawa.
Obviamente la conservacién de la energfa impone ks, = 1/k? — 2w con lo que la méxima

energia wpa, sera cuando

kf, = k7 — 2wWmax >0, (44)
2
Wnax Ez (45)

El caso extremo en que w = k?/2, nos indica que se transformé toda la energfa cinetica del
electrén incidente en la del fotén y finalmente quedo "quieto", kf = 0
Pero esta no es la ecuacién mas famosa. Si consideramos k; muy grandes, k; > A\, y

para bajos valores de w entonces podemos aproximar

A<<kfw:,/k§—2wzki—% ..... (46)

con lo que
Ak \°
X = ~ 1, 47
(k] —k7,)" + 20 (K] + k7,) + X 47
(22:)2 ~ 4‘]%)\2
(ki + ko) 4+ A2 4k2 22
N, ~1 o~ 21 o 48
k)P A2 B T8 (48)
Entonces d o/dw se reduce a
do 16 2% 1 2k 1
2 o~ 2 iz 4
dw 3wc3k:i2<0g w 2)’ (49)
d 16 22 1 2k?
7 ~ log —, (50)

dw — 3wk} T aw
donde « es un valor digamos cercano a /e. Y esta es la famosa ecuacién de Bethe Heitler

que merece al mayor de mis respetos.



II. IMPLICANCIAS FISICAS

De aqui podemos decir:

i) Lo hicimos para impacto de electrones donde m = 1 en unidades atémicas. Si el
proyectil tuviese una masa M (protones por ejemplo M = 1836) La Eq.(50) deberia dividirse
por M?2.

ii) Si el proyectil tuviese una carga ge, (por ejemplo ¢ = 2 para He* ™) entonces la Eq.(50)
deberfa multiplicarse por ¢ (como cualquier primer orden perturbativo).

iii) Su valor es pequeno ( o< ¢™3) pero es un mecanismo que sobrevive en el rango de rayos
X, ya que x 1/w

4i) Notesé que la ecuacién de Bethe Heitler no contiene A. Lo que se exlica que el

bremsstrahlung tiene lugar a pequenas distancias <<1/\, de modo tal que el potencial

Vir)=—Z——"~—-=(1-Xr+..) ~ —

exp(—Ar) Z Z (51)
r r r

r At
con lo que, en el limite de Bethe Heitler, sobrevive sélo el término Culombiano.

5i) En este limite (A << k; — w/k;), do/dw posee a una divergencia cuando w — 0,
y en esa regién es muy parecida a 1/w (en realidad esta divergencia es un artefacto de la
aproximaciones usadas).

61) En relacién a la Eq.(50), recordemos que k; = v =velocidad en unidades atémicas.
Hay muchisimas formas de escribirla (el Jackson tiene un capitulo dedicado a este tema)

7i) El frenamiento de iones en la materia debida al bremsstrahlung es muy importante
a altas energias de impacto. Su importancia es capital en ciencia bésica (estrellas, plasma
de fusién, PIXE, creacién de pares). Y esta presente en muchos aparatos tecnolégicos,
(generador de rayos X, radiacién contaminante, reactores de fusién y fision, etc)

Hay fenémenos interesantes tales como, stripping, bremsstrahlung internuclear, PIXE.

Da una dimensién distinta a los procesos dindmicos.

III. APPENDICE. ESTIMACION DEL ELEMENTO DE MATRIZ

Hagamos una aproximacion. Partiendo del elemento de matriz (23)

F) .- / 47 o (7) e F T <7—?€?) v (7), (52)



. ., . _‘_>__’ .
usando la aproximacién dipolar e™*¥*7 ~ 1, y la transformada de Fourier

(53)

(54)

Ahora podemos expandir las funciones en continuo en forma perturbativa a partir de la onda

plana tal como vimos en las primeras clases (serie perturbativa de Lippman-Schwinger)

— 2 V(ki— )
(W) =6k - :

¢k1(u) (ki u)+(27r)3/2k:l-2—u2+ie’
— 2 - V(ky— )

Vo (W) = (K, — W) +

Entonces

~ — —
= RN 2h - V(k‘i—k‘f) 9
<p>?f = TRAE )+ G (K= k) =+ 0

que es la ecuacion que usamos.
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(55)

(56)

(58)



