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I. IMPORTANCIA

Cuando uno comienza cudntica en su forma mas elemental (gralmente en en el contexto de
fisica moderna) la primer clase estd dedicada al cuerpo negro. Se cédlcula el llamado espectro
de Rayleigh-Jeans se encuentra que esta en desacuerdo con los experimentos. Algunos libros
hablan de la "catastrofe del ultravioleta" (ya no se usa). Se propone el postulado de Plank,
se introduce su constante h y de allf en més se ingresa a la mecénica cuantica.

A esa altura de la carrera no quedaba claro, que es realmente el cuerpo negro. Tipi-
cas frases que se invocan eran : "todo cuerpo a una determinada temperatura emite esta
radiacion"”, "radiacién térmica",.. "superficie que absorve toda la radiacién que incide",
"cavidad electromagnética", etc. Pero que es un cuerpo negro? A esta altura de lo
que conocemos sobre teorfa de la radiacién-materia estamos en condiciones de encontrar la
interpretacion fisica de un cuerpo negro (digamos el modelo de partida). Resulta interesante
(épico digamos) entender en la ultima clase lo que se planteé en la primera.

Una consecuencia de este tema fue estudiado por Einstein bajo el nombre de detail balanc-
ing. La derivacién de Einstein es diferente a la que presentamos aca. Aca nos interesara ver
la conexién con la teoria de Plank y el equilibrio termodindmico (debo reconocer que lo hare-
mos en una forma algo forzada). Lo que resulta extraordinario es que Einstein lo considero
un postulado porque todavia no se conocian las ecuaciones especificas que involucraban la

emisién (esponténea) y absorcion.

A. FORMULACION

Consideremos una caja de volumen ) con un gran nimero de dtomos variados que emiten
y absorben radiacién (que ahora sabemos son fotones). Este sistema de d&tomos lo podemos
considerar en equilibrio a una cierta temperatura T.

Que sabemos de la Fisica clasica?

1- Si hacemos un pequeno agujero en la caja de volumen V), la radiacién electromagnética
que emerge corresponde a la del cuerpo negro.

2- El niimero total de atomos en cada estado de energia debe estar distribuido de acuerdo
a la estadistica de Mlaxwell Boltzman correspondiente a la temperatura T.

3- Como el sistema estd en equilibrio, el niimero total de d4tomos en cada nivel de energia



FIG. 1:

debe permanecer constante. Esquematicamente los componentes que componen un cuerpo
negro lo vemos en la figura.Vamos a suponer que los dtomos o iones interactian solamente
via emisién y absorcién de fotones, segiin lo hemos visto en las notas anteriores. El sistema
esta en un bano de fotones que incluyen todas las frecuencias. Supongamos dos estados
cualquiera de un cierto atomo (two state system, luego lo generalizaremos). ILlamemos

(trabajaremos en unidades atomicas)

N, = numero de dtomos en el estado a,

Ng = % = densidad del estado a,

E, = Energfa del estado a, caracterizado por la funcién v,
N, = numero de dtomos en el estado b,

ny = % = densidad del estado b,

E, = Energia del estado b, caracterizado por la funcién 1,



y ademds que

E, > FE, talquewy,=w=FE,—FE, >0, vy (1)
N,7 = N, = numero de fotones con energfa /iw en V,
N, .
ne = ;= densidad de esos fotones. (2)

Por simplicidad llamaremos directamente wy, = w.

1. Fotoexcitacion

Plantiemos la equivalencia bédsica. Conocemos la probabilidad de transicién por unidad
de tiempo de que el sistema estando en el estado a, absorba un fotén de energia w = wy, con
polarizacién €, - y sea fotoexcitado al estado b (ligado). De las ecuaciones de foto excitacién

resulta (en a.u.)

A2

9

dW,_ . /ET?V“_\ € el

W = 210 [(Fy +w) — E3) ( oV ) et (Pl (3)

Wos = 2 e (PP = N X, “
X = i_@%z (P ha = i_i B i (Tl )

Podemos reducir la expresion de X ( ver apendice). Como es fotoexcitacién hemos hecho la
equivalencia [ d?é [(Ey+w)—E) = 1.

Es comin llamar (ver segunda cuantificacién) definir

wN,, I(w)V
I = = N, =—7
(W)= plwe=—7¢, = No=—— (6)
entonces queda
d Wy, Ar? =\ 2
b 1) T (P ©

2. Decaimiento radiativo

Por otro lado, la probabilidad de transicién por unidad de tiempo de que el sistema

estando en el estado b, emita un fotén de energia wy,, = w y caiga al estado a—fotoemision.



esta dado por.

A?Vj‘iﬂ
AWt (om(Ny+ 1) e e 2
W = 270 [ep — (€a + Wha)] ( G ‘8@ (P )ap| (8)
d Wi 47%(N, + 1) .,
ot = ATt D (3 P =(NL+ DX )
3. La ley de Plank
Ahora planteemos la Master equation
dN, dwWi, d W,
¢ = LNy — boa N, 1
dt e " dt ’ (10)
= [(No + )Ny — NN} X, (11)
y similarmente
AN, dW,. dWi,
— —a iy~ a<— N, 12
dt dt a7 (12)
= [NyNo — (No +1)N,| X, . (13)
La primera relacién importante es que de (7?)y (?7)
dN, = dN,
20 14
i + i 0, o sea (14)
d
—(Ny+ N,) =0 15
L (N4 N (15)

que era de esperar de un sistema cerrado. Nada se pierde en el sistema a + b via w.

Ahora si, supongamos que estamos en el equilibrio, en este caso

dN, dN,
AL = 1
de lo que resulta la misma ecuacién y nos da
N, 14N,
2 — ) 1
Ny N, (17)

Ahora usemos el hecho que la densidad de estados esta regido por la estadistica de Mawxell-
Boltzman , N(¢) x exp[—¢/kpT]
No  na  expl—eq/kpT]
Ny ny  exp|—ep/kpT]’
= expl(ep — €4)/kBT) = exp(wpa/kT) = exp(w/kpT). (18)
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Reemplazando en (17)

Ng N, 14N,
e R (19)
1
N, = . 20
exp(w/kgT) — 1 (20)

(notar el —1 en el denominador!). Siw — 0, N, — 00, y siw — oo, N, — exp(—w/kpT) —
0. Recordemos que estamos trabajando en unidades atomicas por lo que w = hw.

Ahora consideremos un ensamble de fotones con atomos con energia w de modo tal que
el espectro sea continuo, por lo que ahora tenemos en cuenta la densidad de fotones en
particular elemento de volumen en el espacio ? de fotones. Esto significa fisicamente pasar
al continuo de w con todo lo que eso implica. Esto es considerar que hay infinitos estados
excitados de modo tal que las transiciones formen un continuo (que es la base del cuerpo

negro). El nimero total de fotones en V sera

polarzz)\
2 V 2V dw
N—/Ndf /N _L g% /N27r3c3’ (21)
f
2V 9 8wV 9
= — N, Q, = ———— N, 22
i | e [0 = i [0 N 22)
4
N Tot _ 8m 2 / 2
_ — o N, N, 2
v n = Gl /dw w dw 7T263w w (23)
—_———

_ / dwj_z (24)

La cantidad de fotones entre w y w + dw en la caja V es dn,,

dn,  w?>N,
& (2)
Reemplazando (20) resulta
2
dn,, W 1 (26)

dw w3 exp(w/kpT) —1

La energfa de cada estado es hw = w en unidades atémicas, con lo que la densidad de energfa
total (integrada angularmente por unidad de volumen) es
() = wdn“ W 1

Ponl®) =900~ 2 exp(w/kgT) — 1

(27)
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Que no es otra cosa que la ley de Plank !!. Ahora queda entendido el cuerpo negro en el
que la emisién espontdnea es determinante en este anadlisis.
Y de allf sale todo lo que se vio en F “isica Moderna. Por ejemplo si queremos ver toda

la energia del cuerpo negro o sea integrando todas las frecuencias tenemos

5—/Oodw (cu)—/ooalcuw3 !
—Jo Pon™) = 0 m2c3 exp(w/kgT) — 1’

2
- %k‘* T = Cte T, (28)

que no es otra cosa que la ley de Stephen Boltzman. Y sigue Fisica Moderna.

B. COEFICIENTES DE EINSTEIN

Verificamos entonces la propiedad de los cuerpos negros (o mejor de una coleccién de
atémos embebidos en un gas de fotones) basandonos en la formalismo de la interaccién

materia-radiacién. Einstein lo hizo al revés. Propuso la siguiente master equation (BJ168)

dNb<— a

= By 4 N, 2
I b aP(W) (29)
ANy
dt b = Bagbp(w)Nb + A(l(beb (30)
donde como siempre
N, = numero de dtomos en el estado a,
N, = nimero de dtomos en el estado b,
y p(w) esta dado por (6)
w3 1
= 31
pl) w23 exp(w/kgT) — 1 (31)
Los coeficientes By, By y Ay son los coeficientes de Einstein y el encontré que
B, » = By o (detail balancing) (32)
3
w
Aa&b = %BaHb (33)

Notese que Aj_., esta relacionado a la emisién espontdnea.
Vamos a demostrarlo a la luz de nuestro formalismo. Para empezar sabemos que la

fotoexcitacion nos da

dNbHa deHa
= N, =N, X N, 34
dt dt (34)
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igualandolo a (29) resulta

X

—_———
B N, X N, 47w , 4 472
b— a — = =

,O(Cd) w_]\[w 3 <T>ba - W <T>§a

\Jﬁ./

p(w)
Como vimos, en equilibrio resulta que

dNb«—a o dNa«—b

dt dt

En terminos de los coeficientes de Einstein la identidad (36) queda

Bb<— ap(w)Na = Ba«—bP(W)Nb + Aw—bNb

A tNy = p(w)(Bpe Ny = Ba v Ny)
Am—b
%ZBIN— a T Bm—b)’

plw) = (

Usando (19) N, /N, = exp|w/kgT], resulta

Aa<—b
(Bb<— a eXp[w/kBT] - Ba<—b)

Si lo comparamos con el resultado exacto (27)

plw) =

w3 1

w23 exp(w/kpT) — 1

pph(w) =

llegamos a las soluciones dadas por (32) y (33)

II. APENDICE

Calculemos X de la siguiente manera: elijiendo

b= (0, 0, 1)  direccién de incidencia del fotén,

E1=¢,=(1,0,0), y E=¢,=(0,1,0),

E
()4 = (1), (sin 0 cos p, sinBsingp, cosh),

(40)

(41)

: (42)

podemos entonces considerar radiacién unpolarized promediando sobre sobre todas las posi-

bles valores €1 2, 0 lo que es lo mismo todas las posibles valores de {6, ¢}

Q 1
5/%‘61 <?>ba\2 = ba/—sm 6 cos® ¢ =

1 [dQY . . 9
5 E\&‘y(r}ba\ = ba —sm 29 sin? ¢ =

@Ir—\ ml

za ? (43)

()b (44)



Luego



