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Hasta ahora vimos dtomos con 1, 2 y muchos electrones. Vimos ademads que los &tomos se
atraen (polarizacion, Van der Waals, etc), por diferentes mecanismos para formar moléculas.
Ahora pasemos a ver estados moleculares que podriamos definirlos como estados ligados (y
del continuo) de electrones en el campo de mas de un nticleo. Las moléculas tienen otra
propiedad que no presentan los dtomos y son los estados roto-vibracionales que surgen del
tratamiento mas completo de Born Oppenheimer.

Seguiremos la misma linea de pensamiento que con dtomos. El equivalente del dtomo
de hidrogeno (un sélo electrén) es la molécula Hy . El equivalente del dtomo de Helio (dos
electrones) es la molécula Hy. La generalizacién a otras moléculas homonucleares es mas o
menos directa, y sigue los mismos lineamientos de la tabla periédica Moléculas heteronu-
cleares se complica bastante y moléculas con mas centros es un tema mas complicado. Aun
para el simple caso de Hj se debe tener en cuenta que hay grados de libertad adicionales,

como la rotovibracién de los nucleos, que veremos al final

I. ESTADOS ELECTRONICOS DE LA MOLECULA Hj

A. Solucién exacta

Comencemos con el caso mas simple, dos nticleos Z4 y Zp (para Hy | resulta Zy =Zp = 1)

. . . . . - = = > = - -
situados por conveniencia en la direccion Z,osea R4 = R4/, Rp = RpZ,y R=Rp— R 4.
A este sistema (centro de masa generalmente) se lo llama body-fized frame, por lo que habria
que hacer una rotacién al space-fized frame. Consideremos aqui que los niicleos estan fijos
(no se mueven uno respecto al otro, R =cte). El Hamiltoniano electrénico H. (sin spin y no

relativista) del sistema es

H. ®(R,7) = B(R)O(R, 7), (1)
1
H, = —§v27 +V(7T), (2)
A A VA
V(7)) = _ZA B 2228 gonde llamamos, (3)
TA TB R
Ta=T-Ra Tp=7T-Rp, y R=Rz-Ra (4)

H
Estamos interesados en las soluciones ®( R, 7") y las energfas electrénicas E(R).Asf como

el hidrégeno tiene soluciones "perfectas" en términos de la ; F7, este caso también las tiene.
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La solucién exacta se obtiene usando las coordenadas elipticas (£,7, ¢) , donde ¢ € [—m, 7]

es el dngulo azimutal con respecto al eje internuclear,

§="pe, el o0

n="ZE e -1,1]
d—>_ R3 2 2
mo= (& = n7) dE dndyp.

El laplaciano en estas variables es



dgr =2 [0 O] O 0] [ 1 L]
AR R2(&* —1?) {85 {(6 1)85] "o [(1 ! )8?7} i {(52— o (1—772)] 8902}
y el potencial queda

Za ZB+ZAZB B 274 2Zp ZaZp

"7 s R RE+n RE-m R )
2 ZARZBR o,
2

= —W |:€(ZA +28) + (2 — 24) — z;;B (52 - 772)] ,  (10)

done hemos hecho z4/p = RZ4/p. Muchas veces se saca el término internuclear Z,Zp /R

y se lo adiciona al final. Proponiendo una solucién del tipo

B(En. ) = FOCZE, v sabiendo que. (1)
m
O exp(imyp) _ _erXp(imgo)

0¢®  2m Vor

"o _m{% [(52_1)0%} +8% {(1_"2)0%} } [(521—1) " (1_1772)] m

e rocm.

resulta, (12)

ZARB
2R

§(za+28) +n(zp — 2a) — (6" —n*) + E(R)

podemos separarla en dos ecuaciones

2

{% {(52 - 1)6%] - % +(za+2B)+ [RQE(R) — z’gB] ¢

{% {(1 - 772)(%} - 7(1 T;) + (zp — za)n — [RQE(R) — ZA};B]

donde C es una constante de separacién. No hay una solucion de estas ecuaciones en terminos

+C}F@)=QMJ

3
T —clowm = )

de una funcién conocida, se expresan en series de potencias. Una vez mas se pueden poner
en términos de funciones hipergeométricas. Se pueden encontrar funciones numéricas para
todos los estados incluyendo el continuo. Notese que hemos planteado el caso general
esto es Z4 # Zp. En nuestro caso (H)) Z4 = Zp = Z = 1, por lo que desaparece en
termino lineal en 7, (zp — z4)n. La simetria de la moléculas es un tema decisivo, por lo que

hay que definir una notacién particular para cada caso.



Energia electronica pura (izquierda) y potencial nuclear (derecha) de los primeros orbitales molecu-

lares. La escala de energia emplea Rydbergs (1 Rydberg = 1/2 hartree).
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1. Notacion 1

Veamos ahora la notacién o identificacién de cada estado. En el caso de dtomos con un
electrén los nimeros cudnticos eran n, [, m y el spin. En primer lugar la solucién ®(&, 7, ¢)
es autofuncién del operador I, en efecto

L6, ) = (—%) B(,m ) = (—%) F<s>a<n>%¢;1;@ —md(Emy)  (16)

con lo cual m es un buen nimero cudntico, entonces al estado se lo caracteriza con A = |m)|.
Como a los estados en el potencial central (caso atémico) se los identifica con s, p, d, f, o
sea,

[=0 —s, =1 —p, =2 —d, =3 — f, etc (17)

aqui para moleculas se usa las correspondientes letras griegas

A=0 —0, A=1—m, A=2 =), A=3 — ¢, etc (18)



Nos queda determinar dos nimeros cuédnticos. Obviamente serén los nodos de la F'(§) y de
G(n), ne y n,. Asi los tres nimeros cudnticos que describen el estado es: (ng, n,, m). El
estado fundamental es el (0,0,0) el proximo es el (0,1,0), (1,0,0), etc., y asi sucesivamente.
El spin sigue siendo lo mismo Pero esta no es la forma mas popular, hay otra que daremos
en la préxima seccion. El estado de minima energfa se obtiene mediante cédlculo numérico

haciendo
OE(R)
OR
nos da, en unidades atémicas, R = Ry = 2ap = 1.06A, y la energia da E.(Ry) = 0.1026 =

=0 (19)
2.79¢V. que coincide con el experimento con 3 cifras significativas!.

B. Solucién aproximada: LCAO (Linear Combination of atomic orbitals)

A grandes distancias uno esperaria que la funcién electrénica fundamental tienda como
(ver figura)
V15(2[ra) = ¥1,(2[rp), R—0
eatro(Ura) + cptn(lire). R — o0

el 2 () (21)

La idea del LCAO es proponer una combinacién

con

O, = cathy+ cB Vg, con (22)
VYa = Vi(zlra), v ¢p=1¢(2lre), (23)

donde P, es una funcién de prueba dependiendo de la variable ¢4, cp, que pueden determi-

narse con el ppio de minima energfa.
<@Z‘H€‘q)z>
(D:]2:)

De acéd a la Eq.(50) sigue una manipulacién algebraica conocida. Reemplazando (22) en

E= — E(R). (24)

(24) llegamos a

E(R)(ca¥ s+ cp Ygleats +cp Vp)

= <CA¢A +c¢B ¢B|He‘CA¢A +c¢B ¢B> ) (25)
E(R)(¢,Saaca + ¢4Sapcp + 3Spaca + c3Sppcp) (26)
= CZHAACA+CZHABCB+C*BHBACA+C*BHBBCB- (27)



con (ver apéndice)

Saa = (Yala) = Spp = (¥plvp) =1, (28)
Sap = (Walvm) = Sma = (Balp) = ¢ |14 2R + 3 (2R)’ (29)
Haa = (alH[Y4) = Hpp = ({p|Hp), (30)
_Z_2 z_2_ Z—Z[l 1+ zR)e **H] 31
_R+2z R—(+z)e , (31)
Hap = (alH|Yp) = Hpa = (| H[V4), (32)
2 2
= (% —%) SAB+Z<Z—2Z) (1+ZR) €_ZR (33)

La ecuacién (27) involucra 2 variables ¢y y ¢; (ca y ¢p son simplementes las conjugadas
que conducen a las mismas ecuaciones). Sabiendo que E = E( ¢¥,c};), e imponiendo la
condicién variacional

0B _0E _, (3

* *
ocy  Ocy

H H S S
a4 Hyp ca ) _ g [ Saa Sas ca | (35)
Hpa Hpp cB Spa SBB cB

produce

con (ver apéndice)

Saa = <¢A‘¢A> = SpB = <¢BWB> =1, (36)
Sap = (Yaltp) = Spa= (¥plts) =e i {1 + 2R+ 3 3 (ZR) } (37)
Han = (u|H|Y,) = Hpp = (Yp|H|V3g), (38)
_22+Z_2_ Z—Z[l—(l—l— R)*QZR} 39
“ R T2 TR e b (39)
Hap = (YalH|Yp) = Hpa = (Vp|H|Y4) , (40)
2 2
_ (% D %) Sup + 2(z — 22) (1 + 2R) e %, (41)

donde hemos hecho Z, = Zp = Z. Debemos recordar que como ﬁ esta fijo, y / d7T 4 =

/ A7,y V%»A & VQ?B. La Eq.(35) involucra el célculo matricial

ﬁxE:Eﬁx

ol

(42)

QI

y los autovalores se determinan tal que (H ES

Hpap—F Hup — ES
det( AA AB AB) (43)

O

Hyp — ESap Hys —



produciendo una ecuacién secular

Hun—E=+(Hap— ESup), (44)
cuyas soluciones son
Hpa+ Hap
FEL=————=—F ) 4
+ ].Z*ZSAB :t(zvR) ( 5)

Los coeficientes de la LCAO ¢ y c5, salen de la Eq.(43)

(Han— Ey) i+ (Hap — ELSap)ch = 0 (46)
(HAA—E,)CE—F(HAB—E,SAB) Cg = 0 (47)
de (44) resulta que
ch Cy
Cp Cp

el coeficiente cj se puede calcular demandando que la funcién este normalizada

1= (@7|®)) = (caltha +Up)lealthy + ¥p)) = lcal* (24 25a5) . (49)
ch = ch= \/%TAB =c¢", y similarmente, (50)
1

Ya tenemos todo lo que necesitamos. Las 2 funciones quedan

(V4 +5) Yy + g

T=ra 5
E+<Z,R), (I)z - m R—oo \/é ) (52)
E,(2R), & = Wa—%¥s) | Ya—Us _ (53)

- V2 =254 BRoce /2

Obviamente se puede generalizar el método LCAO usando no sélo 2 siné muchos orbitales,

pero finalmente se llegara siempre a la diagonalizacién dada por (42)

1. Notacion 2

Basado en este método vamos a introducir una notacién de los estados moleculares que es
mas difundida. Las autofunciones deberian describir adecuadamente los limites asintéticos,
He™ (n'l'm’), R—0

Hf — : (54)
H(nim)+H" 6 H" + H(nim) R — o0



Una mejor forma es describir el estado con el nl del 4tomo separado (R— o0), seguido de A
mas un parametro de simetria, o sea nlA; 6 nl\,.( o también: A\jnl 6 A\,nl) La denominacién
g (gerade (par)) o u ( ungerade (impar)) es una denominacién que se usa solamente para el
caso de moléculas homonucleares (Z4 = Zg) y representa una simetria extra. En general, si
tenemos nicleos iguales tiene un centro de simetria, el punto medio en }_%:ym = (}_%) A+}_%> B)/2.
Eligiendo este punto como el centro de coordenadas resulta que el hamiltoniano es invariante
respecto a una refleccion 7 <= —7 . En términos précticos es equivalente a cambiar

A <= B, ( o equivalentemente cambiar r4 <= 75) que se denota con el operador Cp,

Cap[®F] = Cuplct(q+1p)] = ¢ (b +¥,) = +0F,  gerade, (55)
aAB[(I);] = 6AB[C7<wA — )] =c (Vg —1hy) = =P, ungerade. (56)

Como veremos el estado que llamaremos 1so, tiene un estado en la cual la molécula es
estable, ocurre que una determinada zona de R se observa E, — F;; < 0, por lo tanto el
estado se llama ligante (bonding). Mientras que el estado al que llamaremos 1s0, no tiene
un estado ligado , siempre F_ — Ej, > 0, por lo tanto es antiligante (antibonding), por esa
razon se le pone el * o sea 1so’. La histérica interpretacién de Lewis es mas visual: si hay

carga electrénica en el punto medio es ligante, si es nula es antiligante.

2. Valores numéricos

Comencemos considerando el estado fundamental 1so, de Hy (Z = 1) y tomando z =

Z = 1. La posicién de equilibrio o de minima energia es aquella tal que (use acdi MATH.)

%EAL R) = 0 = Ry = 2.5ap, (exper.: Ry =2.0ag), (57)
1
E (1, Ry) — <—§> = D, =—0.048=—-1.76 eV, (exper.. D, =2.7%9V). (58)
E

No es bueno!. Pero el ppio variacional (24) es mas poderoso nos dice que es estacionario

también en 2z, o sea



iEJr(z,R) =0; vy gEAz,R) =0, nosda (59)

OR 0z
20 = 1.24ap, Ry =2.0ap, (exper.: Ry =2.0ag), (60)
1
E (1, Ry) — (—§> = —D. = —0.08644 = —2.35 ¢V, (exper.. D.=2.79eV). (61)
——
Els

Lo cual es muy satisfactorio!. Lo que indica que el LCAO funciona para describir lo grueso.
Para Z= 2, que corresponde a la molécula He3™, no existe ningtin minimo de la energfa, ni
siquiera variando z, y por lo tanto no existe una forma estable de dicha molécula. Son todos

estados antiligantes Numericamente no hay minimo para Z> 1.35 (use MATH., chequear?)

3.  FEstados excitados

Para dtomos tenfamos los estados excitados: para [ = 0, tenemos 2s,3s,4s.0..., para
[ =1, tenemos 2p,3p,4p...etc. Podemos introducir los estados moleculares excitados con la
misma modalidad o sea considerando lo LCAO con los correspondintes estados excitados.
Comenzamos con el espacio o. Se pueden identificar los estados moleculares (molecular
orbital, MO) de acuerdo a los estados asintéticos com m=0, a saber

(

LCAO MO
% (Y154 + ¥1s), Lsoy
% (Y154 — Y1sB) Lsay,
s Rd %( 954 T Vasp) 2s0, . (62)
75 (V254 — Vo), 2507,
% (w2p0A + ¢2pOB) ) 2pooy = 2p.0y
L % (Yopoa — Vopon) »  2p00 = 2p20%

(OJO como veremos no siempre los estados ungerade son antiligantes!). También podemos

combinar los estados m con m=1, y m=-1.

LCAO MO
Or — % (Vopia + Vopr1B) 2puamy, - (63)

% (Vopiin — Vopi1B) 2p417y

10



Aunque a veces es mas convenientes trabajarlos en forma cartesiana y decribirlos con z e vy,

y la notacién es

LCAO MO
P — % (w2pm/yz4 + w2pz/y3) 2afyTy (64)

% (Yopeya = Yopayyn) 2Py )y
notesé que aca el ungerade es el estable y el gerade el inestable!. Obviamente los estados
2p, 7,y 2p,m, tienen la misma energfa, son degenerados. Son igualmente degenerados 2p,,
y 2p,m,.Visualizar estados com m=2, o sea estados d, son mas complicados, pero el analisis
es igual. Asi como las energias atémicas de los orbitale atémicos siguen aproximadamente
la regla:

1s <25 <2p<3s<3p<3d<ds<dp<dd...

Alrededor de las posiciones de equilibrio, las energias de los MO (que varfan con R)

estdn , mas o menos, ordenadas asf,
lso, < lso,, <280, < 280, < 2py/yTu < 2p.0y < 2pg/ym, < 2p.0,,.. (65)

y de la misma manera que construimos la tabla periédica de dtomos con esa regla, tam-
bien construiremos las moléculas homonucleares con muchos electrones. Anticipemos lo que

vamos a hacer en la proxima clase: asi como el neon lo describifamos como

Ne)  (1s* 2s*2p%) 1S,
la molécula Bs la describiremos como (66)

By) — (1so? lsoy? 2s0. 2s03? 2pm.) 'EF

4. Notacion 3

Hasta ahora usamos una notacién muy visualizable, pero redundante. Hay otra forma
mas rigurosa que nos va a permitir codificar mejor las moléculas homonucleares con muchos
electrones. Siempre tengamos en mente que estamos trabajando con un modelo simplificado,
sin interaccién spin-orbita, ni correcciones relativistas, y con niicleos puntuales. Repasemos.
En el 4tomo de hidrégeno ZAQ, y lAZ conmutan con el Hamiltoniano por lo que [ y m son con-

stante de movimiento. Sumado el niimero cudntico principal que nos da el nimero de nodos

11



de la funcién radial llegamos al valores n, [ y m que caracterizan los estados electrénicos.
En la molécula homonuclear con un electrén Hj , sabemos que solo lAZ conmuta con el Hamil-
toniano. Habiamos visto que su autovalor A = |m| era un buen nimero. También vimos la
simetria 7 <= — 7 (0 equivalentemente C 41— p) nos daba la simetria gerade o ungerade.

Generalmente se usa una tercera notacién mas compacta. La equivalencia es

lso,| 1soy,

w| 2s04| 2s0

vl 2pmu| 2pog| 2pipyTg| 2P0, (67)

=1lo, |=1o, |=20, |=20, |= 115 |=30, |= 17, (})|= 30,
(1) doble degenerado, x/y. La explicaciéon de esta notacién es simple y esta relacionada con
la forma de célculo. Si se diagonaliza en una base atémica determinada segin las simetrias
Og, Ou, Mg, Ty, Og, Oy,... etc. Dentro de cada simetria se los numera de abajo 1,2,3 ... y

asi sucesivamente, que es el nimero que se pone adelante, esqueméticamente

Oy Oy Tg Ty

304 30y 3my 3m,
204 20, 27y 2m,

loy 1oy, 17wy 1m,

II. SEPARACION DE BORN-OPPENHEIMER

A. Estados roto-vibracionales de H2+

Hasta aqui hemos considerado que los nicleos estaban fijos, y hemos encontrado todos

los estados electrénicos @4, autofunciones del Hamiltoniano electrénico H,, satisfacen
H.®, = Es(R)P, (68)

con s identificando el estado (s representa n)\gi 6 n)\f, o lo que sea, incluyendo el continuo lle-
gado el caso) y dependiendo de R como pardmetro externo. Ahora vamos a darle movimiento

a los niicleos incorporando en el Hamiltoniano su energfa cinética. El Hamiltoniano total es

12



ahora

1

H = ——V2 4+ H,
2MVR + H., (69)
1 Z 7 ZZ

H, = —=V& - — — — 4+ — 70
2 " ry ’I“B+ R (70)

Lo
2 My  Mp

. (71)

Ma=Mp=M M

No necesariamente My = Mp: podriamos tener DH', 6 TH*. Queremos encontrar la solu-

ciéon Wde H tal que HV = EV. Proponemos la llamada separacién Born-Oppenheimer

¥ =" F(R)®,(R.7), (72)
entonces
1 9 — _ — N
> (_ﬂvﬁ» ¥ He) F(R(RT) = EY FRIR(RT).  (79)
1 o = /4
> (_ﬂvﬁ + E,(R) — E) F(R)®,(R,T) = 0. (74)
Premultiplicando por ®* (R, "), usando (®,|®,) = d,, e integrando en d 7
1
5 (|- va| o) )+ (Bt - B EE) o, (75)

s

Tenemos ahora un sistema de ecuaciones acopladas. El problema resulta todavia complicado

de resolver. Vamos a hacer una approximacion muy elemental, llamada approximacién
. o . — , .

adiabdtica, que consiste en suponer que ® (R, 7"), varfa muy debilmente con todas las

N

componentes de R, de modo que podamos aproximar
o

b, o, ) ~ V4L
< )=

o
l—ivi—% + E,(R) — E] F.(R) =0, (76)

que resulta ser una simple ecuacién de Schrodinger en un potencial central Fs(R). Hagamos

1
——VZ
2u 1

entonces llegamos a

la de siempre

1 1 0 0 L£?
——ViL =- — R*— 77
AR Y (aR 8R> TR (77)
donde £ es el operador momento orbital angular (usamos letras caligréficas para las magni-

—
tudes relacionadas a R). Proponemos

£(7) = Py, (78)

13



y llegamos a
1 0? n L(L+1)
2u 0R? 2uR?

Para entenderla fisicamente, hagamos una expansién de E,(R) alrededor del minimio, o

+ ES<R)] U,(R) = EUL(R). (79)

posicién de equilibrio Ry (que presuminos existe)

d 1 d?
E = F — Ry))—E —(R— Ry)? ——=F .
S(R) S(RO) + (R RO) dR S(R) R + 2(R RO) dR2 S(R) N + (80)
0

o k‘sg 2 /€53 3 /€54 4

= ES(R0)+7(R—R0) +?(R—R0) +ﬂ(R—RO) + ., (81)
reteniendo solo el término cuadrético

1 0? L(L+1) ko 9 B

_ZGRQ + 2MR% + Ei(Ro) + 7(]% — Ry) ] Us(R) = EU4(R). (82)

Resulta ser un oscilador cuyas soluciones son los polinomios de Hermitte H,, siendo v el

nimero cuéntico vibracional. La solucién del estado fundamental es entonces

. v/ Hws /T exp(—pws R? /2) Hy(\/iios R) YM@) 0.(RT).

M vV2ru!l R — ——

~ ~ rotacional electrénica

vibracional

con ws = \/kg/p. Evaluando alrededor del minimo Ry = 2.0ap, llegamos a

1 L(L+1)
E= Esv = Es R ] Py : 83
c (Ro) +w <u+2)+ T (83)
electronica — \—— N\ — —
vibracional rotacional

1. Comparacion con los experimentos

Retomemos nuestro caso: el H; . La energia electrénica E,(Ry) para el estado funda-

mental s = 1so, (o directamente lo,), para disociar la molécula
Hf — H" + H(1s) (84)
la calculamos anteriormente (ver Eq.(61)) y obtuvimos

1
De = Ery, — (—5) — —0.08644 = —2.35 ¢V, (85)
——
Eys

y el experimento daba 2.79 eV (ver figura para identificar D.).
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La energia vibracional resulta con: ki, ~ 0.14 (lo saque con MATH. usando LCAQO)

y i~ 1836/2 = 918, lo que da lso,

ks 0.14
Wsoy, = | = Vorg = 0012033 eV, (86)

El NIST da wis =2321 cm™" = 2321x 1.24x107* eV= 0.29 eV (bastante bien!). Teng-

amos en cuenta que estamos despeciando las derivadas de ordenes mayores que dan lugar
a correcciones llamadas anarménicas (encontre con MATH. para LCAO, ki, 3 = —0.34, y
Kiso,4 = 0.74, chequear).

La energia rotacional estd determinada por el término B

1 1
. _ — 0.000136 = 0.0037 eV. 87
SuR2 2 x 918 x 22 ¢ (87)

El valor que da el NIST es B®P = 29.8 cm™! = 29.8x1.24x10~* = 0.0037 eV (igual!). Es
interesante reconocer que el término I = pR3 = 3672 en unidades atémicas, es el momento
de inercia de la molécula Hy . Podemos indiviidualizar entonces a £2/2I como la energfa
cinética de rotaciéon (mecdnica elemental).

Finalmente veamos la energia de disociacién Dy, y se define como la energia que
hay que dar al estado fundamental para disociarlo totalmente. En nuestro caso, la energia
del estado fundamental esta caracterizado con v = 0, £ = 0y s = 1soy, 0 sea Eiy, 00

Consideremos primero

1 1\ 0(0+1) 1
Dy = E o1s¢g — \ "o :Escr so 0+ < -\ 75/ 88
B (Y (101 D)
\ ~- -
Exs E0,0,0144 Eqs
1
= —0.5864 + 0.0125 +0—0.5=—-0.08044 = —2.18eV. (89)

El experimental esta alrededor experimental -2.65 eV.

Si incluimos la energia del electrén, entonces tenemos el término D = Dy + Ei,,
D=-218—-13.6 =—15.718 ¢V (90)

mientras que el valor experimental es —2.65 — 13.6 = —16.25 eV. (Tener cuidado que hay

3 terminos: D, Dy y D, hay diferentes notaciones entre textos)
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III. FINAL DE ESTRUCTURA 3. SIGUE MATERIAL ADICIONAL.

A. Apéndice. Integrales coulombianas de un electrén en dos centros

Partiendo de la integral

J_lvo:/d?exp(—am) exp(—ﬁrB)’ (o1)

rATB

— — — — —
donde "o=7—Ra, Tg=7—Rp, vy R= Rpg— R4 Con el uso de variable elipticas

(57 7, 80) , i es el azimuth

entonces
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resulta

T = ‘%ﬁ lexp(—BR) — exp(—aR)] (93)
= |pep = %T exp(—aR). (94)

Otras integrales de interés son

B _exp(—ary)exp(—prg) 10
J_170 = /d’l“ " = _ﬁaﬁj_L_l (95)
(R 28
= — 5 exp(—fR) + ———= |exp(—aR) — exp(—SR 96
R{oﬂ—ﬁ p( )+(a2—ﬁ2) [exp(—aR) —exp( )]} (96)
= Joup = %(1 + aR) exp(—aR) (97)
Joo = /0[7> exp(—ara) exp(—prg) = _é%J—LO (98)
_ 8T aexp(— exp(—a dap exp(—aR) — exp(—
= e | e )+ Bemlam)+ € et -af) x-S
==, 5= % [1 +aR + %(OzR)z} exp(—aR) (100)

Otras interales del tipo

Jnm = /d? exp(—ara)r’y exp(—pre)r'y (101)

pueden obtenerse por sucesivas derivaciones param ‘rtricas

B. Otra simetria

Hay una tercera simetria que serd importante solo cuando tengamos muchos electrones,
y es la refleccion respecto al plano X 7 en el body-fixed frame. Esta puede definirse cambiando
Y <= —Y. Esta operacién, llamemosla ¢y, conmuta con el Hamiltoniano por lo que es una
constante de movimiento. El azimuth es ¢ = arctan(X/Y'), por lo que cambiar Y <

—Y implica cambiar ¢ < —¢. Recordando que los harménicos esféricos se definen como

' -1)" >0
M] X (=17 m = , luego (102)

o = [P0
(=) = (=1)"¢_,(¥), (103)
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entonces, vale

ey [0 (9)] = bp(=¢) = (=1)"0_,. (), ¥ (104)
& [om(0)] = ()" d_,(0) = (=1)"(=1) "¢ () = dp(e0) (105)

Los autovalores seran +1 y se los simbolizara con el supraindice +. Ademds

oyl [8,) = & [mg,,] =m(-1)" [¢_,,], implica que (107)
Loy +ovl, = 0 (108)

Notese que para el casom = 0 (o A = ) las autofunciones de [, son tambien las autofunciones

de ¢y . Entonces tenemos el operador [ , y a esos sumamos el equivalente del niimero cuantico
)

ppal. que involucra el mimero de nodos. Para el caso de m£0, estard degenerado ya que

dos estados con autofunciones con ¢,, y ¢_,, que tienen la misma energfa.
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