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A esos chicos que desarman un juguete,
solo para averiguar como funciona ...





The important thing is not to stop questioning. Curiosity has its own
reason for existence. One cannot help but be in awe when he contemplates
the mysteries of eternity, of life, of the marvelous structure of reality. It is
enough if one tries merely to comprehend a little of this mystery each day.

Never lose a holy curiosity . . .Don't stop to marvel.

Albert Einstein, 1955
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viii Resumen

Compositos elastoméricos estructurados: estudio de
los efectos magneto-piezoresistivos y su aplicación

en dispositivos piezométricos

RESUMEN

Los Compositos Elastoméricos Estructurados (SEC, por sus siglas en
inglés) están formados por dispersiones de material inorgánico en una matriz
elastomérica, en la cual se inducen propiedades anisotrópicas. La presente
Tesis consta de un estudio experimental y teórico de sistemas SEC.

En los sistemas experimentales estudiados, partículas que son simultánea-
mente magnéticas y conductoras de la electricidad se encuentran dispersas en
polidimetilsiloxano (PDMS). La estructuración del material (por formación
de cadenas de material inorgánico en la matriz polimérica) se logra curando
la dispersión en presencia de un campo magnético intenso.

El estudio experimental comenzó con la síntesis y caracterización de na-
nopartículas de magnetita (NPs) y la formación de agregados micrométricos
NPs/plata, que están en estado superparamagnético y son conductores óhmi-
cos. El sistema SEC obtenido luego del curado presenta piezoresistividad (la
resistividad eléctrica, ρ, es función de la tensión mecánica aplicada) y mag-
netoresistencia (ρ es función del campo magnético aplicado luego del curado
del material). En esta Tesis se ha desarrollado también un sensor de tensión
mecánica basado en dicho SEC, incluyendo la implementación de contactos,
encapsulamiento y la calibración de su respuesta.

Estos sistemas pueden presentar Anisotropía Eléctrica Total (TEA, por
sus siglas en inglés), es decir, conductividad eléctrica apreciable únicamente
en una dirección espacial, la de aplicación del campo magnético durante la
preparación. El estudio teórico comienza con el análisis mediante simulacio-
nes Monte Carlo de cómo los parámetros estructurales de los sistemas SEC
in�uyen en la probabilidad de obtener TEA. En dichas simulaciones se com-
putó la probabilidad de percolación en cada una de las direcciones caracterís-
ticas del material estructurado. En la segunda etapa teórica se desarrolló un
modelo constitutivo de la respuesta piezoresistiva anisotrópica bajo la con-
dición de TEA. Finalmente, se extendió dicho modelo con el �n de predecir
la respuesta magnetoresistiva observada.

Palabras Claves: Piezoresistividad, Magnetoresistencia, Percolación, Mon-
te Carlo, Composito, Anisotropía.



Resumen ix

Structured elastomeric composites: study of
magneto-piezoresistive e�ects and their application

in piezometric devices

ABSTRACT

Elastomeric Structured Composites (SEC) are formed by inorganic ma-
terial dispersions in an elastomeric matrix, in which anisotropic properties
are induced. This Thesis presents an experimental and theoretical study of
SEC systems.

In the studied experimental systems, particles which are simultaneously
magnetic and electrically conductive are dispersed in polydimethylsiloxane
(PDMS). The structuring of the material (by formation of chains of inorganic
material in the polymer matrix) is achieved by curing it in the presence of
an intense magnetic �eld.

The experimental study started with the synthesis and characterization
of magnetite nanoparticles (NPs) and aggregate formation of micrometer
NPs/silver, which are in a superparamagnetic state and are ohmic conduc-
tors. The SEC system obtained after curing has piezoresistivity (the electri-
cal resitivity, ρ, is a function of applied stress) and magnetoresistance (ρ is a
function of a magnetic �eld applied after curing). In this Thesis it has been
developed also a mechanical stress sensor based on that SEC, including the
implementation of contacts, encapsulation and calibration of the response.

These systems may present Total Electrical Anisotropy (TEA), that is,
appreciable electrical conductivity only in one spatial direction, the one of
application of the magnetic �eld during preparation. The theoretical study
starts with the analysis by Monte Carlo simulations of how the structural
parameters of SECs in�uence the probability of TEA. In these simulations
the percolation probability in each of the characteristic directions is compu-
ted. In the second theoretical stage a constitutive model of the anisotropic
piezoresistive response under conditions of TEA has been developed. Finally,
this model is extended in order to predict the observed magnetoresistance
response.

Keywords: Piezoresistivity, Magnetoresistance, Percolation, Monte Carlo,
Composite, Anisotropy.
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Capítulo 1

Introducción

We live in a society exquisitely dependent
on science and technology, in which
hardly anyone knows anything about

science and technology.

Carl Sagan, 1990.

Resumen: En esta Introducción se describe el Estado del Arte de la
temática de trabajo y se enuncian los objetivos principales a desarrollar
en los capítulos siguientes.

En ciencia de materiales reciben el nombre de materiales compuestos
o compositos aquellos formados por la unión de dos o mas materiales pa-
ra conseguir la combinación de propiedades que no es posible obtener en
los materiales originales. Estos compuestos pueden seleccionarse para lograr
combinaciones poco usuales de rigidez, resistencia, peso, resistencia a las
altas temperaturas, resistencia a la corrosión, dureza y conductividad eléc-
trica, entre otras propiedades [1]. Actualmente se acepta que un material
es compuesto cuando cumple las siguientes características, a saber: (i) está
formado por dos o más componentes distinguibles físicamente, (ii) presenta
varias fases químicamente distintas, insolubles entre sí y separadas por una
interfase, (iii) al menos una de sus propiedades di�ere de la simple suma
de las propiedades de sus componentes (sinergia). No pertenecen a los ma-
teriales compuestos aquellos materiales polifásicos en los que mediante un
tratamiento térmico no degradativo se cambian la composición de las fases
presentes (e.g. aleaciones metálicas) [2].

La aparición y el desarrollo de los materiales poliméricos puede conside-
rarse una de las grandes revoluciones del siglo pasado en lo referente a la
ciencia y tecnología de materiales. Los avances conseguidos en los métodos
de producción de estos materiales, unidos a sus excelentes características, hi-
cieron que fueran rápidamente aceptados y empleados por el sector industrial

1
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y el de la construcción. El perfeccionamiento de estas características fue el
siguiente paso en la consecución de materiales cada vez más adecuados a las
necesidades productivas. De esta forma, la preparación de materiales com-
puestos basados en el refuerzo de materiales poliméricos con �bras y rellenos
inorgánicos es, sin duda, un excelente ejemplo de dicho perfeccionamiento
[3, 4].

Un caso particular de los compositos basados en matrices poliméricas son
aquellos en los que el relleno presenta una arquitectura de�nida. Para �jar
ideas, podemos considerar las resinas reforzadas con CNT (Carbon Nanotu-
bes, Nanotubos de Carbono). Estos materiales son ampliamente conocidos y
utilizados por su excelente resistencia mecánica [5]. Mas aún, alterando el
proceso de preparación del composito (e.g. mediante extrusado mecánico [6]
o ablación con láser [7]) puede inducirse una orientación preferencial de las
�bras de carbono. De esta forma el material presenta anisotropía estructural,
que puede inducir anisotropía mecánica, eléctrica, óptica, etc. [5, 8�10].

Otra estrategia para la obtención de estructuras anisotrópicas consis-
te en la utilización de rellenos magnetoactivos. Para ejempli�carlo, puede
considerarse a los ferro-�uidos, que consisten en una matriz líquida (agua,
solvente orgánico, aceites), un relleno nano�particulado magnéticamente ac-
tivo (hierro, magnetita, hematita) y un surfactante (ácido oleico, hidróxido
de tetrametilamonio, ácido cítrico) para evitar la sedimentación del relleno.
Por aplicación de un campo magnético externo, el relleno se magnetiza y
se organiza siguiendo las lineas de campo magnético. La Figura 1.1 mues-
tra un ferro�uido de magnetita en agua sobre una super�cie de vidrio con
un imán permanente debajo. La con�guración de equilibrio presenta picos
con orientación radial, correspondiente a las lineas de campo magnético. Al
quitar el campo magnético, y dada la reducida granulometría del relleno,
el movimiento Browniano impulsa la dispersión de éste, volviendo a la con-
�guración isotrópica original [11, 12]. Los ferro�uidos fueron desarrollados
por Steve Papell en la NASA en los años 60's [13] y, dadas sus propiedades
magnetoreológicas (cambio de sus propiedades reológicas por aplicación de
un campo magnético externo) que les permite a estos materiales absorber
impacto y vibraciones, actualmente son utilizados principalmente en inge-
niería mecánica y civil, instrumentación analítica y bioingeniería (desarrollo
de prótesis ortopédicas) [14, 15].

Pueden realizarse dos modi�caciones conceptualmente inmediatas sobre
sistemas ferro-�uídicos, a saber: (i) utilización de rellenos micro�particulado
y (ii) reemplazo de la matriz �uida por una matriz rígida (de variado ca-
rácter elástico). La primera de esas modi�caciones implica que la agitación
térmica deja de ser un fenómeno relevante al quitar el estimulo magnético
externo. Sin embargo, en contrapartida, la segregación gravitatoria induce
la segregación de fases. Por consiguiente, para mantener la estructuración
del relleno al remover el estímulo magnético externo, se recurre a la segun-
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da modi�cación, para lo cual pueden seguirse principalmente dos protocolos
de preparación. El primero consiste en la disolución de la matriz polimérica
en un solvente adecuado, dispersión del relleno, estructuración del mismo y
remoción del solvente por evaporación [16, 17]. El segundo, en cambio, se
basa en la dispersión del relleno en una matriz de bajo grado de entrecru-
zamiento, estructuración del relleno y, por último, incremento del grado de
entrecruzamiento (proceso conocido como curado de la matriz) [18, 19].

Figura 1.1: Ferro�uido de magnetita en agua sobre super�cie de vidrio con
un imán permanente debajo.

Como se detallará mas adelante, los sistemas estudiados en el presente
trabajo consisten en compositos formados por dispersiones de partículas con-
ductoras y magnéticamente activas, dispersas en un polímero elastomérico
no conductor preparados siguiendo el segundo de los protocolos mas arriba
descritos. Los elastómeros son aquellos compuestos poliméricos que muestran
un comportamiento elástico marcado. El término, que proviene de la conden-
sación de polímero y elástico, es a veces intercambiable con el término goma
que, en rigor, es más adecuado para referirse a productos vulcanizados.

El hecho de que la matriz polimérica aquí utilizada, PDMS (polydimethyl-
siloxane, polidimetilsiloxano), sea no conductora ubica a estos sistemas en
una clasi�cación muy diferente de aquellos formados por matrices conduc-
toras, típicamente PANI (polyaniline, polianilina), donde la conducción está
dada por dicha matriz [20, 21]. Esto genera diferentes tipos de oportunida-
des y limitaciones para su aplicación en transistores de capa delgada [22, 23],
micro�electrónica �exible [7], sistemas micro�electromecánicos [24, 25], sen-
sores químicos [26], pieles electrónicas [27] y la construcción de electrodos
transparentes para dispositivos fotovoltaicos y opto�electrónicos [28, 29]. Por
ejemplo, al no ser necesario que la matriz sea conductora, es posible extender
el espectro de posibilidades en cuanto a la naturaleza química de los polí-
meros empleados, con la oportunidad de optimizar la posibilidad de elegir
entre distintas matrices según los requisitos necesarios y aplicaciones busca-
das. Como ejemplo de lo anterior, basta comparar las distintas posibilidades
ofrecidas por los sistemas basados en SBR (styrene�butadiene rubber, cau-
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cho estireno-butadieno) y PDMS, con diferentes propiedades mecánicas y
estabilidades físico�químicas [16, 30].

Por otra parte, el hecho de que la matriz sea esencialmente un aislante
implica la necesidad de incorporar partículas conductoras en proporciones
superiores a un valor crítico por encima del cual haya conductividad eléctri-
ca apreciable (superiores a la de la matriz). Según la naturaleza química y la
morfología de las partículas empleadas (y de la matriz elegida), las concen-
traciones críticas pueden ser relativamente altas (por ejemplo 50 % p/p en el
caso de compositos isotrópicos -i.e. no estructurados- de plaquetas de gra�to
en una matriz de PDMS [31]). Esto implica ciertas di�cultades e inconve-
nientes. Por ejemplo, un factor importante a considerar es el aumento en los
costos, tanto de materiales como del trabajo de síntesis en el caso de usarse
nanomateriales diseñados ad hoc para la aplicación deseada. Otra di�cultad
es que el uso de altos niveles de partículas de relleno induce cambios impor-
tantes en las propiedades elásticas y tribológicas del composito con respecto
a la matriz polimérica, desvirtuándose entonces las ventajas ofrecidas por la
posibilidad de elegir el polímero. Estas di�cultades son soslayadas por el uso
de sistemas estructurados como los descritos mas arriba, y utilizados en este
trabajo. La Figura 1.2 muestra esquemáticamente la diferencia estructural
de compositos isotrópicos y anisotrópicos columnares.

Figura 1.2: Comparación esquemática de un composito isotrópico y aniso-
trópico con distribución columnar del relleno.

En efecto, la formación de arquitecturas anisotrópicas alineadas en una
dirección especí�ca reduce la concentración crítica para observar conducción
eléctrica, pues favorece la percolación a través del material [32�38]. De esta
forma, tanto en el presente trabajo como en otros anteriores de nuestro gru-
po [18, 24] se ha obtenido conductividad eléctrica en sistemas conteniendo
proporciones de partículas de ∼ 4 % v/v.

Corresponde señalar aquí que, en forma similar a lo introducido respecto
a las resinas reforzadas con �bras de carbono, la formación de estructuras
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alineadas (formadas ahora por un número elevado de partículas de relleno)
puede inducir diversas propiedades anisotrópicas en el material. En trabajos
anteriores de nuestro grupo se describieron propiedades anisotrópicas con-
cernientes con la elasticidad [18, 30], curvas de magnetización y resonancias
magnéticas [18, 30]. Adicionalmente, si el relleno es conductor eléctrico (co-
mo en los sistemas que conciernen al presente trabajo), bajo las condiciones
de preparación adecuadas, el material compuesto presentará conducción eléc-
trica anisotrópica [16, 18, 24], i.e. menor resistividad eléctrica en la dirección
de orientación preferencial del relleno.

Cabe ahora describir en detalle el composito estructurado en el que se
centrará la atención brindada en el presente trabajo, para luego enunciar los
objetivos que serán desarrollados a lo largo de los capítulos siguientes. Los
componentes que constituyen el material compuesto son, a saber:

Relleno: micropartículas de magnetita�plata (en adelante referidas in-
distintamente como Fe3O4[Ag] o µPs).

Matriz polimérica: PDMS.

Por ello, se notará como PDMS�Fe3O4[Ag] a dicho material. Los detalles de
la síntesis del material de relleno y de preparación del composito se darán en
el Capítulo 2. Por el momento nos limitaremos a puntualizar la estructura
interna del mismo y las propiedades caracterizadas en trabajos anteriores, a
modo de Estado del Arte. La caracterización completa del material de re-
lleno, fue realizada previamente mediante una variada batería de técnicas,
entre ellas, PXRD (Powder X-Ray Di�raction, Difracción de Rayos X de
Polvos), VSM (Vibrating Sample Magnetometer, Magnetometría de Muestra
Vibrante), SEM (Scanning Electron Microscopy , Microscopio Electrónico de
Barrido), TEM (Transmission Electron Microscopy, Microscopio Electrónico
de Transmisión), ATR-FTIR (Attenuated Total Re�ectance Fourier Trans-
form Infrared Spectroscopy , Espectroscopía Infrarroja por Transformada de
Fourier en Re�ectancia Total Atenuada), DR-UV-Vis (Di�use re�ectance
UV-Visible Spectroscopy, Espectroscopía UV-Visible por Re�ectancia Difu-
sa), SQUID (Superconducting Quantum Interference Devices Magnetometer,
Magnetómetro de Dispositivos Superconductores de Interferencia Cuántica)
y Voltamperometría de tres puntas. Los resultados de dichas caracterizacio-
nes, detallados en trabajos previos de nuestro grupo [17, 18, 24], sugieren
que la estructura interna de las µPs consiste en una matriz de plata metálica
granular con agrupaciones de nanopartículas de magnetita en estado super-
paramagnético (referidas como NPs) dispersas en ella. Esta nano�estructura
de las µPs, le con�ere dos propiedades de relevancia: (i) comportamiento óh-
mico con muy baja resistividad eléctrica; (ii) superparamagnetismo a tempe-
ratura superior a la temperatura de bloqueo TB ≈ 175 K. Puede observarse
que la primera de las características mencionadas está asociada al transpor-
te eléctrico a través del metal noble, mientras que la segunda característica
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puede asociarse a la presencia de las NPs (puesto que éstas presentan dicho
comportamiento magnético, mientras que el componente metálico presenta
muy pobre comportamiento paramagnético).

Siguiendo el procedimiento descrito brevemente mas arriba, y que será
detallado en el Capítulo 2, el relleno se mezcla con la matriz polimérica aún
�uida, y posteriormente se cura en presencia de un campo magnético uni-
forme externo. Este proceso, por lo dicho, induce anisotropía interna en el
composito. Haciendo uso de OM (Optical Microscopy, Microscopía Óptica)
de baja magni�cación, se observan estructuras de relleno orientadas en forma
preferencial en dirección del campo magnético aplicado durante el curado del
material. A lo largo del presente trabajo nos referiremos a esas estructuras
como columnas. Incrementando la magni�cación de la OM, o bien utilizando
SEM de baja magni�cación, se visualiza en mayor detalle la estructura in-
terna de estas arquitecturas columnares. Las mismas están conformadas por
estructuras catenarias (mas anchas en el medio y mas �nas en los extremos)
que se conectan. En este contexto denominaremos como pseudo�cadenas a
dichas estructuras, y se hará referencia al material compuesto descrito como
SEC (Structured Elatomeric Composite, Composito Elastomérico Estructu-
rado).1 La Figura 1.3 esquematiza la estructura interna del SEC bajo análisis.

Figura 1.3: Estructura interna del SEC.

Es importante destacar que dichas estructuras se observan solo bajo cier-
tos parámetros experimentales de preparación del material compuesto. Por

1Agradezco a los Dres. Dmitry Borin y Thomas Gundermann (Technische Universität
Dresden, Alemania), Xinglong Gong y Wang Yun (Intelligent Materials and Vibration
Control Laboratory, China) por las formadoras charlas sobre estructura de materiales
compuestos anisotrópicos.
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ejemplo, si la concentración de relleno es muy elevada no se observa dis-
cretización en la arquitectura interna del relleno, sino que el mismo forma
una red continua no homogénea con orientación preferencial en dirección de
aplicación del campo magnético. Bajo el mismo razonamiento, si el tiempo
de exposición al campo magnético externo y la intensidad del mismo son su-
�cientemente elevados, se reducirá dramáticamente la cantidad de columnas
orientadas. Estos hechos, intuitivamente razonables, han sido observados y
estudiados tanto experimental como teóricamente en sistemas ferro��uídicos
[12, 39�41] como así también en compositos basados en resinas plastoméricas
[42�45] y elastoméricas [18, 46�50].

En un trabajo anterior se prepararon compositos SEC PDMS-Fe3O4[Ag]
con varias concentraciones de relleno [18]. Todos ellos fueron caracterizados
por VSM, SEM, OM, SQUID, Texturometría y Voltamperometría de tres
puntas, presentando muy baja resistividad eléctrica en dirección de la orien-
tación preferencial del relleno. El de menor concentración de relleno (4.2 %
v/v) presenta mayor anisotropía en todas las propiedades evaluadas. En
particular, todas las muestras preparadas usando dicho contenido de relleno
bajo las condiciones experimentales descritas en la Sección 2.2 presentaron
conductividad eléctrica apreciable solamente en la dirección de orientación
preferencial del relleno, condición que hemos dado en llamar TEA (Total
Electrical Anisotropy, Anisotropía Eléctrica Total). Las Figuras 1.4�a y 1.4�
b muestran esquemáticamente el fenómeno de TEA en este tipo de mate-
riales. Una propiedad aún más interesante puede surgir del análisis de la
situación experimental mostrada en las Figuras 1.4�c y 1.4�d. Bajo condi-
ciones experimentales aún más restringidas, el material puede exhibir TEA
local, midiéndose corriente eléctrica no nula solo si los electrodos se ubican
perfectamente alineados en las caras opuestas del composito anisotrópico.
Obviamente la condición de TEA local implica TEA, pero no viceversa.

En otro trabajo previo de nuestro grupo [24], aprovechando la TEA, un
SEC se utilizó para la implementación de conectores elásticos bidimensio-
nales tipo Zebra R© para la conexión de circuitos integrados en paralelo. Los
conectores desarrollados permiten realizar conexiones en dos dimensiones, lo
que constituye una clara mejora respecto a los conectores unidimensionales
tradicionales [51, 52].

Los materiales compuestos formados por matrices no conductoras (e.g.
cerámicas o poliméricas) con rellenos conductores de la electricidad pueden
presentar, bajo las condiciones de preparación adecuadas, respuesta piezore-
sistiva no nula, es decir, cambio en la resistencia eléctrica del material por
aplicación de tensión mecánica. Al respecto, el lector puede encontrar en
la literatura numerosos ejemplos de diferentes rellenos, como ser plaquetas
de gra�to [31, 53], CNTs [54�56], nanocables de metales noble [57], polvos
metálicos [58, 59], grafeno [60] y polvos de óxidos conductores [61, 62].
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Figura 1.4: (a y b) Anisotropía Eléctrica Total : se mide corriente no nula
solo si los electrodos se ubican en la dirección de orientación preferencial del
relleno. (c y d) Anisotropía Eléctrica Total local : Si la estructura del relleno
es la adecuada, se mide corriente no nula solo si los electrodos se ubican
perfectamente alineados en las caras opuestas del composito anisotrópico.

En cuanto a las aplicaciones tecnológicas, los materiales compuestos con
rellenos conductores de la electricidad inmersos en una matriz elastomérica
reportados hasta el momento presentan grandes inconvenientes que han he-
cho impracticable el desarrollo de sensores de tensión a partir de los mismos,
impidiendo su aplicación en el campo de sensores para su comercialización,
a saber: (i) no son reversibles, es decir que la respuesta piezoresistiva va-
ría en forma irreversible a medida que se usa el material, haciendo inviable
todo tipo de calibración, (ii) tienen fuerte dependencia con la temperatura
de trabajo, una seria limitación para su aplicación práctica, (iii) utilizan
gran porcentaje de partículas de relleno en el composito, lo que perjudica
sus propiedades elásticas, rigidizándolo, (iv) en muchos casos las partículas
de relleno utilizadas presentan características ferro o ferri�magnéticas, con
lo cual el efecto de un posible campo magnético externo perdura aún des-
pués de eliminar dicho estímulo (i.e. no son magnéticamente reversibles),
(v) presentan respuesta isotrópica o con ligera anisotropía, imposibilitando
el desarrollo de sensores de mapeo de tensiones, (vi) resulta tecnológicamen-
te difícil incorporar electrodos al material sensible sin que ésto deteriore la
respuesta del mismo con el uso.

Combinando la piezoresistencia con la TEA de los sistemas SEC, pueden
obtenerse materiales compuestos con respuesta piezoresistiva anisotrópica,
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observándose un cambio de la resistencia eléctrica del material por aplicación
de tensión mecánica en dirección de la anisotropía estructural del relleno. Co-
mo resultará evidente para el lector, bajo la condición de TEA, en dirección
ortogonal a la de orientación del relleno, el material se comporta básicamente
como un aislante eléctrico (con muy altas resistividades eléctricas, asociadas
a la matriz aislante) con nula respuesta piezoresistiva.

De lo dicho se desprende que una forma de superar los primeros cinco
inconvenientes detallados mas arriba es la utilización de: (i) materiales que
presenten con baja adherencia relleno�matriz, (ii) matrices poliméricas con
reducido coe�ciente de dilatación térmica, (iii) y (v) utilización de sistemas
anisotrópicos, (iv) rellenos en estado paramagnético o superparamagnético a
la temperaturas de operación del sensor. Todos estos factores son satisfechos
por el SEC PDMS�Fe3O4[Ag] 4.2 % v/v. En efecto, el Capítulo 3 desarrolla
el primer objetivo de ésta Tesis: el diseño, fabricación y caracterización de
un arreglo sensorial de tensión mecánica con respuesta piezoresistiva com-
pletamente anisotrópica y reversible basado en dicho sistema SEC.

Otra propiedad que ha sido escasamente estudiada es la TEA. Motiva-
dos por necesidades tecnológicas, el segundo objetivo principal del presente
trabajo consiste en evaluar cuál es la in�uencia de los diferentes parámetros
estructurales del material en la probabilidad de obtener sistemas SEC que
exhiban TEA. El abordaje utilizado para tal �n está basado en el estudio
de sistemas percolativos rectangulares de segmentos de rectas, considerando
a la TEA como consecuencia directa de la anisotropía percolativa total (i.e.
percolacion de los objetos solo en la dirección de orientación preferencial
de éstos). Respecto a los antecedentes, Du et al. [63] han estudiado la con-
ductividad eléctrica de sistemas compuestos con CNT modelándolos como
segmentos de rectas de longitud �ja y dispersión angular uniforme, focali-
zando su interés en sistemas cuadrados. Más recientemente, Zheng et al. [23]
reportan simulaciones numéricas en sistemas percolativos tridimensionales de
varillas cilíndricas con distribución angular isotrópica y anisotrópica. En ese
artículo se evalúa el efecto de la relación de aspecto de los objetos percolantes,
considerándolos idénticos. En el caso de sistemas anisotrópicos, consideran
un tipo particular de distribución angular producido por la interacción de
los objetos percolantes con un �ujo. White y colaboradores [64] consideran
sistemas de partículas interpenetrables con distribución angular anisotrópi-
ca, aplicado a transiciones percolativas en sistemas tridimensionales cúbicos.
Mas allá de la naturaleza tridimensional de los sistemas estudiados y de las
diferentes elecciones de las distribuciones angulares, la mayor diferencia res-
pecto al presente estudio radica en que éstos trabajos no se focalizan en la
TEA, sino en aspectos generales de la percolación. La diferenciación de las
transiciones percolativas en las diferentes direcciones del material, en la que
nos enfocaremos en los Capítulos 6 y 7, ha sido recientemente considera-
da para percolación de segmentos de rectas y otros objetos bidimensionales
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por Mertens y Moore [65]. El principal objetivo de dicho trabajo es intro-
ducir una nueva técnica de simulación para modelos de percolación en el
continuo y, para el caso de sistemas de percolación de segmentos de rectas,
sólo se computa el umbral de percolación para sistemas cuadrados macros-
cópicos con distribución angular isotrópica. En cambio, en la presente Tesis
se evalúa la percolación de segmentos de rectas en sistemas rectangulares
con distribuciones angulares y de longitud obtenidas experimentalmente a
partir de muestras reales de sistemas SEC, explorando el efecto de dichas
distribuciones en la probabilidad de obtener sistemas SEC con TEA.

Por otra parte, existen al momento muy escasos informes acerca del es-
tudio experimental de la respuesta piezoresistiva de materiales SEC. Entre
ellos, se destacan los trabajos pioneros de Bossis y colaboradores [33�35].
Mas escasos aún son los abordajes teóricos de dicho fenómeno. Así las cosas,
el tercer objetivo principal de la presente Tesis es el desarrollo de un modelo
constitutivo para la respuesta piezoresistiva totalmente anisotrópica de estos
sistemas SEC con TEA. En particular, como se presentará en el Capítulo 8,
se validará el modelo desarrollado para el caso del SEC PDMS�Fe3O4[Ag]
4.2 % v/v, de interés tecnológico�ingenieril.

Por último, merecen especial atención aquellos SEC con rellenos conduc-
tores de la corriente eléctrica que exhiben adicionalmente actividad mag-
nética apreciable (superpara, ferri o ferromagnetismo). Como fue publicado
recientemente por otros investigadores [35, 44, 66] y por nuestro grupo [16�
18, 24], estos materiales pueden exhibir respuesta magnetoresistiva negativa:
al aplicar un campo magnético externo sobre el material estructurado en di-
rección de la orientación preferencial del relleno se observa una disminución
de la resistencia eléctrica en dicha dirección. En la medida de nuestro co-
nocimiento, al momento no se dispone en literatura un modelo constitutivo
para la comprensión de éste fenómeno en SECs, lo que constituye el último
objetivo principal del presente trabajo. Este último aspecto de desarrolla en
el Capítulo 9.

El lector notará que en muchas Figuras mostradas en la presente Tesis
se emplean títulos de ejes y nomenclatura en inglés pues, en dichos casos, se
mantuvieron las Figuras originales utilizadas en los artículos publicados en
revistas internacionales.



Capítulo 2

Materiales y Métodos
experimentales

A scientist in his laboratory is not a
mere technician: he is also a child

confronting natural phenomena that
impress him as though they were fairy

tales

Maria Salomea Skªodowska-Curie

Resumen: En éste capítulo se detallan los materiales y métodos ex-
perimentales utilizados para la preparación y caracterización de los
compositos estructurados estudiados.

2.1. Síntesis del material de relleno

2.1.1. Síntesis de nanopartículas de magnetita

Se han reportado numerosos métodos de preparación de nanopartículas
de óxidos. En particular, para el caso de la magnetita se han descrito princi-
palmente cuatro grupos de técnicas sintéticas, a saber: hidrotermal [67], por
descomposición térmica de precursores orgánicos [68], en sistemas micro-
emulsionados [69] y por coprecipitación [70�72]. Nuestro grupo ha utilizado
el método de coprecipitación ácido�base para obtener nanoestructuras de
magnetita [16, 18, 24, 73, 74], cobaltita [19, 75, 76], cobaltitas substituidas
con samario [30], níquel [77] y óxidos de hierro sustituidos con bismuto e
itrio [78]. En el presente trabajo se optó por dicha técnica, dada la facilitad
de escalado para la obtención de la cantidad y pureza de producto necesarias
para la fabricación y optimización de dispositivos. Dicha técnica aplicada a

11
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la síntesis de nanopartículas de magnetita, Fe3O4 NPs o simplemente NPs,
se ha descrito en artículos previos [18, 24, 73, 74] y se detalla a continuación.

Cada lote de nanopartículas de magnetita se prepara usando 22.25 mL de
solución acuosa de FeCl3 · 6H2O 0.450 M y FeCl2 · 4H2O 0.225 M (2 : 1), en
ácido clorhídrico 0.4 M, añadida gota a gota sobre 200 mL de solución acuosa
NaOH 1.5 M previamente ajustada a pH = 14, bajo alta velocidad de agita-
ción. La temperatura del reactor (60◦C) se controla mediante la circulación
de agua termostatizada por la camisa del mismo. Se observa inmediatamente
la precipitación de un polvo �no marrón oscuro correspondiente a las NPs de
Fe3O4. La temperatura y agitación se mantienen durante la dosi�cación de
la totalidad de la solución catiónica. A continuación se realiza una digestión
del precipitado en la mezcla de reacción mediante la agitación de la misma
a la temperatura �jada durante 2h. El procedimiento sintético descrito se
realiza en atmósfera de nitrógeno para evitar la oxidación de los iones Fe(II).
El esquema experimental se muestra en la Figura 2.1. Las Fe3O4 NPs se
separan del sobrenadante por ultra�centrifugación (ultra�centrifuga SIGMA
3�18k) a 12000g por 20 minutos. El precipitado obtenido se lava con agua
Milli�Q, repitiendo los ciclos de lavado�centrifugación a 12000 g hasta que
el pH sea 7 (aproximadamente 10 ciclos de lavado�centrifugación). Se con-
�rma por PXRD que las señales asociadas a NaCl (impureza de la síntesis)
se eliminan luego de unos pocos ciclos de lavado�centrifugación [18, 19, 30].
Finalmente, las Fe3O4 NPs se secan en estufa de vacío a 40◦C por 24 horas.
Los análisis realizados por TEM muestran que la forma de las NPs es esférica
con una distribución log�normal monomodal de diámetros con su máximo en
13 nm, en excelente concordancia con el tamaño de los dominios cristalinos
calculados mediante la relación de Debye�Scherrer a partir de difractogramas
obtenidos mediante PXRD, (14± 2) nm [18, 74].

2.1.2. Síntesis de micropartículas magnetita�plata

Numerosos métodos se han publicado para obtener aglomerados de nano-
partículas de óxidos con metales [79�82]. En el presente trabajo el objetivo
fue obtener aglomerados conductores de la electricidad que presenten eleva-
da estabilidad de las Fe3O4 NPs, evitando su oxidación. Para tal �n se optó
por plata metálica, dado su costo no muy elevado, reducida permeabilidad
a los oxidantes atmosféricos y su fácil manipulación. El protocolo de síntesis
elegido promueve la reducción de iones Ag(I) adsorbidos en la super�cie de
las Fe3O4 NPs, adaptado de los trabajos de Mandal et al. [80], Yin et al.
[82] e Iglesias�Silva et al. [81]. La técnica aplicada se ha descrito en artículos
previos [18, 24] y se detalla a continuación. Se prepara una dispersión de
las NPs en solución de Ag(NH3)+2 en relación molar 1 : 10. Dicha suspen-
sión se sonica durante 30 minutos a 20/25◦C y luego se calienta a 50◦C. Se
mantiene a dicha temperatura por 20 minutos bajo agitación lenta. En el
siguiente paso, se añade sobre la suspensión Fe3O4�Ag+ una solución de glu-
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Figura 2.1: Esquema experimental utilizado para la síntesis de nanopartículas
de magnetita. (a) Manguera de entrada de nitrógeno, (b) ampolla de vidrio
con soluciones de Fe(III) y Fe(II) (2 : 1), (c) reactor de vidrio encamisado,
(d) plancha agitadora, (e) manguera de agua termostatizada.

cosa monohidrato 0.4 M, por goteo. Terminado el agregado, se mantiene la
temperatura y agitación lenta durante 1 hora. Por cubrimiento de las Fe3O4

NPs, el polvo marrón oscuro se torna marrón claro. Las micropartículas de
magnetita�plata formadas, referidas indistintamente como Fe3O4[Ag] o µPs,
se separan de la mezcla de reacción por magnetización (usando un imán per-
manente) y luego por ultra�centrifugación (aproximadamente seis ciclos de
lavado-centrifugación). El sobrenadante obtenido luego de la separación es
completamente transparente. Finalmente, las µPs se secan en estufa de vacío
a 40◦C por 24 horas. Las micropartículas compuestas así obtenidas presen-
tan una distribución monomodal de tamaño, con el máximo en d = 1.3 µm,
determinado por TEM y SEM [18].

Como se mencionó en el Capítulo 1, la caracterización completa de las
NPs y µPs fue realizada mediante una variada batería de técnicas, entre
ellas, PXRD, VSM, SEM, TEM, ATR-FTIR, DR-UV-Vis, SQUID y Vol-
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tamperometría de tres puntas. Los resultados, detallados en trabajos previos
[17, 18, 24] sugieren que la estructura interna de las µPs consiste en una ma-
triz granular de plata metálica con agrupaciones de NPs de magnetita. Esta
nano�estructura, representada en la Figura 2.2, le con�ere dos propiedades
de relevancia, a saber: (i) comportamiento óhmico con muy baja resistividad
eléctrica; (ii) superparamagnetismo a temperatura superior a TB ≈ 175 K.

Figura 2.2: Esquema de síntesis de Fe3O4[Ag].

2.2. Preparación de compositos PDMS�Fe3O4[Ag]

Para la obtención de los compositos elastoméricos estructurados, la base
y el agente entrecruzante del PDMS (Sylgar 184, DowCorning) se mezclan
en proporciones 1 : 10 (p/p) a 20/25◦C. Posteriormente se carga la mezcla
con las micropartículas de Fe3O4[Ag] al 4.2 % v/v (concentración óptima en
términos de TEA y propiedades mecánicas). Los componente poliméricos y
el relleno inorgánico se pesan directamente en balanza analítica digital. La
mezcla se homogeneiza mecánicamente (para lograr dispersión del relleno)
y se coloca en cámara de vacío a 20/25◦C durante 2 horas hasta eliminar
completamente las burbujas de aire. Así, la mezcla homogeneizada todavía
�uida se coloca en un molde cilíndrico de aluminio ad-hoc de 3 cm de largo
y 1 cm de diámetro. Dicho molde es parte de un dispositivo desarrollado por
nuestro grupo que permite el curado de la muestra a una dada temperatura
en presencia de un campo magnético externo, Hcuring, mientras la muestra se
rota a velocidad contante (aproximadamente 30 rpm) de forma tal de evitar
la decantación del relleno (véase Figura 2.3). De esta forma, la mezcla se
cura a Tcuring = (75± 5)◦C en presencia de µoHcuring = 0.35 Tesla durante
3 horas. La uniformidad del campo magnético Hcuring se alcanza utilizando
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un electroimán estándar de baja impedancia (Varian V�3703), provisto de
dos polos de 10 cm de diámetro cada uno.

Figura 2.3: Equipo utilizado para el curado del SEC PDMS�Fe3O4[Ag]. (a)
Molde de aluminio utilizado para el curado del composito. Las piezas cilíndri-
cas permiten ajustar la longitud �nal de la muestra. En el extremo superior
derecho del panel se muestra una muestra de PDMS sin relleno inorgánico
curada. (b) Ensamblado parcial del dispositivo de curado. (i) Sensor de tem-
peratura, (ii) molde, (iii) receptor del molde, (iv) cierre. (c) (i) Controlador
de temperatura, (ii) motor, (iii) correa de caucho. (d) Región ampliada re-
cuadrada en el panel (c): (i) sensor de temperatura ubicado en su posición
�nal, (ii) cubierta de aluminio. Imágenes cortesía del Dr. Mariano Ruiz.

La química asociada a la formación del elastómero entrecruzado por me-
dio del curado térmico se resume en la Figura 2.4. Ambos componentes del
PDMS (base y entrecruzante) disponibles comercialmente contienen oligó-
meros de siloxano con grupos vinílicos terminales, 1. El agente de curado (o
entrecruzante) también incluye oligómeros siloxanicos de entrecruzamiento,
2, cada uno de los cuales presenta al menos tres enlaces silicio�hidruro. El
componente base incluye un catalizador de platino que posibilita el curado
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del elastómero por medio de reacciones de entrecruzamiento organometálica
[83, 84]. Cuando 1, 2 y el catalizador (base y agente de curado) se mezclan, el
catalizador participa en el curado del elastómero pues cataliza la adición de
los enlaces Si�H (en 2) sobre los grupos vinílicos (en 1), formándose puentes
Si�CH2�CH2�Si (β-adición de enlaces Si�H al enlace vinílico). Este proceso
se denomina hidrosililación de los dobles enlaces. Los múltiples sitios reac-
tivos en 2 induce la formación de entrecruzamientos tridimensionales. Una
ventaja de este tipo de reacciones de adición es que no se generan productos
residuales. Además, modi�cando la relación entre los componentes agente de
curado�base pueden modi�carse las propiedades mecánicas del elastómero
obtenido. En efecto, incrementando esa relación se obtiene un elastómero
mas rígido (con mayor módulo de Young). Cabe mencionar que incremen-
tando la temperatura de curado se reduce el tiempo de curado [83, 85, 86].

Figura 2.4: Esquema de la formación de una red entrecruzada a través de la
reacción de hidrosililación en materiales basados en PDMS.

Luego del curado y desmoldado del composito, se cortan muestras usan-
do un dispositivo, especialmente diseñado para tal �n, compuesto por un
soporte de aluminio que �ja la posición del cilindro de composito. El soporte
presenta una ranura que permite �jar una cuchilla de forma tal de poder
cortar prolijamente tajadas del material. Procedimientos similares han sido
utilizados por nuestro grupo para la obtención de compositos estructurados
de PDMS con rellenos nano�estructurados de níquel [77], cobaltitas [19] y
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cobaltitas sustituidas con samario [30]. La mayoría de éstos se han caracte-
rizado en detalle mediante VSM, SEM, OM, SQUID, FMR (Ferromagnetic
Resonance, Resonancia Ferromagnética) y Texturometría.

2.3. Propiedades mecánicas

El análisis de las curvas de respuesta elástica de la matriz polimérica sin
relleno y del composito PDMS�Fe3O4[Ag] se realizó utilizando un analizador
de textura Stable Microsystems TA�XT2i (ver Figura 2.5). En el presente
trabajo el analizador de textura se utilizó para medir la fuerza necesaria para
mantener una velocidad de compresión constante en experimentos de com-
presión uniaxial. La velocidad de compresión se �jó arbitrariamente en 100
µm.s−1. La sonda de prueba utilizada fue P/36R (sonda cilíndrica plana de
36 mm de diámetro). Los experimentos se realizaron a 20/25◦C comprimien-
do las muestras entre 8 y 30 % de su espesor inicial (2.5 mm). El área de la
muestra con normal dada por la dirección de compresión es ∼ 0.8 cm2. Me-
diante este procedimiento experimental, la fuerza aplicada se mide en tiempo
real, de forma tal que la información primaria se obtiene como fuerza versus
tiempo transcurrido. Las propiedades elásticas relevantes de las muestras se
recuperan a partir de esos grá�cos. El espesor inicial de las muestras es de-
terminado mediante el software del instrumento luego del procedimiento de
calibración.

Figura 2.5: Analizador de textura Stable Microsystems TA�XT2i utilizado
para la caracterización mecánica de la matriz polimérica sin relleno y del
composito PDMS�Fe3O4[Ag].
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2.4. Piezoresistencia y magnetoresistencia de com-
posito PDMS�Fe3O4[Ag]

Para la medición de la respuesta piezoresistiva del composito, las
muestras (cilíndricas de 1 cm de diámetro y 2.5 mm de espesor) del SEC
se ubican entre dos electrodos de oro, dentro de un soporte, y se conecta
el sistema a un potenciostato (TEQ 4, Argentina) indicado como (i) en la
Figura 2.6�a y representado como un amperímetro y una fuente continua de
potencial en la Figura 2.6�b. Se aplica tensión normal a la super�cie de la
muestra mediante un tornillo sin �n, y se mide la fuerza aplicada mediante un
sensor de fuerza (balanza electrónica). Se registran las curvas características
potencial�corriente (dc, típicamente entre ±3 V) para cada tensión aplicada,
P . A partir de estas curvas se obtiene la resistencia eléctrica del sistema en
función de la tensión mecánica uniaxial aplicada, es decir R(P ).

Figura 2.6: Dispositivo experimental utilizado para la medición de la res-
puesta piezoresistiva de los compositos. (i) Potenciostato, (ii) display del
sensor de fuerza, (iii) soporte estabilizador de vibraciones, (iv) tornillo sin
�n, (v) soporte de muestra, (vi) sensor de fuerza (balanza electrónica).
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Respecto a la respuesta magnetoresistiva, las muestras cilíndricas de
composito de 1 cm de diámetro y 2.5 mm de espesor se ubican entre dos
electrodos de oro, conectados a un potenciostato (TEQ 4, Argentina). Es-
te dispositivo se ubica entre los electroimanes estándar de baja impedancia
usados para el curado de las muestras (Varian V�3703). Nuevamente, estos
electroimanes proveen un campo magnético uniforme, H, en la región central
que los separa, lugar donde se ubica el dispositivo experimental. Para asegu-
rar buen contacto eléctrico entre la muestra y los electrodos de oro se aplica
una tensión inicial P ? ≈ 75 kPa. El esquema experimental se muestra en la
Figura 2.7. Para cada campo magnético aplicado, medido con un gaussímetro

Figura 2.7: Esquema del sistema experimental utilizado para la medición de
la respuesta magnetoresistiva de los compositos.

(Group 3 DTM�133 digital Teslameter), se registra la curva característica
potencial�corriente eléctrica (dc, típicamente entre ±3 V). A partir de estas
curvas se obtiene la resistencia eléctrica del sistema en función del campo
magnético externo aplicado, es decir R(H).

La estabilización del campo magnético, cuando éste se modi�ca de una
dado valor a otro, ocurre en 1�2 segundos (esos valores están dados por el
tiempo de respuesta del gaussímetro). Cuando el campo magnético externo
es modi�cado, la resistencia eléctrica del SEC, R, empieza a cambiar y su
valor es registrado en función del tiempo, hasta que alcanza un valor estable.
El tiempo de transición característico asociado a la estabilización de la resis-
tencia eléctrica es de unos 5�30 segundos (dependiendo del valor especí�co
de H y P ?). Por esta razón se consideró un tiempo entre mediciones de 2
minutos, con el objetivo de asegurar la relajación total del sistema bajo aná-
lisis. Cabe destacar aquí que el tiempo de relajación característico asociado
a la estabilización de R es mucho mayor que el de estabilización de H. Esto
sugiere que el tiempo de relajación característico asociado a la estabilización
de R no está relacionado con factores instrumentales sino con el proceso de
relajación en el SEC.

Para la medición de la curva de magnetización del relleno a 25◦C se
utilizó un magnetómetro VSM LakeShore 7400.
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2.5. Efecto de H sobre la conductividad del relleno
Fe3O4[Ag]

Se midió la conductividad eléctrica del polvo de Fe3O4[Ag] a diferen-
tes compresiones y campos magnéticos utilizando el esquema experimental
mostrado en la Figura 2.8.

Figura 2.8: Esquema del sistema experimental utilizado para la medición del
efecto de la tensión y el campo magnético sobre la conductividad del polvo
Fe3O4[Ag]. (a) Electrodos de cobre, (b) polvo muestra, (c) molde contenedor
de resina acrílica.

Este dispositivo, muy similar al utilizado por Montes y colaboradores
para la medición de la conductividad eléctrica de polvos [87], consiste en un
molde de resina acrílica con una perforación cilíndrica longitudinal dentro de
la cual se coloca el polvo a analizar entre dos electrodos cilíndricos de cobre,
los cuales se conectan a un potenciostato (TEQ 4, Argentina). Este arreglo
se ubica sobre un sensor de fuerza que permite medir la fuerza aplicada por
un tornillo sin �n, en forma muy similar a lo descrito para la medición de
la respuesta piezoresistiva del composito. Para algunas tensiones se midió la
conductividad en función del campo magnético externo, ubicando el arreglo
de la Figura 2.8 entre los electroimanes anteriormente mencionados.



Capítulo 3

Sensor de tensión �exible

Technology is just a tool. In terms of
getting the kids working together and

motivating them, the teacher is the most
important.

Bill Gates

Resumen: Se describe el diseño, fabricación y caracterización de un
arreglo �exible de sensores de tensión mecánica, anisotrópico y portá-
til, con respuesta completamente reversible en el intervalo 0−550 kPa,
en el cual el material sensible, los contactos eléctricos y el material
de encapsulamiento, están basados en compositos de polidimetilsilo-
xano (PDMS). El material sensible es una tajada de SEC formado por
estructuras orientadas constituidas por micropartículas de magnetita
cubiertas con plata, Fe3O4[Ag]. Se implementaron una serie de contac-
tos eléctricos basados en compositos de PDMS�pintura de plata. Por
último, el arreglo de sensores fue encapsulado con PDMS.

El contenido de este capítulo fue parcialmente publicado en el ar-
tículo J. L. Mietta et al. , Smart Materials and Structures, vol. 23,

no. 8, p. 085026, 2014. El dispositivo desarrollado presenta paten-
te pendiente en la Argentina EXP. INPI N◦ 20120103933, Trámite

12184583.

3.1. Fabricación del sensor de tensión

3.1.1. Implementación de contactos eléctricos

Como se describe en el Capítulo 1, el uso del sistema SEC PDMS�
Fe3O4[Ag] en un sensor de tensión mecánica requiere la implementación de
electrodos que no alteren la respuesta del material SEC y que no deterioren
la respuesta del mismo con el uso sucesivo.

21
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Para obtener contactos con comportamiento metálico ubicados directa-
mente en la super�cie de una tajada de PDMS�Fe3O4[Ag], se preparó un
composito mezclando pintura de plata comercial (SPI Conductive Silver
Paint, SPI Supplies, USA) y PDMS con relación base : entrecruzante 10:2
p/p. En adelante se referirá a este composito como PDMS�Ag paint. La pin-
tura de plata utilizada consiste en una dispersión de micropartículas de plata
metálica al (43± 3) % p/p en una resina acrílica. Para preparar el composito
PDMS�Ag paing, se agrega una pequeña cantidad de PDMS 10:2 (2 % p/p)
a la pintura de plata (98 % p/p). La mezcla así formada se homogeneiza
mecánicamente y luego se deposita, haciendo uso de una jeringa, sobre la
super�cie de la tajada del SEC PDMS�Fe3O4[Ag] formando tres pares de
contactos circulares. La super�cie del SEC se limpió previamente con etanol.
El hecho de que el SEC presente transparencia (debido a la transparencia de
la matriz polimérica, PDMS, y al bajo contenido de relleno) permite la co-
rrecta ubicación de los contactos depositados.2 A su vez, permite controlar el
área de los mismos (∼ 2 mm de diámetro). Acto seguido, en cada uno de los
contactos depositados se insertó un cable de cobre 30 AWG. Posteriormente,
el sistema (SEC + contactos + cables) se colocó en estufa a 100◦C por 30
minutos, bajo atmósfera de aire, con la �nalidad de lograr la evaporación del
solvente proveniente de la pintura de plata, y promover el curado del PDMS
10:2. Mediante este procedimiento se obtienen contactos con muy baja re-
sistividad eléctrica (< 0.032 Ωm) y excelente adherencia para con la tajada
del SEC (posiblemente debida a la formación de enlaces entre los contactos
y los grupos vinílicos o Si�H libres en la tajada del SEC).

En forma adicional, se prepararon compositos de PDMS�gra�to y PDMS�
MWCNT (Multiwall Carbon Nanotubes, Nanotubos de Carbono de Paredes
Múltiples) con diversos contenidos de relleno (20−80 % p/p) con la �nalidad
de evaluar y comparar sus propiedades con las de los contactos de PDMS�Ag
paint. El uso de todos esos compositos como posibles contactos eléctricos so-
bre el SEC se descartó por su baja conductividad eléctrica y sus propiedades
reológicas indeseadas. Estos resultados son consistentes con los reportados
en estudios previos [31, 88�90]. Si bien el incremento de la cantidad de re-
lleno está asociado con un incremento en la conductividad eléctrica, también
se incrementa la fragilidad del composito (el material curado se fractura con
facilidad) y, a su vez, reduce enormemente la adherencia del composito de
contacto con el material SEC.

3.1.2. Empaquetamiento del arreglo de sensores

Finalmente, el SEC y los tres pares de contactos (que constituyen el
arreglo de sensores) fueron cubiertos con PDMS 10:2 p/p y nuevamente

2El lector debe recordar que, como se ha descrito en detalle en el Capítulo 1, los
contactos deben estar alineados verticalmente a ambos lados de la tajada de SEC para
que exista conductividad eléctrica entre ellos.
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curado a 100◦C por 230 min. Mediante este encapsulamiento se logra el
aislamiento eléctrico de todo el sistema (incluyendo los contactos), que a
su vez provee de resistencia frente a agentes físicos y químicos, cómo se
describirá mas adelante.

La Figura 3.1�a muestra la esquematización del proceso de fabricación
del arreglo de sensores de tensión basado en el material SEC.3 En la Figura
3.1�b se muestra una fotografía del arreglo sensorial junto a una moneda
de 25 centavos argentinos, mientras que en la Figura 3.1�c se representa un
corte longitudinal del arreglo sensorial, donde quedan bien identi�cados los
elementos constituyentes (cables, SEC, contactos y cubierta de PDMS).

Figura 3.1: (a) Esquematización del proceso de fabricación del arreglo de
sensores de tensión mecánica basado en el material SEC. (b) Fotografía del
arreglo sensorial junto a una moneda de 25 centavos argentinos: (1) cables,
(2) material sensible (SEC PDMS�Fe3O4[Ag]) y (3) contactos de PDMS�Ag
paint. (c) Representación de cortes longitudinales del sensor.

3.2. Caracterización de los contactos eléctricos

Para caracterizar el aporte de los contactos eléctricos en la resistencia
eléctrica global de cada sensor del arreglo, se procedió a determinar la res-
puesta piezoresistiva del material PDMS�Ag paint. Para ello, dicha mezcla
�uida se colocó en un molde ad-hoc de 1 cm2 de área y 12 mm de altura, que
posteriormente se curó bajo las condiciones previamente establecidas (100◦

C, 30 min en estufa bajo atmósfera de aire), obteniéndose una pastilla de
dicho composito. La pastilla obtenida se ubicó en el dispositivo experimental
utilizado la caracterización de la respuesta piezoresistiva (ver Figura 2.6).

3Agradezco a Luciana Feo Mourelle por su colaboración en las ilustraciones 3D del
arreglo sensorial.
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La Figura 3.2 muestra la respuesta piezoresistiva del composito PDMS�
Ag paint en términos de ρo/ρ en función de la tensión uniaxial aplicada,
P , siendo ρ la resistividad eléctrica del material y ρo ≡ ρ (P = 0) = 3.2
Ωcm. La forma de dicha curva corresponde al comportamiento bien cono-
cido de los compositos de matriz polimérica con distribución isotrópica de
partículas conductoras sometidos a tensión mecánica uniaxial. En estos sis-
temas la probabilidad de percolación entre partículas vecinas no sigue un
comportamiento invariante de escala, sino que alcanza su valor de satura-
ción para tensiones moderadas (saturación de caminos percolativos) a través
de una dependencia sigmoidea. Esta dependencia fue explicada en modelos
previamente desarrollados [31, 91, 92] que proponen una descripción pictó-
rica intuitivamente razonable donde los contactos o enlaces entre partículas
de relleno vecinas se crean y se destruyen cuando una tensión mecánica es
aplicada sobre el composito.

Figura 3.2: Comportamiento piezoresistivo del composito constituyente de
los contactos eléctricos utilizados en el arreglo sensorial, PDMS�Ag paint.
La imagen insertada describe pictóricamente la formación de caminos per-
colativos extensivos conductores de la corriente eléctrica por aplicación de
tensión mecánica uniaxial.

Es muy importante notar que la conductividad de este material alcanza
su valor máximo para P ∼ 200 kPa con solo un 16 % de cambio porcentual
en su resistividad, ∆ρ, de�nido como

∆ρ ≡ 100× ρo − ρ∞
ρ∞

con ρ∞ ≡ ρ (P =∞). Este valor es mucho menor que el observado para el
material anisotrópico SEC PDMS�Fe3O4[Ag], para el cual ∆ρ = 635 %. De
esta forma, queda demostrado que el material utilizado para la confección
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de los contactos eléctricos presenta una respuesta piezoresistiva desprecia-
ble frente a la del material anisotrópicamente estructurado. Esta propiedad
parece estar relacionada con la baja elasticidad de los contactos, en compa-
ración al SEC. Con el objetivo de evaluar dicha hipótesis, se implementó una
probeta de PDMS�Ag paint cocientes base/entrecruzante 10:1 (p/p). Esta
probeta exhibió un cambio porcentual máximo en su resistividad eléctrica
de ∆ρ = 48 % (notoriamente mayor al 16 % observado para el composito con
proporción base�entrecruzante 10:2, utilizado para la implementación de los
contactos sobre el SEC). Esta observación experimental es consistente con
la hipótesis sostenida pues un menor porcentaje de entrecruzante le con�ere
mayor elasticidad al composito (menor modulo de Young).

3.3. Sensor: respuesta y �guras de mérito

3.3.1. Respuesta piezoresistiva

En esta sección se describe el desempeño piezométrico del arreglo senso-
rial (material SEC encapusulado junto a los contactos). En primer lugar, la
respuesta piezoresistiva de cada uno de los tres sensores fue caracterizada.
Curvas característica de corriente�potencial a diferentes tensiones mecánicas
a 25◦C se muestran en la Figura 3.3�a, utilizando una velocidad de barrido
5 mV.s−1. En dicha Figura, la �echa indica el incremento en la tensión me-
cánica aplicada. Esas curvas características I − V muestran claramente que
todos los sensores exhiben comportamiento óhmico en todo el intervalo de
tensiones (no se observan umbrales ni efectos recti�cadores en esos intervalos
de potencial y tensión mecánica).

La Figura 3.3�b muestra la respuesta del sensor bajo tensión mecánica
en términos de la resistencia eléctrica, R, en función de la tensión mecánica
uniaxial, P , para un sensor particular del arreglo. Los diferentes sensores del
arreglo tienen respuesta muy similar. Es de recalcar que la curva de respuesta
piezoresistiva no se ve modi�cada luego de 3000 �exiones, lo que mani�es-
ta la gran resistencia del arreglo sensorial frente a este tipo de deformación
mecánica. Es de destacar que la respuesta de cada uno de los tres senso-
res del arreglo es independiente del resto de los sensores, en otras palabras,
la curva de respuesta piezoresisitiva de cada uno de los sensores no se ve
afectada por la aplicación de tensión mecánica sobre cualquiera de los otros
sensores. Este hecho, consecuencia de la TEA local en el material SEC de
referencia habilita el mapeo de tensiones mecánicas en una super�cie relati-
vamente extendida, para lo cual debe utilizarse un arreglo sensorial con un
número mayor de sensores y/o extender el área de mapeo. En forma similar,
las curvas de piezoresistencia no se vieron modi�cadas luego de 100 ciclos
de compresión�descompresión, lo que constituye una mejora signi�cativa so-
bre prototipos sensoriales basados en materiales SEC desarrollados por otros
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Figura 3.3: (a) Voltamperometría cíclica a diferentes tensiones aplicadas a
temperatura ambiente. Velocidad de barrido: 5 mV.s−1. La �echa indica el
incremento de la tensión P : P1 = 40 kPa, P2 = 110 kPa, P3 = 207 kPa,
P4 = 301 kPa, P5 = 563 kPa. (b) Curva de calibración espesada como
resistencia eléctrica, R, versus P . La línea sólida representa el modelo em-
pírico dado por la Ec. (3.1). Inserto: log (R−R∞) versus P para P > 40
kPa. La línea sólida representa el ajuste dado por la Ec. (3.2). La pendiente
es S = (5.43 ± 0.02) × 10−3 década × kPa−1 y la ordenada al origen es
(1.53± 0.01) con R2 = 0.99947.

autores [34, 66, 93�95]. Análogamente a lo que sucede con las propiedades
elásticas del material, la reversibilidad piezoresistiva puede justi�carse por la
ausencia de efecto Mullins [96�98]. En efecto, en los materiales previamen-
te desarrollados por otros investigadores hay una fuerte interacción entre el
relleno y la matriz polimérica usada, ya sea por derivatización super�cial
del relleno (con o sin anclaje químico en la matriz), o bien por interaccio-
nes físicas fuertes de segundo orden. La evidencia experimental sugiere que
al someter a dichos sistemas a una compresión mecánica posiblemente se
producen reordenamientos estructurales irreversibles en la interfaz relleno�
matriz, de forma tal que al descomprimir el material y llevarlo a su elongación
inicial no se obtiene la misma estructura interna. Esta argumentación brin-
da una descripción cualitativa sencilla del fenómeno de histéresis mecánica
y piezoresistiva del material. En el sistema descrito en el presente trabajo,
dada la naturaleza física y química de la cupla relleno�matriz utilizadas, no
se presenta dichas interacciones fuertes interfaciales. Mas aún, existe una
pequeña separación entre las estructuras de relleno y la matriz elastomérica.
Dicha separación puede observarse mediante microscopía SEM en cortes per-
pendiculares a las estructuras catenarias de relleno, como se muestra en las
Figuras 3.4�b, c y d. Esa separación parece no ser una consecuencia del cor-
te del material pues se observan separaciones muy similares (en morfología
y tamaño) mediante crio�fragmentación del material, enfriando el material
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SEC en nitrógeno líquido y luego segmentándolo rápidamente.

Figura 3.4: Micrografías SEM del SEC PDMS�Fe3O4[Ag] 4.2 % v/v. (a)
Plano longitudinal. (b-d) Planos Transversales a las cadenas de relleno, en
los que se observa en forma directa la región de separación relleno�matriz
(indicada con una �echa gruesa). En todos los paneles µP indica relleno y
PDMS matriz polimérica.

Otra característica a destacar es que las curvas de respuesta piezoresistiva
permanecen inalteradas luego de al menos 10 meses. Esto es una consecuen-
cia directa de la inercia química del relleno utilizado respecto a la oxidación
en aire y del encapsulamiento del arreglo sensorial. La primera de estas a�r-
maciones se ve reforzada por el hecho de que un arreglo sensorial fabricado
con material de relleno preparado con 3 meses de anticipación presenta el
mismo desempeño que uno preparado con relleno recientemente sintetizado.
Una vez mas, esto constituye una ventaja signi�cativa sobre otros materiales
descritos en literatura [94, 95, 99�102].

El rango dinámico de todos los sensores del arreglo es 0�550 kPa. Se
obtiene la saturación aparente en la respuesta por encima de los 350 kPa. La
respuesta piezoresistiva de cualquiera de los sensores del arreglo puede ser
ajustada empíricamente por una modelo bi�exponencial en el rango 0�550
kPa, de acuerdo con la Ecuación (3.1):

R (P ) = R∞ +A1 exp

(
−P
ξ1

)
+A2 exp

(
−P
ξ2

)
(3.1)
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donde R∞ ≡ R (P =∞) representa la resistencia eléctrica a P � 550 kPa
(valor de convergencia a tensiones mecánicas muy grandes). Para todos los
sensores se obtiene un excelente ajuste usando la Ecuación (3.1). La linea
continua en la Figura 3.3�b corresponde a dicho ajuste para la respuesta
piezoresistiva de un sensor particular del arreglo. Los parámetros de ajuste
recuperados son los siguientes: R∞ = (17.1± 0.2) Ω, A1 = (34± 1) Ω, ξ1 =
(81± 3) kPa, A2 = (61± 2) Ω y ξ2 = (2.9± 0.1) kPa con R2 = 0.9982
(cuadrado del coe�ciente de correlación de Pearson).

Este análisis puede simpli�carse en el intervalo 40− 550 kPa, realizando
un ajuste mono�exponencial:

R (P ) = R∞ +A exp

(
−P
ξ

)
(3.2)

En el caso del sensor considerado en la Figura 3.3�b, los parámetros re-
cuperados por dicho ajuste son: R∞ = (17.1± 0.2) Ω, A = (34± 1) Ω y
ξ = (80± 4) kPa con R2 = 0.996. De esta forma, en el intervalo de tensión
mecánica detallado, la respuesta piezoresistiva admite una linealización en
escala semi�logarítmica. En efecto, a partir de la Ec. (3.2), adimensionali-
zando, resulta trivial:

log

(
R (P )−R∞

Ω

)
= log

(
A

Ω

)
− log e

ξ
P (3.3)

El grá�co insertado en la Figura 3.3�b muestra dicha curva de calibración
lineal, en la cual se obtiene la pendiente S = (5.43± 0.02)× 10−3 década ×
kPa−1, correspondiente a la sensibilidad del presente sensor.

3.3.2. Comportamiento dinámico: sensorgramas

La Figura 3.5 muestra la respuesta en términos de intensidad de corriente
eléctrica (I) en función del tiempo (t) a un potencial eléctrico �jo para un
sensor particular del arreglo sometido a dos tensiones mecánicas diferentes.
Esas curvas I − t constituyen los sensorgramas asociados a un sensor espe-
cí�co. A mayor tensión aplicada, se obtienen mayores corrientes eléctricas.
Este hallazgo es consistente con el comportamiento piezoresistivo negativo
descrito previamente: al incrementar la tensión mecánica aplicada sobre los
sensores del arreglo disminuye su resistencia eléctrica. También fueron eva-
luados los tiempos característicos de relajación y de respuesta. El tiempo de
relajación (τrelax) es de�nido en el presente contexto como el tiempo reque-
rido para recuperar la corriente basal luego de quitar el estímulo (tensión)
mecánico, mientras que el tiempo de respuesta (τresp) se de�ne como el tiem-
po que se requiere para alcanzar la señal (intensidad de corriente) asociada a
un estímulo dado (tensión mecánica). Los tiempos de relajación observados
[por ejemplo τrelax (300 kPa) = 450 ms y τrelax (67 kPa) = 220 ms] son me-
nores a los tiempos de respuesta correspondientes [τresp (300 kPa) = 935 ms
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y τresp (67 kPa) = 1100 ms]. En particular, el tiempo de relajación de cual-
quier sensor del arreglo es similar al tiempo de relajación del SEC PDMS�
Fe3O4[Ag] observado en las curvas de relajación de respuesta elástica [18, 24].
Este resultado constituye una evidencia adicional de que la presencia de los
contactos eléctricos y el encapsulamiento del material SEC no afecta signi�-
cativamente la relajación de material sensible a la tensión mecánica.

Figura 3.5: Curvas de intensidad de corriente en función del tiempo (sensor-
grama) para un sensor del arreglo bajo dos tensiones aplicadas. El potencial
aplicado, V , está �jado en 300 mV.

3.3.3. Ciclos de conmutación corriente�potencial

La Figura 3.6 muestra ciclos de conmutación para uno de los sensores
del arreglo. No se detecta histéresis eléctrica en dichos ciclos y no se ob-
serva desfasaje entre la corriente eléctrica detectada y el potencial eléctrico
aplicado dentro de la escala resolutiva temporal utilizada (de unos 50 ms,
aproximadamente). Esta observación es consistente con el comportamien-
to completamente óhmico de los sensores estudiados, ilustrado en la Figura
3.3�a.

3.3.4. Efecto termoresistivo

Otra problemática recurrente en los materiales compuestos basados en
matrices poliméricas aislantes con rellenos conductores suele ser el impor-
tante efecto termoresistivo por el cual se observan grandes cambios en la
resistencia eléctrica del material (y por lo tanto en la respuesta piezoresis-
tiva) por pequeños cambios en la temperatura ambiente. Para evaluar el
cambio en la respuesta del sensor con la temperatura, se midió la resistencia
eléctrica de cada uno de los sensores del arreglo en función de la temperatura
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Figura 3.6: Ciclos de conmutación para un sensor del arreglo. No se observa
histéresis eléctrica ni defasajes entre la corriente detectada y el potencial
aplicado dentro de la resolución temporal instrumental, ∼ 50 ms.

bajo tensiones mecánicas uniaxiales arbitrarias. Para realizar dicha medición
se registraron las curvas características I−V ubicando el arreglo sensorial en
una estufa con atmósfera de aire, aplicando una tensión mecánica de 54 kPa,
y variando la temperatura dentro del intervalo 25−155◦C. Los resultados de
dichas mediciones se resumen en la Figura 3.7, y claramente demuestran que
la temperatura no modi�ca signi�cativamente la respuesta de los sensores de-
sarrollados, dado que la resistencia eléctrica se incrementa solamente 6.3 %
al aumentar la temperatura de 25 a 155◦C. Este cambio es mucho menor
que aquellos previamente reportados para otros materiales SEC basados en
rellenos metálicos [32, 34, 35, 103, 104]. El valor obtenido para el coe�ciente
resistivo térmico es α ≡ 1

R

(
∂R
∂T

)
H,P

= 5.0 × 10−4 K, positivo y pequeño. El
valor positivo de este parámetro está asociado a la dilatación térmica de la
matriz polimérica. En efecto, al incrementarse la temperatura del sistema,
se produce la separación de las regiones conductoras de relleno por dilata-
ción térmica de la región elastomérica que separa las mismas [32, 35]. El
hecho que el valor obtenido para α sea pequeño puede justi�carse fácilmente
en términos cualitativos considerando dos factores: (i) el reducido valor del
coe�ciente de dilatación térmica del material polimérico PDMS y (ii) a las
temperaturas evaluadas dicha matriz se encuentra lejos de su temperatura de
transición vítrea (Tg ≈ −120◦C para el PDMS Sylgard 184 1:10 p/p [104]).
Estos factores predicen aumentos pequeños en las separaciones entre regiones
de relleno por calentamiento del sistema y, por lo tanto, incrementos bajos
de la resistencia eléctrica.
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Figura 3.7: Cambio en la respuesta del sensor con la temperatura en el inter-
valo 25 − 155◦C a la tensión P = 54 kPa. La variación en todo el intervalo
de temperatura es inferior a 6 %.

3.3.5. Resistencia química

Finalmente, resulta de gran interés evaluar la resistencia química del
arreglo sensorial frente a diversos solventes orgánicos y soluciones acuosas.
Para ello, el arreglo sensorial se sumergió en dichos medios durante 48 h a
20/25◦C. Posteriormente el dispositivo fue lavado con agua deionizado, seca-
do e inspeccionado. Los solventes utilizados fueron: tolueno, diclorometano,
cloroformo, etanol, metanol, isopropanol, acetona, acetonitrilo, benceno y
tolueno. Respecto a las soluciones acuosas, se utilizaron soluciones de NaOH
1 M, HCl 1 M y solución saturada de NaCl. En todos los casos el sensor
no sufre daño alguno por este tratamiento (la inspección visual no muestra
daños en la super�cie del material). Mas aún, las curvas de respuesta piezo-
rresistivas de todos los sensores del arreglo no muestran diferencias notorias
respecto a la curva ilustrada en la Figura 3.3�b.

•

En este Capítulo se describió el diseño, fabricación y caracterización de
un prototipo de arreglo sensorial piezométrico basado en el SEC PDMS�
Fe3O4[Ag] 4.2% v/v. Se logró superar un importante desafío tecnológico: la
implementación de electrodos que no alteran la respuesta del material SEC
y que no deterioran la respuesta del mismo con el uso sucesivo.

El rango dinámico de cualquiera de los sensores del arreglo es 0 − 550
kPa, exhibiendo una respuesta piezométrica bi�exponencial rápida y com-
pletamente reversible. No se observa conducción eléctrica transversal para
ninguno de los sensores del arreglo. Esto es, el arreglo sensorial presenta res-
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puesta anisotrópica. Por otro lado, la conducción eléctrica longitudinal (en la
dirección de orientación preferencial del relleno en el SEC) presenta compor-
tamiento óhmico en todo el intervalo de tensión. El arreglo no es alterado ni
dañado por la exposición a solventes orgánicos comunes y soluciones acuosas
variadas. No se observa oxidación por exposición al ambiente.

Todas estas propiedades aquí mencionadas convierten al arreglo sensorial
desarrollado en una alternativa sensorial interesante para ser utilizado en am-
bientes agresivos donde los sensores tradicionales con elevado contenido de
metal o comportamiento semiconductor no pueden ser utilizados. A su vez,
el arreglo descrito podría optimizarse para la fabricación de pieles arti�ciales
y sensores de mapeo de tensión mecánica. En el campo de la biométrica,
podría ser usado para la medición del ritmo cardíaco en tiempo real durante
periodos extensos de tiempo, dado su corto tiempo de respuesta, peso redu-
cido, potabilidad y por ser no invasivo. En este caso, es necesario optimizar
el límite de detección del dispositivo, lo que puede hacerse modi�cando las
variables sintéticas del SEC.

Cabe destacar aquí que el uso de un relleno en estado superparamag-
nético abre la posibilidad de utilizar el dispositivo desarrollado como un
arreglo bidimensional de sensores de campo magnético, basado en efectos
magnetoresistivos sin histéresis magnética (propiedad que se discutirá en el
Capítulo 9). En ese caso, el sensado de campos magnéticos externos ocurre
potencialmente sin necesidad de cambiar ningún factor en la instrumenta-
ción/transducción utilizados en el sensado de tensiones mecánicas.



Capítulo 4

Anisotropía Eléctrica Total
(TEA): Marco Teórico

I turn away with fright and horror from
this lamentable evil of functions which do

not have derivatives

Charles Hermite

Resumen: En este Capítulo se introducen algunos conceptos teóricos
necesarios para la comprensión y desarrollo de los resultados concer-
nientes al estudio percolativo de los compositos elastoméricos estruc-
turados, mostrados en los dos Capítulos siguientes. Se realiza una des-
cripción estadística de la estructura interna del composito estructurado
usado en la fabricación del arreglo sensorial piezométrico descrito en el
Capítulo 3, para lo cual se resumen algunos conceptos de Estadística
Matemática elemental y se realiza una breve introducción a la Teoría
de Percolación Aplicada.

4.1. Conceptos de Probabilidad y Estadística

A continuación se resumen algunos conceptos de Estadística Matemáti-
ca elemental que serán necesarias para realizar una descripción estadística
de la estructura interna del SEC de referencia (PDMS�Fe3O4[Ag]) con la
�nalidad de ejecutar un estudio de la Anisotropía Eléctrica Total (TEA) en
un contexto percolativo. Dichos conceptos se aplicarán posteriormente en
la confección e interpretación de las curvas de probabilidad de percolación,
como así también en la descripción estadístico�estructural del material SEC
de referencia. Cabe destacar que la introducción aquí brindada no pretende

33
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ser una descripción completa y cerrada sobre la temática, sino sólo brin-
dar los conocimientos básicos requeridos para la comprensión de los temas
principales del trabajo.

Empecemos entonces diciendo que un experimento es aleatorio cuando
el resultado de una realización de dicho experimento es incierto, pero las
frecuencias relativas de los resultados posibles tienden a un patrón de dis-
tribución regular en un gran número de repeticiones. En este contexto, se
de�ne el espacio muestral de un experimento aleatorio (Ω) como el conjunto
de todos sus resultados posibles.

Al realizar un experimento aleatorio generalmente se está interesado en
alguna función del resultado más que en el resultado en sí mismo. Así, por
ejemplo, al arrojar un dado dos veces se podría estar interesado sólo en la
suma de los puntos obtenidos y no en el par de valores que dio origen a
ese valor de la suma. Esa cantidad de interés, o más formalmente esa fun-
ción a valores reales de�nida sobre el espacio muestral, se denomina variable
aleatoria. �Variable� porque toma distintos valores y �aleatoria� pues el va-
lor observado no puede ser predicho antes de la realización del experimento,
aunque sí se sabe cuáles son sus posibles valores. Formalmente se de�ne a
una variable aleatoria X como una función de los posibles resultados del ex-
perimento aleatorio con dominio en Ω e imagen en el espacio de los números
reales R, es decir:

X : Ω −→ R

En la presente descripción los valores de la variable aleatoria se notarán con
letras minúsculas (x en este caso).

A modo de ejemplo, considerar el siguiente experimento aleatorio: se
arroja dos veces un dado equilibrado y se registra el valor arrojado por cada
uno de estos. El espacio muestral asociado es:

Ω =
{

(x1, x2) /xi ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}
}

y posibles variables aleatorias asociadas con este experimento sonX: �número
de caras pares�, Y : �máximo puntaje�, Z: �suma de puntos�, etc. El conjunto
de valores reales que tienen asociado algún elemento del espacio muestral se
denomina rango de la variable aleatoria:

ΩX = {x ∈ R : ∃s ∈ Ω, X (s) = x}

Si ΩX (rango de la variable aleatoria X) es un conjunto �nito o numerable,
entonces la variable aleatoria se denomina discreta. En caso de que sea un
intervalo, �nito o in�nito, entonces la variable aleatoria se denomina conti-
nua. Por ejemplo, para la variable aleatoria Z anteriormente de�nida se tiene
ΩZ = {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12}.

Dado que el valor de una variable aleatoria es determinado por el resulta-
do de un experimento, podremos asignar probabilidades a los posibles valores
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o conjuntos de valores de la variable. En términos de probabilidad, para des-
cribir la asignación de una probabilidad P a los valores del rango de una
variable aleatoria, según su naturaleza se utilizan dos funciones diferentes, a
saber:

Si la variable aleatoria es discreta, se utiliza la Función de masa o
función de distribución puntual.

Si la variable aleatoria es continua, se utiliza la Función de densidad,
función de distribución o función de densidad de probabilidad.

La función de distribución puntual de una variable aleatoria discreta es
una función p que representa la probabilidad de que X tome cada uno de los
posibles valores (discretos) xi, i = 1, 2, . . . , es decir:

p : ΩX −→ [0, 1]

xi −→ p(xi) = P(X = xi) = P
(
{w ∈ ΩX/X(w) = x}

) (4.1)

Por lo tanto, la función p(x) satisface las siguientes propiedades:

(i) 0 ≤ p(x), ∀x

(ii)
∑
xi∈ΩX

p (xi) = 1

Por ejemplo, considerar nuevamente el experimento aleatorio correspondiente
a arrojar dos veces un dado equilibrado. Como se dijo anteriormente, el
espacio muestral asociado es Ω =

{
(x1, x2) /xi ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}

}
. Sea la

variable aleatoria X: �el número de caras pares al arrojar dos veces un dado
equilibrado�. Resulta evidente que el rango de dicha variable aleatoria es
ΩX = {0, 1, 2}. Así, la probabilidad de obtener 2 caras pares puede calcularse
muy fácilmente:

p(2) = P(X = 2) = P
{

(x1, x2) ∈ ΩX/x1, x2 ∈ {2, 4, 6}
}

= 9/36 = 1/4

De forma similar, la función de densidad de probabilidad de una variable
aleatoria continuaX es una función f : Ω −→ R que describe la probabilidad
de la siguiente manera: si tenemos un subconjunto de números reales A ⊂ R,
la probabilidad de que la variable aleatoria continuaX tome un valor en dicho
conjunto es P (x ∈ A) =

∫
A f (x) dx, con las siguientes propiedades:

(i) f(x) ≥ 0, ∀x ∈ R

(ii)

∫
R

f (x) dx = 1

Otra función que caracteriza la distribución de probabilidad de una variable
aleatoria X es la función de distribución acumulada, F (x):

F (x) = P (−∞ < X ≤ x) = P (s ∈ Ω : X(s) ≤ x) , ∀x (4.2)
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En particular, para una variable aleatoria continua se tiene:

F (x) =

x∫
−∞

f
(
x′
)

dx′ (4.3)

Por lo cual F (x) es una función continua, no tiene saltos y todos los conjuntos
formados por un solo punto tienen probabilidad cero. Asimismo, la función de
densidad de probabilidad f(x) puede calcularse a partir de F (x) derivando,
es decir:

f (x) =
dF (x)

dx
(4.4)

Esperanza y varianza de una variable aleatoria: para una variable aleato-
ria discreta X con valores posibles x ∈ {x1, x2, . . . , xN} y sus probabilidades
representadas por la función de probabilidad p(x), se de�ne a la esperanza
de X como:

E [X] =

N∑
i=1

xip (xi) (4.5)

y se de�ne la varianza de X como

V ar [X] = σ2
X =

N∑
i=1

(xi − µ)2p (xi) (4.6)

con µ ≡ E [X].
Análogamente, para una variable aleatoria continua X, la esperanza se

calcula mediante la integral de todos los valores y la función de densidad
f(x):

E [X] =

∞∫
−∞

xf (x) dx (4.7)

y la varianza se calcula como:

V ar [X] =

∞∫
−∞

(x− µ)2f (x) dx (4.8)

Adicionalmente se de�ne la desviación típica o estándar como la raíz cua-
drada positiva de la varianza DSX = σX =

√
V ar [X].

En ambos casos, la interpretación intuitiva o signi�cado de la esperanza
se corresponde con el valor medio teórico de los posibles valores que pueda
tomar la variable aleatoria, 〈X〉, o también con el centro de masa de los
valores de la variable asumiendo que cada valor tiene una masa proporcional
a la función de densidad en ellos. En cambio, la varianza da cuenta de la
dispersión matemática de los datos con respecto a la media.



4.1. Conceptos de Probabilidad y Estadística 37

Estimación puntual : sea conocer el valor medio de la distribución de los
diámetros de nanopartículas de magnetita obtenidas mediante un nuevo mé-
todo de síntesis. La forma rigurosa de hacerlo es medir el diámetro de todas
las nanopartículas sintetizadas y luego calcular el valor medio del diámetro,
lo que constituye un proceso arduo y tedioso. Sin embargo, la Estadística
provee técnicas que permiten obtener conclusiones generales a partir de un
conjunto limitado �pero representativo� de datos (la muestra). En Estadís-
tica el tamaño de la muestra es el número de elementos que componen la
muestra extraída de una población, necesarios para que los datos obtenidos
sean representativos de la población. Cuando se estima (se in�ere) no se tie-
ne garantía de que la conclusión que se obtiene sea exactamente correcta,
pero la Estadística permite cuanti�car el error asociado a la estimación. El
objetivo de la estimación puntual es usar una muestra para obtener números
que, en algún sentido, sean los que mejor representan a los verdaderos valores
de los parámetros de interés. Bajo esos términos, un estimador puntual de
un parámetro ϕ es un valor que puede ser considerado representativo de ϕ
y se indicará ϕ̂, pudiéndose expresar el mismo a partir de alguna función de
la muestra. En particular, un estimador puntual insesgado es un estimador
puntual del parámetro que satisface:

E [ϕ̂] = ϕ, (4.9)

donde E [ϕ̂] indica la esperanza de ϕ̂. Si el estimador ϕ̂ no es insesgado, se
denomina sesgo de ϕ̂ a

b (ϕ̂) = E [ϕ̂]− ϕ. (4.10)

En el marco de la estimación puntual es importante aclarar el concepto
de funciones de variables aleatorias asociadas al muestreo. Suponer que se
selecciona una muestra de tamaño N de una población. Antes de obtener la
muestra no se sabe cuál será el valor de cada observación. Así, la primera
observación puede ser considerada una variable aleatoria X1, la segunda una
variable aleatoria X2, etc. Por lo tanto, antes de obtener la muestra se deno-
tará X1, X2, . . . , Xn a las observaciones y, una vez obtenida la muestra, los
valores observados se denotarán como x1, x2, . . . , xn. Del mismo modo, antes
de obtener una muestra, cualquier función de ella será una variable aleatoria
[105, 106], por ejemplo: X, máx{Xj}, etc. Una vez obtenida la muestra los
valores calculados serán denotados en letra minúscula: x, máx{xj}, etc.

Para �jar ideas, retomaremos el ejemplo de la distribución de diámetros
de las partículas de magnetita. Sea muestrear 500 partículas y medir el diá-
metro a cada una de ellas. Sean las variables aleatorias Xj : �diámetro de la
nanopartícula j-ésima�, con j = 1, . . . , 500. Luego, los valores obtenidos para
dichos diámetros los denotamos como xj , con j = 1, . . . , 500. Si se desea esti-
mar el diámetro medio de la población (media poblacional, µ) puede hacerse
mediante el valor medio de las observaciones realizadas sobre la muestra, xN
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(asociado a la variable aleatoria XN =
1

500

∑N=500
j=1 Xj) pues XN corres-

ponde a un estimador insesgado de la magnitud de interés. A su vez, si se
hubieran elegido otras 500 nanopartículas, el valor obtenido de xN hubiera
sido, a priori, diferente (aquí se nota el carácter aleatorio de la variable XN ).

Acorde a la intuición, al incrementar el tamaño de la muestra tomada, el
valor de xN convergerá al valor de la media poblacional µ, es decir:

xN
N→Np−−−−→ µ,

siendo Np el tamaño de la población (Ley de los Grandes Números de Kol-
mogorov [105, 106]).

Para terminar esta sección, considerar una variable aleatoria Y de�-
nida como función de N variables aleatorias X1, . . . , XN , es decir Y =
G (X1, . . . , XN ). Conocidas las funciones de densidades de probabilidad de
cada una de las N variables, estamos interesados en determinar la función
de densidad de probabilidad de la variable aleatoria compuesta Y .

Si las N variables aleatorias son independientes (los valores que toma
una de ellas no afectan a los de cualquier otra ni a sus probabilidades), la
función de distribución acumulada de Y puede escribirse como:

FY (y) =

∫
f

N∏
k=1

fXk (xk) dx1 . . . dxN , (4.11)

donde f =
{

(x1, . . . , xN ) ∈ RN /G (x1, . . . , xN ) ≤ y
}
y

fX1,...,XN (x1, . . . , xN ) ≡
N∏
k=1

fXk (xk) (4.12)

se denomina comúnmente función de densidad de probabilidad conjunta del
vector aleatorio (X1, . . . , XN ) [105, 106]. Por último, luego de computar
FY (y) mediante la expresión (4.11), puede obtenerse la función de densi-
dad de probabilidad de la variable aleatoria Y derivando:

fY (y) =
dFY (y)

dy
. (4.13)

4.2. Teoría de Percolación

4.2.1. Introducción

Empezaremos ésta sección describiendo brevemente varios conceptos bá-
sicos asociados a los fenómenos críticos en el contexto de percolación.
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Gran parte del atractivo de los modelos de percolación reside en sus as-
pectos lúdicos y su simplicidad intuitiva y todo lo que se requiere es cierto
entendimiento de geometría, matemática elemental y probabilidad. Además,
estos modelos sirven como una excelente introducción a los modelos infor-
máticos discretos y al análisis grá�co. Un clásico ejemplo para comprender el
concepto de percolación es el del �cocinero distraído�. Un cocinero pretende
cocinar unas galletitas. Para ello extiende la masa preparada sobre una placa
enmantecada en forma de �gotas�. Supongamos que cada gota de masa para
galletas puede expandirse mientras que las galletas se hornean en un horno
(como sucede comúnmente al preparar las típicas cookies americanas). Si dos
galletas se tocan, se unen para formar una galleta de mayor tamaño. Si el
cocinero coloca las �gotas� de masa muy cerca una de la otra, luego de la
cocción podemos encontrar una gran galleta que se extiende desde un borde
de la placa hasta el borde opuesto (Figura 4.1).

Figura 4.1: Galletas ubicadas en una placa para horno. Notar que existe un
camino formado por galletas superpuestas que conecta las aristas verticales
opuestas de la placa. Si dicho camino existe, se dice que las galletas �perco-
lan� la placa o bien que existe un grupo completamente extendido o grupo
percolante (spanning cluster en inglés).

Si existe una galleta tal que abarca toda la placa (sistema), se dice que se
ha producido la transición de percolación. Si no existe tal galleta, la bandeja
de horno está por debajo del umbral de percolación.

Consideremos un ejemplo más abstracto para aclarar el concepto de per-
colación. Representemos la bandeja para horno por un entramado (lattice)
donde cada sitio presenta uno de dos estados: ocupados o vacío. Un entrama-
do cuadrado formado por N×N sitios se dice que tiene tamaño L = N . Cada
sitio es ocupado de forma independiente de sus vecinos con probabilidad p o,
equivalentemente, se ocupa una fracción p de sitios en forma aleatoria. Este
modelo de percolación se denomina percolación de sitio (site percolation).
Los sitios ocupados están aislados o bien están formando grupos con sus ve-
cinos más cercanos. Se de�ne cluster o grupo a un conjunto de sitios de la red
más cercanos ocupados (ver Figura 4.2). Si p es pequeña, se espera que solo
aparezcan pequeños clusters aislados (Figura 4.3, p = 0.2) . Si p es cercana
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Figura 4.2: Ejemplo de un cluster (grupos de sitios) en el modelo de perco-
lación de sitio para un sistema cuadrado de tamaño lineal L = 2. Los dos
sitios vecinos más cercanos ocupados (pintados) en (b) son parte del mismo
cluster ; los dos sitios ocupados en (a) no son vecinos más cercanos por lo
que no forman parte del mismo cluster.

a la unidad, esperamos que la mayoría del entramado (red) esté ocupado,
y que los sitios ocupados formen un gran cluster que se extiende desde una
arista a la opuesta (Figura 4.3, p = 0.8). Dicho cluster se denomina �grupo
extendido�, �grupo completamente extendido� o �grupo percolante� (span-
ning cluster). Si se inicia con una red de tamaño in�nito completamente
desocupada (p = 0), y se van llenando de a uno y al azar los sitios de dicha
red, puesto que no existe un grupo extendido para valores de p pequeños y
que si está presente cuando p es cercana a la unidad, debe existir un valor
intermedio de p al cual aparezca el grupo extendido por primera vez. Si el
sistema es in�nito (L −→ ∞), existe una probabilidad umbral p∞ de�nida
de la siguiente forma:

p < p∞, no existe ningún grupo percolante y todos los clusters son �nitos

p ≥ p∞, existe al menos un grupo percolante

donde el valor del umbral de percolacion p∞ depende de varias características
del sistema, como ser su simetría y dimensión topológica [107].

Para �jar las ideas desarrolladas considerar el siguiente ejemplo físico-
químico [108]: considerar que los sitios ocupados corresponden a material
conductor de la corriente eléctrica, que los sitios desocupados están com-
puestos por un aislantes eléctricos y que la corriente eléctrica solo puede
desplazarse a través de los sitios conductores más cercanos entre sí. Se inicia
un experimento con una red llena de sitios aislantes. Luego, en forma progre-
siva y aleatoria se reemplazan de a uno los sitios aislantes por conductores.
Respecto a la formación de grupos de sitios conductores, usando las ideas
detalladas más arriba, dos sitios conductores pertenece al mismo grupo si
están conectados por un camino de vecinos más cercanos. La corriente eléc-
trica �uirá a través de dicho grupo. De esta forma, para bajas fracciones de
sitios conductores (p) éstos estarán completamente aislados o bien forma-
rán pequeños grupos con sus vecinos más cercanos y por lo tanto la mezcla
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Figura 4.3: Ejemplos de con�guraciones de un sistema de percolación de sitio
conformado por un entramado cuadrado de tamaño L = 16 para tres valores
de fracción de ocupación diferentes p = 0.2, 0.59 y 0.8. Los sitios ocupados se
muestran oscurecidos. Notar que en este ejemplo existe un grupo percolante
para p = 0.59 y 0.8.

se comporta como un aislante ya que no existe un camino conductor que
conecte aristas opuestas del material. Para valores de p mucho mayores, la
mezcla se comporta como un conductor eléctrico pues existen múltiples ca-
minos conductores que conecten aristas opuestas del material. Si el tamaño
del sistema es mucho mayor que el tamaño de cada sitio (denominado siste-
ma in�nito) existe una fracción intermedia p∞ a la cual la corriente eléctrica
puede empezar a percolar desde una arista hasta su opuesta. Debajo de p∞ el
sistema in�nito se comporta como aislante mientras que por encima de p∞ el
sistema in�nito se comporta como conducto de la corriente eléctrica. Luego,
la transición de fase geométrica viene acompañada con un cambio drástico
en las porpiedades eléctricas del material, y el punto crítico de dicho cambio
está caracterizado por el umbral de percolación p∞.

Hasta el momento se han considerado problemas de percolación de sitio,
donde los sitios de un entramado son ocupados aleatoriamente. Sin embargo,
los ejemplos más naturales de percolación pertenecen a percolación en el con-
tinuo, donde las posiciones de los dos componentes en una mezcla aleatoria
no están restringidas a sitios discretos en un entramado regular. Por ejemplo,
podemos ubicar discos circulares en forma aleatoria en una caja cuadrada
bidimensional, como se muestra en la Figura 4.4. Dos discos forman parte
del mismo grupo si se tocan o solapan y se tiene un grupo percolante si existe
un grupo que conecta dos aristas opuestas formado por discos que se tocan
o solapan.

En ese contexto, para de�nir la magnitud relevante equivalente a p de-
be tomarse en cuenta la dimensión topológica del sistema y de los objetos
percolantes que lo componen. En el caso de sistemas tridimensionales, dicha
magnitud (que denotaremos como Φ) es la fracción en volumen de los obje-
tos percolantes (adimensional) o bien la cantidad de objetos percolantes por
unidad de volumen (densidad de objetos o concentración de objetos, medi-
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Figura 4.4: Percolación en el continuo de discos ubicados aleatoriamente en
una caja cuadrada bidimensional

da en unidades de L−3, con L el tamaño lineal del sistema)4. En cuanto a
los sistemas de percolación en el continuo bidimensionales, se distinguen los
sistemas con objetos percolantes bidimensionales (que poseen área propia)
de aquellos con objetos percolantes unidimensionales (aquellos que no tienen
área propia) . En el primero de los casos la magnitud relevante en términos
de percolación puede ser la fracción en super�cie de los objetos percolantes
(adimensional) o bien la cantidad de objetos percolantes por unidad de área
(medida en unidades de L−2, con L el tamaño lineal del sistema). Un ejemplo
de este tipo de sistema son los sistemas bidimensionales de discos percolantes
como el mostrado en la Figura 4.4. En cambio, si los objetos percolantes no
presentan área, solo se suele considerar como magnitud percolativa caracte-
rística la densidad super�cial de objetos [108�117]. Luego, para sistemas bi
o tri�dimensionales in�nitos, se tendrá

Φ < Φ∞, no existe ningún grupo percolante y todos los clusters son �nitos

Φ ≥ Φ∞, existe al menos un grupo percolante

donde Φ∞ indica el valor critico de fracción en volumen o super�cie, con-
centración (super�cial o en volumen) o densidad de objetos percolantes por
encima de la cual existe al menos un grupo percolante completamente ex-
tendido bi o tri-dimensional, respectivamente.

En nuestra experiencia diaria estamos familiarizados con los cambios de
fases de la materia. Uno de los ejemplos más comunes es el del agua, que

4Como se describe en el Apéndice A la forma correcta de caracterizar el tamaño de un
sistema percolativo es la relación entre el tamaño lineal del sistema L y una dimensión
característica de los objetos percolantes ` (relación de escalas), mas que el tamaño absoluto
del sistema.
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puede existir como sólido, líquido o gas.5 Es sabido que el agua cambia de
una fase a otra a una presión y temperatura bien de�nidas. Por ejemplo, la
transición de hielo a agua liquida ocurre a 0◦C a 1 bar. Ese tipo de cambio
es un ejemplo de una transición de fase termodinámica. La mayoría de las
sustancias también exhiben un punto crítico: por encima de una presión y
temperaturas particulares ya no es posible distinguir entre fase gas y líquida.

Otro ejemplo de un punto crítico ocurre en los sistemas ferromagnéti-
cos a la temperatura de Curie Tc y campo magnético nulo. Sabemos que a
bajas temperaturas algunas sustancias exhiben ferromagnetismo, una mag-
netización espontánea en ausencia de un campo magnético externo. Si se
incrementa la temperatura de un material ferromagnético, la magnetización
espontánea del material disminuye en forma continua y desaparece por com-
pleto a la temperatura Tc. Para T > Tc el material es paramagnético.

Los sistemas percolativos también presentan un punto crítico: se trata de
una transición de fase geométrica de un estado de baja conectividad a uno
de alta conectividad cuyo punto crítico está dado por el umbral de percola-
ción. Un sistema percolativo in�nito en el umbral de percolación (p∞ o Φ∞,
según corresponda) tiene una propiedad interesante denominada invarianza
de escala: sus propiedades topológicas�estructurales no dependen de la es-
cala de observación utilizada. De esta forma, el concepto de invarianza de
escala, umbral de percolación y fractalidad (autosimilaridad) están íntima-
mente relacionados. La Figura 4.5 muestra la arquitectura autosimilar de un
grupo percolante en un sistema de percolación de sitio de gran tamaño en el
umbral de percolación. Tres de las imágenes son ampliaciones de las zonas
marcadas con recuadros blancos [122].

4.2.2. Descriptores de un sistema percolativo

Considerar un sistema con N objetos percolantes. Hasta ahora nuestra
discusión se ha centrado en el umbral de percolación y en la aparición de, al
menos, un grupo percolante por encima de dicho umbral. Otra cantidad que
caracteriza la percolación es Psc (Φ), la probabilidad de que un elemento del
sistema pertenezca al grupo percolante, es decir

Psc =
cantidad de elementos en el grupo percolante

N
(4.14)

Consideremos que los objetos percolantes están agrupados en M clusters
(M es la cantidad total de clusters en el sistema). Sea Ms la cantidad de

5Al momento de la escritura de esta Tesis han sido descritas dieciocho estructuras
cristalinas del hielo [118]. Además, se ha demostrado que las fuerzas de largo alcance
asociadas a la presencia de una super�cie hidró�lica en contacto con agua induce una
arquitectura laminar regular en forma de panal de abejas que ha sido denominada por
muchos autores �el cuarto estado de agregación del agua� [119, 120]. Por otro lado existe
una discusión muy activa sobre la inducción de una estructura cuadrada de hielo inducida
por laminas de grafeno (ver, por ejemplo, la ref. [121])
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Figura 4.5: Arquitectura autosimilar de un grupo percolante en un sistema
de percolación de sitio de gran tamaño en el umbral de percolación. Tres de
las imágenes son ampliaciones de las zonas marcadas con recuadros blancos.

clusters de tamaño s (s-clusters) y s ≡ Ms/M la fracción de s-clusters.
También se de�ne la cantidad

ws ≡
sMs∑
s
sMs

=
sMs

N
(4.15)

que corresponde a la probabilidad de que un elemento percolante pertenezca
a un s-cluster. En el formalismo de Teoría de Percolación resulta conveniente
de�nir al tamaño medio de cluster como

S ≡

∑
s
s2Ms∑

s
sMs

(4.16)

donde, para evitar la divergencia, la suma excluye al grupo percolante.6

Resulta conveniente asociar al sistema una dimensión lineal de conecti-
vidad o longitud de conectividad ξ (Φ). Una manera de hacerlo es de�nir el

6Notar que N , S,Ms,M y s son función de la densidad super�cial de objetos, Φ.
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radio de giro de un s-cluster como

Rs ≡
1

s

s∑
i=1

(ri − r̄)2 (4.17)

donde

r̄ ≡ 1

s

s∑
i=1

ri (4.18)

y ri es la posición del i-ésimo elemento percolante en el mismo grupo. De esta
forma, la cantidad r̄ coincide con la de�nición familiar del centro de masa del
grupo. Usando esta de�nición, la longitud de conectividad ξ se de�ne como

ξ2 ≡

∑
s

(s− 1)wsR
2
s∑

s
(s− 1)ws

(4.19)

Focalizaremos de ahora en más nuestra atención en sistemas de perco-
lacion en el continuo. Hasta ahora hemos establecido que en los sistemas
percolativos donde el tamaño de los objetos percolantes es despreciable fren-
te al tamaño del sistema la transición de percolación ocurre en un valor bien
de�nido de umbral de percolación, denotado como Φ∞. Sea ℘L (Φ) = ℘ (Φ;L)
la probabilidad de que un sistema de percolación en el continuo de tamaño L
percole a una fracción de objetos Φ (fracción en área o volumen, o densidad
de objetos por unidad de área o volumen, según corresponda). Se denomina
regla de percolación, y se denota como <, siguiendo la notación de Reynols y
colaboradores [123], a la condición que debe satisfacerse en un sistema para
que exista percolación. Por el momento, para facilitar el análisis, tomemos
como regla de percolación la formación de un grupo percolante que conec-
te las aristas verticales de un sistema bidimensional cuadrado (percolación
horizontal). De esta forma, ℘L (Φ), denominada comúnmente función de pro-
babilidad de percolación, da la probabilidad de que exista al menos un grupo
percolante en un sistema con L y Φ dados.

Dada una regla de percolación de�nida, puede demostrarse [124�130]
que la probabilidad de percolación en el umbral de percolación converge a
un valor de�nido en sistemas de tamaño in�nito, es decir

ĺım
L→∞

℘L (Φ∞) = c, (4.20)

para una constante real 0 ≤ c ≤ 1. De esta forma, por lo descrito en la
Sección 4.2.1, para un sistema in�nito se tiene

℘L→∞ (Φ) = ℘∞ (Φ) =


0, Φ < Φ∞

c, Φ = Φ∞

1, Φ > Φ∞.

(4.21)
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Así ℘∞ (Φ) es una función escalón en Φ = Φ∞.
Otra función de interés es la función de distribución de probabilidad de

percolación ΓL (Φ) de�nida como

ΓL (Φ) ≡ d℘L
dΦ

(Φ) = ĺım
∆Φ→0

℘L (Φ + ∆Φ)− ℘L (Φ)

∆Φ
(4.22)

Así las cosas, partiendo de un sistema vacío y agregando de a uno y en forma
aleatoria elementos percolantes, ΓL (Φ) representa el incremento en la pro-
babilidad de percolación (normalizado por el incremento en la concentración
de objetos, Φ) asociado al aumento en la densidad de objetos ∆Φ [107].

Centremos ahora nuestra atención en sistemas percolativos �nitos. Ca-
be preguntarnos cómo es la transición de percolación en dichos sistemas. Si
partimos de un sistema �nito inicialmente vacío e incorporamos objetos per-
colantes de a uno y registramos el valor de Φ para el cual aparece el primer
grupo percolante, resulta evidente que es poco probable lograr percolación
con una concentración de objetos pequeña. A su vez, es poco probable tener
sistemas con Φ muy grandes sin haber logrado percolación. En cambio, en
la mayoría de los casos observaremos la aparición de un grupo percolante
para valores de Φ intermedios. Matemáticamente se tienen las condiciones
de contorno:

ĺım
Φ→0

ΓL (Φ) = ĺım
Φ→∞

ΓL (Φ) = 0 (4.23)

Por las expresiones (4.22) y (4.23) se tiene que ℘L (Φ) varía poco en las
condiciones de frontera Φ → 0 y Φ → ∞. A su vez ΓL (Φ) es la función de
densidad de probabilidad de la variable aleatoria Φ, donde Φ en este contexto
se re�ere a la concentración de objetos percolantes a la cual aparece el primer
grupo percolante y ℘L (Φ) es la función de distribución acumulada asociada
(explicitando la condición trivial ℘L (Φ = 0) = 0, ∀L).

Debido a que el sistema es �nito, existe una probabilidad �nita de en-
contrar un grupo percolante para cualquier concentración de objetos �nita.
Como cualquier otra función de distribución de probabilidad, ΓL (Φ) pre-
senta dos parámetros característicos: la densidad media de objetos a la cual
aparece un grupo percolante (esperanza), 〈Φ〉L, y su varianza, ∆2

L, (o bien
el desvío estándar ∆L). Respecto al cómputo analítico de esos parámetros,
〈Φ〉L corresponde a la esperanza de la variable aleatoria Φ (ver Sección 4.1)
y se calcula como

〈Φ〉L =

∞∫
0

ΦΓL (Φ) dΦ (4.24)

mientras que la varianza se calcula como ∆2
L = 〈Φ2〉L − 〈Φ〉2L, con 〈Φ2〉L =∫∞

0 Φ2ΓL (Φ) dΦ.
Dados un sistema percolativo y una regla de percolacion de�nidas, cabe

cuestionar cuál es la dependencia de 〈Φ〉L y ∆L con el tamaño del sistema L
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y cómo se ve modi�cada la curva ℘L (Φ) al modi�car el tamaño de un sistema
percolativo. En el marco de la teoría de Percolación esto se conoce como el
escalado de dichas magnitudes. La dependencia de los parámetros caracte-
rísticos de un sistema percolativo con su tamaño puede abordarse mediante
el método de escalado de sistemas �nitos [107, 125, 131�137]. Sin embargo,
el formalismo mas general utilizado para esa clase de análisis se sustenta en
la Teoría del Grupo de Renormalización en el Espacio Real (RSRGT, por
sus siglas en ingles), que consta de examinar las cantidades físicas cerca del
punto crítico y probablemente sea uno de los métodos mas importantes de-
sarrollados en física teórica de las últimas tres décadas. Como se describe en
el Apéndice A, combinando las expresiones que surgen de la RSRGT con si-
mulaciones Monte Carlo (método abreviado MC�RSRGT) pueden obtenerse
los parámetros característicos de los sistemas percolativos.

4.3. Percolación en materiales compuestos aniso-
trópicos

Como se discutirá en la Sección 4.4, bajo las condiciones de preparación
adecuadas, la TEA en sistemas SEC puede estudiarse en términos de per-
colación de segmentos de rectas en sistemas bidimensionales.7 Esos sistemas
quedan caracterizados en su totalidad por un conjunto �nito de parámetros
estructurales. Para estudiar la relación entre dichos parámetros estructurales
y la TEA, primero debe desarrollarse un algoritmo validado para redes iso-
trópicas (sin orientación preferencial de los segmentos de rectas) cuadradas
que reproduzca los resultados teóricos presentados en trabajos anteriores y
luego modi�carlo adecuadamente para estudiar sistemas anisotrópicos para
los cuales escasean notoriamente los resultados disponibles en bibliografía
[63, 64, 135]. Para el primer caso resulta conveniente estudiar el compor-
tamiento de escalado de los parámetros percolativos 〈Φ〉L,r=1,` y ∆L,r=1,`,
donde ` es la longitud de los segmentos de recta y la relación de aspecto,
r, se de�ne en un sistema bidimensional rectangular como r = Lp/Ln, con
Lp la longitud del sistema considerada en la regla de percolación �jada y Ln
la longitud del sistema en la dirección ortogonal a Lp. Así, r = 1 se re�e-
re a sistemas cuadrados. Como se detalla en el Apéndice A, para sistemas
percolativos bidimensionales cuadrados de agujas de longitud uniforme ` la
RSRGT describe el escalado de los parámetros 〈Φ〉L,r=1,` y ∆L,r=1,` como:

〈Φ〉L,r=1,` = Φ∞,r=1,` + a`L
−1/ν−ϑ (4.25)

7Agradezco a los Dres. Igor Stankovic (Institute of Physics Belgrade, República de
Serbia), Cristopher Moore (Santa Fe Institute, Estados Unidos), Stephan Mertens (Otto-
von-Guericke University, Alemania, y Santa Fe Institute) y Jiantong Li (Kungliga Tekniska
Högskolan, Suecia) por su desinteresada ayuda en la temática de escalado y conductividad
en sistemas percolativos.
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y
∆L,r=1,` = c`L

−1/ν (4.26)

siendo Φ∞,r=1,` el umbral de percolación para sistemas in�nitos (densidad
crítica), L la longitud de la arista del sistema, a` y c` los factores pre-
exponenciales, ν el exponente de longitud de correlación (1/ν se denomi-
na exponente de escalado) y ϑ el coe�ciente de corrección del exponente de
escalado para sistemas bidimensionales cuadrados [125, 131, 132, 138].

El desvío estándar de la función de distribución de la probabilidad de
percolación, ∆L,r=1,`, está relacionado con el �ancho� de la distribución de la
siguiente forma: cuanto mayor es el valor de ∆L,r=1,` mayor es el intervalo de
valores de Φ para el cual se produce con probabilidad apreciable la transición
percolativa. Como se describió en la Sección 4.2.2, para un sistema �nito
existe probabilidad no nula de obtener un cluster percolativo aun cuando
Φ < Φ∞,r=1,`. En cambio para un sistema in�nito la función de probabilidad
de percolación es una función escalón en Φ∞,r=1,`, es decir ∆∞,r=1,` = 0, ∀`.
Luego, ∆L,r=1,` debe ser una función monótona decreciente respecto de L,
cuya funcionalidad está descrita por la igualdad (4.26). Dicho de otro modo,
la transición percolativa se hace más y más angosta al aumentar el tamaño
del sistema.8

En cuanto a la igualdad (4.25), trabajos anteriores han demostrado que
los sistemas de percolación de sitio y sistemas de percolación de segmentos de
rectas en el continuo pertenecen a la misma universalidad de percolación, es
decir, tienen los mismos exponentes críticos [116]. Mas aún, estudios previos
muestran que todos los sistemas pertenecen a la misma universalidad si la
dimensión topológica del sistema, regla de percolación, condiciones de con-
torno y relación de aspecto (r) son las mismas [132]. Utilizando argumentos
generales de escalado, se espera que la convergencia de todos los sistemas
�nitos esté dada por el exponente −1/ν, con ν = 4/3 en sistemas bidimen-
sionales (2D) [107]. Sin embargo, siguiendo la publicación inicial de Zi� [111],
Hovi y Aharony [131, 132, 138] demostraron a través de RSRGT que el de-
caimiento por escalado del valor medio de la densidad de objetos percolantes
〈Φ〉L está caracterizado por el exponente −1/ν − ϑ. Recientemente [125] se
ha encontrado que para sistemas cuadrados (r = 1) de agujas percolantes
ϑ = 0.83 ± 0.02, consistente con los valores previamente reportados 72/91
[139], 0.85 [140] y 0.90±0.02 [110], mientras que para sistemas rectangulares
(r 6= 1) se tiene ϑ = 0 [125]. La deducción de las expresiones (4.26) y (4.25)
se detalla en el Apéndice A.

Respecto al valor del umbral de percolación, recientemente Li y Zhang
[136] reportaron para sistemas isotrópicos cuadrados de agujas percolantes
Φ∞,r=1,`=1 = 5.63726 ± 0.00002, consistente con el valor 5.71 ± 0.24 repor-

8Algo similar sucede con las transiciones de fase termodinámicas, que ocurren en unas
condiciones bien de�nidas en sistemas macroscópicos y en un intervalo de condiciones en
sistemas de tamaño reducido.
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tado por Pike y Seager cuatro décadas atrás [141]. Posteriormente �eºelj,
Stankovi¢ y Beli¢ [125] evaluaron el escalado de 〈Φ〉L,r,`=1 para diferentes
valores de relación de aspecto y mostraron que en sistemas rectangulares
Φ∞,r,`=1 ≈ 5.63726, ∀r, mientras que Mertens y Moore [65] estimaron con
mayor precisión la densidad crítica, reportando Φ∞,r=1,`=1 = 5.6372858(6).

4.4. Simpli�cación geométrica del sistema SEC en
el estudio de la TEA

Como se describió en el Capítulo 1, todas las muestras de compositos
PDMS�Fe3O4[Ag] 4.2 % v/v preparadas utilizando las condiciones expe-
rimentales detalladas en la Sección 2.2 exhibieron conductividad eléctrica
apreciable solamente en la dirección de orientación preferencial del relleno
(o sea, TEA).

Resulta de gran interés tecnológico evaluar la reproducibilidad de ob-
tención de sistemas SEC que exhiban TEA. Dicha evaluación conlleva a la
necesidad de determinar cómo in�uye la estructura del relleno en la proba-
bilidad de obtener TEA. En vista de responder ese interrogante, se llevó a
cabo un análisis extensivo de la microarquitectura del material SEC men-
cionado. Durante el curado del material compuesto, la aplicación del campo
magnético externo (Hcuring) induce la magnetización de las micropartículas
híbridas de magnetita�plata (por magnetización de las NPs de magnetita
que la conforman). Las interacciones de acoplamiento magnético entre estas
micropartículas de relleno genera un ordenamiento espontáneo del relleno en
forma de pequeños segmentos de cadenas (cada uno formado por un gran
número de µPs). Posteriormente, la interacción magnética dipolar (del tipo
cabeza�cola) entre estas aglomeraciones de µPs genera el acoplamiento de
éstas, con formación de estructuras catenarias mayores, que denominamos
pseudo�cadenas. Si el contenido de relleno es muy reducido, en el material
estructurado �nal se observarán estas pseudo�cadenas separadas unas de las
otras por distancias características del mismo orden que el tamaño de dichas
pseudo�cadenas, o aún mayores. Este material puede no presentar conducti-
vidad eléctrica apreciable en ninguna dirección. Por otro lado, si el contenido
de relleno es muy elevado, en el material estructurado �nal se observará una
distribución inhomogénea de relleno orientado preferentemente en dirección
de aplicación del campo magnético durante el curado. Esta estructura tiene
aparejada conductividades eléctricas elevadas en ambas direcciones del ma-
terial (en la dirección de orientación preferencial del relleno y en la dirección
ortogonal). Lo observado para el composito de interés corresponde a una si-
tuación intermedia: por interacción aleatoria del tipo cabeza�cola entre las
pseudo�cadenas, se establecen agrupaciones de relleno de mayor tamaño que
también están orientadas preferentemente en la dirección de Hcuring. Deno-
minaremos a estas estructuras columnas. Cada una corresponde a un cluster
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formado por varias pseudo�cadenas. Bajos las condiciones de preparación
adecuadas, estas estructuras de orden mayor conectan lados opuestos de un
SEC en la dirección de aplicación de Hcuring y se encuentran separadas una
de las otras en la dirección ortogonal a ésta. Esta anisotropía estructural im-
plica que sólo pueden establecerse lineas de corriente eléctrica en la dirección
de Hcuring, por lo que el SEC exhibirá TEA. Es preciso tomar en cuenta que
en micrografías SEM del material SEC PDMS�Fe3O4[Ag] 4.2 % v/v pueden
discretizarse claramente las pseudo�cadenas individuales que conforman las
diferentes columnas: las pseudo�cadenas aparecen como estructuras oblon-
gas, mas gruesas en el centro y mas delgadas en los extremos. Entonces, una
dada pseudo�cadena se distingue de la consecutiva por dos características:
el ángulo pequeño entre las pseudo�cadenas y la observación de un adelga-
zamiento en el inicio y �n de cada una de ellas. En vista de esto, a partir de
las micrografías SEM puede determinarse la distribución de longitudes, diá-
metros y orientación de las pseudo�cadenas (es decir, el ángulo comprendido
entre las pseudo�cadenas y Hcuring).

Figura 4.6: Distribuciones angulares de las pseudo�cadenas en SEC PDMS�
Fe3O4[Ag] 4.2 % v/v. La línea continuas corresponde a la distribución normal
de ajuste, dada por la Ecuación (4.27). Los parámetros de ajuste recuperados
se muestran insertados.

La Figura 4.6 muestra el histograma obtenido para la distribución angular
de las pseudo�cadenas para el SEC de referencia, obtenidos por microscopía
SEM. Dicho histograma puede ajustarse empíricamente mediante una fun-
ción de distribución Gaussiana (linea continua en dicha Figura) dada por la
expresión:

fθ = p(θ; 〈θ〉, σθ) =
1

σθ
√

2π
exp

[
−(x− 〈θ〉)2

2σθ2

]
(4.27)

centrada en la dirección de Hcuring (es decir, 〈θ〉 = 0◦) con un desvío es-
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tándar σθ = (4.65± 0.02)◦ (conteo realizado sobre 389 pseudo�cadenas). El
excelente grado de ajuste de dicha distribución radica en la aleatoriedad de
las interacciones cabeza�cola entre agrupaciones de partículas de relleno du-
rante la estructuración del material. A su vez, la reducida dispersión angular
(pequeño valor de σθ) es consecuencia del intenso campo magnético utilizado
durante el curado del SEC.

La Figura 4.7 muestra los histogramas asociados a las distribuciones de
longitudes (`) y diámetros medidos a mitad de longitud (d) de las pseudo�
cadenas, obtenidas computando 364 y 311 pseudo�cadenas, respectivamente.
En ambos casos se obtiene un excelente grado de ajuste utilizando una fun-
ción de distribución log�normal

fλ = p (λ; 〈λ〉, σλ) =
1√

2πσλλ
exp

[
− (lnλ− ln〈λ)2

2σ2
λ

]
(4.28)

Dicha distribución es comúnmente utilizada para la caracterización estructu-
ral de sistemas anisotrópicos del tipo MRE (Magnetorheological Elastomer,
Elastomero magnetoreológico) y ferro�uídicos [142]. Para el ajuste relativo a
las longitudes se tiene λ = `, los parámetros de ajuste 〈`〉 = (1.35±0.01)mm
y σ` = (0.26± 0.01)mm con R2 = 0.9965. Para el ajuste relativo a los diá-
metros se tiene λ = d, los parámetros de ajuste 〈d〉 = (10.40 ± 0.02)µm
y σd = (0.30 ± 0.01)µm con R2 = 0.9977. Adicionalmente, el cómputo de
la densidad media de cadenas en planos colineales a Hcuring arroja el valor
Φ ≈ 12 pseudo�cadenas×mm−2.

Figura 4.7: Distribuciones de longitudes (a) y diámetros medidos a mitad de
longitud (b) para las pseudo�cadenas en SEC PDMS�Fe3O4[Ag] 4.2 % v/v.
Las líneas continuas corresponden a distribuciones log�normales de ajuste,
dadas por la Ecuación (4.28). Los parámetros de ajuste recuperados se mues-
tran insertados en cada panel.

Corresponde destacar aquí que se observan histogramas muy similares
para diferentes muestras de SEC de referencia preparadas bajo las mismas
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condiciones experimentales y mismo contenido de relleno, indicativo de la
robustez del proceso de fabricación del SEC de referencia.

Si bien la arquitectura interna de dichos sistemas SEC es compleja, en el
caso bajo estudio puede modelarse la misma bajo la siguiente consideración:
como muestra la Figura 4.7 el diámetro de las pseudo�cadenas es mucho
menor que la longitud de dichas estructuras. Por consiguiente, en el presen-
te análisis cada pseudo�cadena serán modelada geométricamente como un
segmento de recta de longitud igual a la de la pseudo�cadena.

Habiendo simpli�cado el aspecto geométrico�estructural del sistema SEC
bajo análisis queda contemplar el fenómeno de transporte eléctrico en dichos
sistemas compuestos. Dicho fenómeno será evaluado en detalle en el Capítulo
8. Por el momento, basta considerar el resultado principal que arroja dicho
análisis: el mecanismo físico que gobierna el transporte eléctrico en el ma-
terial SEC en estudio es el tuneleo electrónico entre dos regiones de relleno
separadas por distancias nanométricas o sub�nanométricas (entre dichas re-
giones de relleno puede haber, o no, matriz polimérica). En otras palabras,
existirá un �ujo eléctrico apreciable entre dos regiones conductoras de relleno
si y solo sí las mismas se encuentran separadas a distancias muy reducidas.
Por lo tanto, bajo la simpli�cación geométrica anteriormente desarrollada,
en el presente formalismo se considerará que existe �ujo eléctrico apreciable
entre dos segmentos de recta solo si éstos se intersectan mutuamente. La
Figura 4.8 describe en forma esquemática el modelado físico y estructural
del fenómeno.
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Figura 4.8: (a) Esquema conceptual de la aproximación de las pseudo�
cadenas por segmentos de rectas. En (b) se muestran en verde los conjuntos
percolantes que conectan las aristas verticales. (c) Se considera que existe
contacto eléctrico entre dos segmentos de rectas solo si éstos se intersectan.
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Es preciso tomar en cuenta aquí dos salvedades. En primer lugar, estric-
tamente hablando, el transporte eléctrico regido por el tuneleo electrónico
entre regiones conductoras de relleno es extensivo en todo el material, puesto
que el fenómeno involucrado (tuneleo electrónico) no tiene asociada una dis-
tancia máxima de corte (cut�o� distance) a partir del cual la probabilidad de
tuneleo sea estrictamente nula. Sin embargo, como muestran los resultados
descritos en el Capítulo 8, en forma consistente a estudios previos realizados
sobre sistemas compuestos no estructurados [53, 56, 143�149], sólo existe
conductividad eléctrica apreciable entre regiones conductoras separadas a
distancias pequeñas (del orden de nanómetro o menores). En segundo lugar,
como también se detallará en el Capítulo 8, las pseudo�cadenas de relleno
presentan micro y nano fragmentaciones internas con o sin interpenetración
de matriz polimérica. Esta a�rmación está sustentada mediante evidencia
experimental indirecta (modelado de la respuesta piezoresistiva y elástica) y
directa (observación de dichas fragmentaciones mediante micrografías SEM).
Es este caso, bajo el modelo geométrico contemplado, cada segmento de recta
debería ser considerado como un conjunto de segmentos de longitud menor
conectados colinealmente en forma cabeza�cola. Sin embargo, bajo nuestra
simpli�cación del transporte eléctrico, dicho conjunto puede considerarse co-
mo un único segmento de recta sin pérdida de generalidad. De esta forma,
bajo el modelo descrito, no es necesario evaluar en forma exhaustiva las
fragmentaciones de las pseudo�cadenas para estudiar la anisotropía eléctri-
ca, sino que resulta su�ciente su observación a escala mesoscópica. Por otro
lado, en la literatura suelen utilizarse, como será nuestro caso, simulaciones
en sistemas bidimensionales para estimar propiedades percolativas de siste-
mas tridimensionales. Sin embargo, no suele brindarse una argumentación
detallada de la validez de dicha simpli�cación topológica. La preparación de
muestras de sistemas SEC cilíndricas y las condiciones de preparación uti-
lizadas para tal �n inducen simetría rotacional en torno al eje de rotación
del molde de curado (i.e. simetría cilíndrica) [18, 24]. Independientemente
de la distribución de los objetos percolantes, se ha observado que la densidad
de probabilidad de aparición de los grupos extendidos (spanning clusters) es
espacialmente uniforme en los sistemas macroscópicos [107, 129, 132, 150].
En particular, si la distribución de los objetos percolantes es isotrópica, la
probabilidad de obtener un único cluster percolante es elevada. Mas aún, la
probabilidad de que éste cluster percolante presente la misma simetría que
el sistema al cual pertenece también es elevada. De esta forma, si se observa
un grupo extendido en el sistema tridimensional (de simetría cilíndrica), es
esperable con elevada probabilidad que también se observe un grupo grupo
extendido en el sistema bidimensional asociado correspondientes a cortes en
planos radiales centrados en el eje longitudinal del cilindro (molde). Luego,
resulta razonable considerar válida la reducción topológica en los sistemas
SEC bajo estudio mediante el estudio de dichos cortes. Haciendo ésto puede
analizarse mas simplemente su conductividad eléctrica y conectividad per-
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colativa.
De esta forma, un sistema bidimensional de segmentos de recta con dis-

tribución anisotrópica (es decir, con distribución angular no uniforme) queda
caracterizada por la densidad super�cial de objetos percolantes, Φ, las dimen-
siones del sistema, Lx y Ly, y un conjunto �nito de parámetros estructurales
{ψk} = {σ`, 〈`〉, σθ}.

•

Con el objetivo de extraer parámetros realistas para las simulaciones
computacionales, se llevó a cabo una caracterización estructural estadísti-
ca de muestras de SEC PDMS�Fe3O4[Ag], donde el relleno (micropartículas
de Fe3O4[Ag]) se encuentra organizado formando pseudo�cadenas inserta-
das en la matriz elastomérica de PDMS. Se encontró que dichas pseudo�
cadenas pueden aproximarse como segmentos de rectas y que la población
de pseudo�cadenas presenta una distribución de longitudes aproximadamen-
te log�normal (centrada alrededor de 1.35mm para el SEC usado de referen-
cia en esta Tesis) y una distribución angular aproximadamente Gaussiana.
Esta última está centrada en el eje preferencial dado por la dirección de apli-
cación del campo magnético durante la preparación de la muestra, con un
desvío estándar aproximado de cinco grados.

Los conceptos adquiridos en este capítulo servirán de soporte conceptual
para la comprensión del análisis percolativo que se realizará en los tres capí-
tulos siguientes. A su vez, la bibliografía citada pretende servir de referencia
para el lector que se inicia en el área de Teoría de Percolación aplicada al
diseño de materiales compuestos aislante�conductor.





Capítulo 5

Anisotropía Eléctrica Total:
Materiales y métodos
numéricos

Do not lose your faith. A mighty fortress
is our mathematics. Mathematics will
rise to the challenge, as it always has.

Stanislaw Ulam

Resumen: En éste Capítulo se aplican los conceptos introducidos en
el Capítulo 4 y en los Apéndices A y B para describir en detalle cada
uno de los procedimientos algorítmicos y técnicas numéricas utiliza-
das en la ejecución del análisis de la TEA en materiales compuestos
estructurados en términos de sistemas percolativos bidimensionales de
segmentos de rectas.

5.1. Estimación de la probabilidad de percolación

Empezaremos por describir la Estadística involucrada en la estimación de
la probabilidad de percolación, para luego describir en detalle el mecanismo
algorítmico desarrollado.

Consideremos el siguiente experimento aleatorio que consiste en n prue-
bas: se generan n sistemas rectangulares de tamaño lineal L y relación de
aspecto r, cada uno con N segmentos de recta. La longitud, posición y orien-
tación de los segmentos de recta quedan descritas por el conjunto de pará-
metros estructurales {ψk}. Se registra la cantidad de sistemas percolantes
obtenidos. Sea m dicha cantidad (m ≤ n).
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Usando las ideas introducidas en la Sección 4.1 respecto a las funciones
de variables aleatorias en muestreos, de�nimos las n variables aleatorias

Xj =

{
1, el sistema j-ésimo tiene al menos un grupo percolante

0, caso contrario.

con j = 1, 2, . . . , n. Si en cada una de las j-ésimas realizaciones consideramos
como �éxito� el tener al menos un grupo percolante, la probabilidad de te-
ner éxito en cualquiera de las repeticiones es ℘

L,r,{ψk}
(Φ) y resulta evidente

que las variables X1, . . . , Xn son aleatorias, independientes e idénticamente
distribuidas. Todas esas variables aleatorias tienen una distribución Bernou-
lliana [105], es decir

Xj ∼ Be (p) (5.1)

dondeBe indica distribución Bernoulliana con j = 1, 2, . . . , n y p ≡ ℘
L,r,{ψk}

(Φ).
Por propiedades de la distribución de Bernoulli resulta:

E [Xj ] = p (5.2)

V ar [Xj ] = σ2
Xj = p (1− p) (5.3)

Consideremos la variable aleatoria X = 1
n

∑n
j=1Xj . Si repetimos H veces el

experimento aleatorio descrito (cada uno con n realizaciones) obtendremosH
valores de X a priori diferentes (por la naturaleza aleatoria de X). En cada
una de esos H experimentos la probabilidad de obtener un valor x = m/n
para la estimación de ℘

L,r,{ψk}
(Φ), está dada por la distribución del tipo

binomial:

P
(
X =

m

n

)
=

(
n

m

)
pm(1− p)n−m, m ≤ n (5.4)

Por el Teorema Central del Límite [105]

X
∼−−−→

n→∞
N

(
p,
p (1− p)

n

)
, (5.5)

donde ∼−→ indica convergencia en distribución y N indica distribución Normal
o Gaussiana. Así resulta:

E
[
X
]

= p = ℘
L,r,{ψk}

(Φ) (5.6)

V ar
[
X
]

=
p (1− p)

n
. (5.7)

De esta forma, si realizamos un número grande de realizaciones, n, la
distribución de los valores de X se hace Gaussiana y angosta (la varianza
es proporcional a 1/n). Por dichas propiedades, X corresponde a un esti-
mador insesgado de ℘

L,r,{ψk}
(Φ) y podemos estimar ℘

L,r,{ψk}
(Φ) con buena
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exactitud y precisión incrementando el número de realizaciones ejecutadas
[105, 107] pues

x =
m

n
−−−→
n→∞

℘
L,r,{ψk}

(Φ) . (5.8)

El error de la estimación realizada puede calcularse como ε =

√
V ar

[
℘̂
L,r,{ψk}

]
.

Sin embargo, deseamos expresar dicho error (incerteza) en términos mues-
trales y no poblacionales [105], razón por la cual se utiliza el estimador de ε

ε̂ =

√
(m/n) (1−m/n)

n
(5.9)

La Figura 5.1 muestra el comportamiento del estimador ε̂ respecto del nú-
mero de repeticiones en el experimento, n (a) y respecto al valor de la esti-
mación, m/n (b).

0 400 800

0.03

0.06

0.09 b
 m/n = 0.1
 m/n = 0.2
 m/n = 0.5

n

a

0.0 0.5 1.0
0.0

0.5

m/n

Figura 5.1: Comportamiento del estimador ε̂ respecto del número de repeti-
ciones en el experimento, n (a) y respecto al valor de la estimación, ℘̂ = m/n
(b).

5.2. Algoritmo

Lo visto en la Sección anterior constituye la base para confeccionar las
curvas de Función de Probabilidad de Percolación para nuestro sistema de
interés mediante la realización de simulaciones Monte Carlo.

Las simulaciones Monte Carlo se realizaron por implementación de al-
goritmos escritos en Sage, un sistema de software de matemáticas gratuito
de código abierto bajo licencia GPL que combina la potencia de muchos
paquetes de código abierto existentes con una interfaz común de Python.
Además de presentar una activa comunidad de programadores en su sitio
web www.sagemath.org, existen numerosos libros de referencia [151, 152]
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lo que convierte a Sage en una fuerte y viable alternativa de código abier-
to a Magma R©, Maple R©, Mathematica R© y Matlab R©. Además, Sage cuenta
con una plataforma de ejecución web en tiempo real de algoritmos basados
en dicho sistema denominada Sage Cloud disponible en forma gratuita en
cloud.sagemath.com.

5.2.1. Construcción computacional del sistema de segmentos
de rectas percolantes

En el caso de sistemas cuadrados de segmentos de rectas percolantes
de longitud uniforme ` y orientación aleatoria (sistemas isótropos), el al-
goritmo comienza con un cuadrado vacío de tamaño L. A continuación se
generan dentro del sistema N puntos Aj , con j = 1, 2, · · · ,N de forma
aleatoria (es decir, sin correlación espacial). Luego, a una distancia ` de
esos puntos, se generan los N puntos extremos de los elementos percolati-
vos, Bj , con j = 1, 2, · · · ,N , por generación aleatoria del ángulo de dichos
elementos respecto del eje horizontal, θ. Por tratarse de sistemas isótro-
pos, se tiene −π ≤ θ ≤ π, con una distribución angular continua y unifor-
me. Para la generación aleatoria de ángulos y puntos bajo una distribución
de probabilidad continua y uniforme se utilizó el módulo nativo de Sage
scipy.stats.uniform. El proceso de construcción de sistemas rectangula-
res anisótropos es completamente análogo. El algoritmo comienza con un
rectángulo vacío de tamaño L y relación de aspecto r. A continuación se
generan dentro del sistema N puntos Aj de forma aleatoria y por último,
dada las distribuciones angular y de longitudes adoptadas, se generan los N
puntos extremos de los segmentos de rectas.

5.2.2. Estudio de conectividad

Terminada la construcción del sistema de interés, se procede a explorar
la intersección entre los diferentes elementos percolantes. Consideremos en
primer lugar un sub�sistema constituido únicamente por dos segmentos de
rectas, como el mostrado en la Figura 5.2.

Denotemos como Aj =
(
xAj , yAj

)
y Bj =

(
xBj , yBj

)
, con j = 1, · · · ,N a

los puntos terminales de los segmentos de recta. Con propósitos algorítmicos,
dichos segmentos de rectas pueden considerarse como dos vectores en R3

donde la tercera coordenada de ambos es nula, es decir:

−−−→
A1B1 = (xB1 − xA1) .x̂+ (yB1 − yA1) .ŷ + 0.ẑ
−−−→
A2B2 = (xB2 − xA2) .x̂+ (yB2 − yA2) .ŷ + 0.ẑ

Resulta evidente que A1B1 ∩ A2B2 6= ∅ (ambos segmentos de recta se in-
tersectan) si los puntos A1 y B1 quedan en los lados opuestos del segmento
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Figura 5.2: Sub�sistema de dos segmentos de rectas que se intersectan.

de recta A2B2 y, a su vez, los puntos A2 y B2 quedan en los lados opues-
tos del segmento de recta A1B1. En forma equivalente, los vectores

−−−→
A1A2 y−−−→

A1B2 deben tener sentidos de rotación opuestos respecto del vector
−−−→
A1B1 y

además los vectores
−−−→
A1B1 y

−−−→
A2A1 deben tener sentidos de rotación opuestos

respecto del vector
−−−→
A2B2. Utilizando las propiedades del producto vecto-

rial y escalar puede demostrarse fácilmente [153] que ambas condiciones son
matemáticamente equivalente a:(−−−→

A1B1 ×
−−−→
A1A2

)
·
(−−−→
A1B1 ×

−−−→
A1B2

)
≤ 0(−−−→

A2B2 ×
−−−→
A2B1

)
·
(−−−→
A2B2 ×

−−−→
A2A1

)
≤ 0

De esta forma, si ambas condiciones se satisfacen, los segmentos de rectas
en cuestión se intersectan. Por aplicación de las expresiones anteriores se
procede a explorar la intersección entre todas los segmentos de recta del
sistema. En un sistema con N segmentos de rectas deben explorarse N 2

posibles intersecciones. Sin embargo, dada la simetría del problema (si el
segmento i se intersecta con el segmento j, necesariamente el segmento j se
intersecta con el segmento i) y dado que cualquier segmento no se intersecta
consigo mismo, el número de intersecciones a explorar es N 2/2−N .

Del estudio de las intersecciones entre las N segmentos de recta resulta
una matriz de intersección J de N ×N elementos donde

Ji,j = Jj,k =

{
1, los segmentos de rectas i y j se intersectan

0, caso contrario.

Bajo dicha de�nición, J puede usarse como matriz asociada a un grafo de
intersección e implementarse los algoritmos de estudio de conectividad entre
nodos de un grafo para evaluar la distribución de tamaños de grupos de seg-
mentos de rectas como así también para estudiar el estado percolativo del
sistema (es decir, evaluar la presencia de un grupo percolante). En el presente
trabajo se confeccionó e implementó un algoritmo del tipo DFS, menciona-
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do en el Apéndice B.2, con menor tiempo de cómputo en comparación al
disponible en forma nativa en Sage.

5.2.3. Cómputo de la probabilidad de percolación

Para el cómputo de la probabilidad de percolación asociada a un da-
do sistema rectangular bidimensional de tamaño L y relación de aspecto
r con segmentos de rectas percolantes (cuya longitud, posición y orienta-
ción quedan descritas por el conjunto de parámetros estructurales {ψk}),
℘
L,r,{ψk}

(Φ), primero se eligen los valores de Φ para los cuales se quiere de-
terminar el valor de dicha probabilidad. Denotaremos a dichos valores como
Φi = Ni/L2, siendo Ni la cantidad i-ésima de segmentos de recta en el sis-
tema. Para cada uno de esos valores Φi se generan n sistemas percolativos
con los parámetros estructurales �jados y, utilizando el algoritmo descrito,
se evalúa en cada una de la n realizaciones la presencia de (al menos) un
grupo percolante bajo la regla de percolación elegida. Sea mi a la cantidad
de sistemas percolantes obtenidos en las n realizaciones para el valor i-ésimo
de Φ. Por lo descrito más arriba se tiene ℘̂

L,r,{ψk}
(Φi) = mi/n. A continua-

ción se repite el procedimiento para los diferentes valores de Φi, obteniendo
de esta forma la correlación buscada

{Φi} −→
{
℘
L,r,{ψk}

(Φi)
}

(5.10)

El grá�co de dicha correlación constituye la curva de probabilidad de per-
colación. Para asegurar una buena estimación de ℘

L,r,{ψk}
(Φ) se utilizó un

número de repeticiones n no menor a 103 para todos los experimentos rea-
lizados, que corresponde a un número mayor al utilizado por otros autores
sobre temáticas similares [23, 28, 134].

5.2.4. Validación del algoritmo

La validación del algoritmo (cuyos resultados se mostrarán en el Capítulo
siguiente) consiste en la confección de curvas de probabilidad de percolación
para sistemas cuadrados de segmentos de recta percolantes para diferentes
valores de L y `. Si bien las curvas de ℘

L,r=1,`
(Φ) exhiben un comporta-

miento de estiramiento exponencial9 en sus colas [154], con �nes prácticos
suele considerarse a la función de distribución de probabilidad de percolación
ΓL,r=1,` (Φ) -Ecuación (4.22)- como Gaussiana [23, 155�157]. Así, a partir de
los valores computados de ℘

L,r=1,`
(Φ) puede estimarse la densidad percolati-

va crítica dependiente del tamaño del sistema 〈Φ〉L,r=1,` y el desvío estándar

9La función de estiramiento exponencial, también conocida como función de
Kohlrausch�Williams�Watts (KWW), es utilizada frecuentemente para describir empí-
ricamente tasas de relajación de sistemas físicos poliméricos complejos y corresponde a
una funcionalidad del tipo fβ,k(Φ) = k exp

(
Φβ
)
.
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de la función de distribución ∆L,r=1,` por ajuste mediante una función error,
erf(x) ≡ 2√

π

∫ x
0 e
−t2 dt, de acuerdo con la ecuación

℘
L,r=1,`

(Φ) =
1

2

[
1 + erf

(
Φ− 〈Φ〉L,r=1,`

∆L,r=1,`

)]
(5.11)

La Figura 5.3 muestra el esquema algorítmico a utilizar.

Se elije la longitud de 
agujas

Se elije el tamaño del 
sistema (L)

Se fija la cantidad de 
agujas percolantes (Nj)

Se construyen n 
sistemas

Se registra la cantidad 
de sistemas 

percolantes (mj)

Se estima la 
probabilidad de 

percolación como 
mj /n

¿ j = Nmax ?

j = j+1

NO

SI

Se confecciona la 
curva de probabilidad 

de percolación 

Se determina la 
esperanza y la varianza 

Ajuste

Figura 5.3: Esquema del algoritmo utilizado para el estudio percolativo de
segmentos de rectas (referidas como `agujas') bajo distribución isotrópica.

Dado un valor de `, a partir de los valores de 〈Φ〉L,r=1,` y ∆L,r=1,` puede
evaluarse el escalado de dichas magnitudes con el tamaño del sistema L y
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compararlo con el comportamiento reportado en bibliografía, y de esa forma
validar el algoritmo desarrollado.

Otro enfoque complementario a utilizar para la validación del algoritmo
se basa en la dependencia de la densidad crítica con el tamaño de los segmen-
tos de recta. La Teoría del Área Excluida y la RSRGT [65, 115�117, 135, 136]
sugieren que

`2Φ∞,r=1,` = Φ∞,r=1,`=1 = 5.6372858(6). (5.12)

Así, los valores estimados de Φ∞,r=1,` para diferentes valores de ` mediante
un algoritmo validado deben satisfacer la relación anterior.

Por otro lado, para evaluar la isotropía del sistema se computaron las
componentes horizontal y vertical de cada una de los segmentos de rectas
generados (`x y `y en la Figura 5.4, respectivamente). En particular, en el
algoritmo de validación para sistemas isotrópicos se utilizaron segmentos de
recta de longitud �ja `.

Figura 5.4: Componentes horizontal (`xj ) y vertical (`yj ) de cada uno de los
segmentos de recta generadas a partir de un punto inicial Pj , un ángulo de
orientación respecto del eje horizontal θj y una longitud de un segmento de
recta `j .

De�niendo la anisotropía macroscópica del sistema de N segmentos de
rectas como

A ≡

N∑
j=1

`j |cos θj |

N∑
j=1

`j |sin θj |
(5.13)

se tiene A = 1 para un sistema perfectamente isotrópico (donde los segmen-
tos de recta no tienen una orientación preferencial en el sistema), A = +∞
para un sistema con segmentos de recta orientados perfectamente en direc-
ción horizontal y A = 0 para un sistema con segmentos de recta orientados
perfectamente en dirección vertical.
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Debe quedar claro para el lector que, así de�nida, la anisotropía ma-
croscópica sirve de métrica del grado de anisotropía de la distribución de
los segmentos de rectas en el análisis percolativo realizado en los Capítulos
siguientes.

•

En éste Capítulo se lograron aplicar los conceptos introducidos en el Ca-
pítulo 4 y en los Apéndices A y B para el desarrollo de una metodología
algorítmico�numérica a utilizar para la confección de las curvas de proba-
bilidad de percolacion en sistemas bidimensionales de segmentos de rectas
percolantes como sistema modelo para el estudio de la TEA en materiales
compuestos estructurados.

En el próximo Capítulo se muestran los resultados asociados a la valida-
ción del algoritmo desarrollado.





Capítulo 6

Anisotropía Eléctrica Total:
Validación del algoritmo

A fuerza de construir bien, se llega a
buen arquitecto.

Aristóteles

Resumen: Este capítulo muestra los resultados asociados a la vali-
dación del algoritmo descrito en el Capítulo 5 para el estudio de las
propiedades percolativas de sistemas de segmentos de rectas, reprodu-
ciendo resultados previamente reportados para éste tipo de sistemas.
A su vez, se reporta por primera vez evidencia numérica de prediccio-
nes teóricas para estos sistemas percolativos bajo diferentes reglas de
percolación.

6.1. Validación del algoritmo y de predicciones teó-
ricas

Para �jar las ideas desarrolladas en el Capítulo 4, en la Figura 6.1 se
muestran algunas con�guraciones para sistemas cuadrados de tamaño L = 5
con segmentos de rectas con distribución isotrópica y longitud uniforme ` = 1
correspondientes a diversos valores de Φ (medida en unidades de L−2, con L
el tamaño lineal del sistema) construidas siguiendo el procedimiento descrito
en la Sección 5.2.10 El grupo totalmente extendido (bajo la regla de perco-
lación horizontal) se resalta en color verde, mientras que los segmentos de
rectas que no forman parte del grupo percolante se muestran en color azul.

10Como se mostrará mas adelante en este mismo Capítulo, las con�guraciones mostradas
son equivalentes a las correspondientes a sistemas con parámetros `′, L′ y Φ′ = Φ/(`′)2.

67
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Notar que al incrementar la densidad de objetos percolantes mayor es la frac-
ción de estos que pertenece al grupo totalmente extendido. Es importante
destacar que, aún cuando la con�guración mostrada para Φ = 5.8 correspon-
da a un sistema con percolacion horizontal, dada la naturaleza aleatoria de
la generación de estos sistemas, si se ejecutan varias realizaciones de sistemas
como el mostrado en la Figura 6.1 para dicho valor de Φ, varios de éstos no
mostrarán grupos totalmente extendido. En efecto, al ejecutar un número
su�cientemente grande de realizaciones de dichos sistemas, n, la cantidad de
sistemas percolantes obtenidos será n℘

L=5,r=1,`=1
.

Figura 6.1: Algunas con�guraciones para sistemas cuadrados de tamaño L =
5 con segmentos de rectas bajo distribución isotrópica y longitud uniforme
` = 1 correspondientes a diversos valores de Φ (medida en unidades de L−2,
con L el tamaño lineal del sistema). El grupo totalmente extendido (bajo la
regla de percolación horizontal) se resalta en color verde, mientras que los
segmentos de rectas que no forman parte del grupo percolante se muestran
en azul. Notar que, al incrementar la densidad de objetos percolantes, mayor
es la fracción de ellos que pertenece al grupo percolante.

En la Figura 6.2 se muestra la distribución puntual (histograma) de valo-
res de anisotropía macroscópica [Ecuación (5.13)] para un sistema cuadrado
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con L = 4500 y ` = 1000, para un total de 10500 realizaciones con N = 103

segmentos de rectas cada una. Como se observa en dicha Figura, los valo-
res de Anisotropía Macroscópica se distribuyen de forma aproximadamen-
te gaussiana centrados en A = 1.0000 con relativamente poca dispersión,
(σA/〈A〉)× 100 ∼ 3 %, lo que muestra que la generación de sistemas isotró-
picos por parte del algoritmo es e�ciente. Ahora bien, estamos interesados
en obtener la expresión analítica de la función de distribución de la Aniso-
tropía Macroscópica, fA. Por su de�nición, la Anisotropía Macroscópica es
una variable aleatoria función de 2N variables aleatorias: N longitudes de
segmentos de rectas `j y N ángulos θj , con j = 1, · · · ,N . Dado el valor
de N y la funcionalidad de la Anisotropía Macroscópica [dada por la Ecua-
ción (5.13)], la expresión (4.11) no es integrable en forma explícita. De esta
forma, para obtener fA se recurre a métodos numéricos: se procede a realizar
simulaciones Monte Carlo computando listas de valores de longitudes y de
ángulos (dadas por sus funciones de densidad de probabilidad) y a partir de
ellas de calcula la anisotropía macroscópica [158]. Luego se puede construir
un histograma (distribución de valores) de la anisotropía macroscópica, que
es precisamente lo mostrado en la Figura 6.2.

Figura 6.2: Distribución puntual (histograma) de valores de anisotropía ma-
croscópica para un sistema cuadrado con L = 4500 y ` = 1000, para un total
de 10500 realizaciones con N = 103 segmentos de rectas cada una. La línea
continua corresponde a la distribución gaussiana (aproximada) asociada.

En la Figura 6.3 se muestra la distribución puntual de los resultados de
la simulación de un sistema isotrópico cuadrado con L = 1, ` = 1 y Φ = 12
realizando 673 cómputos de n = 103 realizaciones cada una. La línea continua
corresponde a la distribución gaussiana (aproximada) asociada. Si bien el
experimento corresponde a un experimento aleatorio binomial, el elevado
grado de ajuste veri�ca el resultado predicho por el Teorema Central del
Límite (aproximación binomial por normal, Sección 5.1).
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Figura 6.3: Distribución puntual (histograma) de los resultados de la simula-
ción de un sistema isotrópico cuadrado con L = 1, ` = 1 y Φ = 12 realizando
673 cómputos de n = 103 realizaciones cada uno. La línea continua mostrada
en dicha �gura corresponde a la distribución gaussiana asociada.

La Figura 6.4 muestra cómo se modi�ca el valor de ℘̂
L,r,`

para r = 1
(sistema cuadrado), L = 370, ` = 100 y Φ = 5.884 × 10−4 a medida que
se aumenta el número de realizaciones del experimento Monte Carlo, n. Se
realiza una primera realización y se evalúa si hay o no percolación (es decir,
presencia o ausencia de uno o mas grupos completamente extendidos). Con
esa única realización se tiene ℘̂

L,r,`
= 1 si se observó percolación y ℘̂

L,r,`
= 0

en el caso contrario. A continuación se realiza una segunda realización, y se
tiene ℘̂

L,r,`
∈ {0, 1/2, 1} según el caso. Continuando con este razonamiento,

al incrementar el número de realizaciones, ℘̂
L,r,`

converge a ℘
L,r,`

(Φ). Para
n = 103 se tiene ε̂

(
℘̂
L,r,`

)
≤ 1.58 %, un nivel de precisión aceptable.
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Figura 6.4: Valor de ℘̂
L=370,r=1,`=100

con Φ = 5.884 × 10−4 a medida que se
incrementa el número de realizaciones del experimento Monte Carlo, n.

Las Figuras 6.5�a, b y c muestran algunos valores de probabilidad de
percolación para sistemas cuadrados (r = 1) de segmentos de rectas perco-
lantes con distribución angular isotrópica para diferentes valores de tamaño
de sistema, con longitudes de segmentos de rectas uniforme ` = 1, 10 y
100, respectivamente. Los ajustes no lineales asociados a la Ecuación (5.11),
resultado de considerar Gaussiana la funcionalidad de la densidad de proba-
bilidad, es decir ΓL,r=1,` ∼ N (〈Φ〉L,r=1,`,∆L,r=1,`), se muestran como líneas
continuas en dichas Figuras. Los mismos se realizaron considerando la esti-
mación del error de cada valor de ℘̂

L,r=1,`
, calculado a partir de la Ecuación

(5.9), e implementando el algoritmo de Levenberg�Marquardt.11 En todos
los casos, se obtuvo un excelente grado de ajuste, con R2 ≥ 0.99985. Como
se esperaba, por lo visto en la Sección 4.2.2, en dichas Figuras se obser-
va claramente que la transición de percolación se vuelve menos abrupta al
disminuir el tamaño del sistema L. Considerando la distribución aproxima-
damente Gaussiana de ΓL,r=1,`, la densidad crítica media puede estimarse
rápidamente como el valor de Φ para el cual ℘

L,r=1,`
= 1/2. Siguiendo lo plan-

teado en la Sección 4.2.2, dicho parámetro se desplaza hacia valores mayores
con la disminución del tamaño del sistema. Mas aún, la curva con L = 13
en la Figura 6.5�a muestra una transición abrupta para una densidad crítica
media 〈Φ〉L=13,r=1,`=1 = 5.754, en buena concordancia con el valor aceptado
para Φ∞,r=1,`=1 = 5.6372858(6) [65].

Representando la probabilidad de percolación para diferentes valores de

11El algoritmo de Levenberg�Marquardt para ajustes no lineales combina el método de
Gauss�Newton con una extensión del método de Laplace para la aproximación de una
integral [106, 159�161].
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Figura 6.5: Probabilidad de percolación para sistemas cuadrados (r = 1)
de segmentos de rectas percolantes con distribución angular isotrópica para
diferentes valores de tamaño de sistema, con longitudes de segmentos de
rectas uniforme ` = 1 (a), 10 (b) y 100 (c). Los ajustes no lineales asociados
a la Ecuación (5.11), resultado de considerar gaussianidad en la densidad de
probabilidad. (d) Probabilidad de percolación para diferentes valores de ` en
función de Φ`2. La coincidencia de las curvas con el mismo valor de relación
L/` muestra que la cantidad más relevante es la relación L/` más que L y `
en forma independiente.

` en función de Φ`2 (en vez de hacerlo simplemente como una función de Φ)
se observa la coincidencia de las curvas con igual relación L/`. Esto muestra
que, como se adelantó en los capítulos anteriores y se describe en el Apén-
dice A, la cantidad más relevante es la relación L/` más que L y ` en forma
independiente. En términos simples, ésto indica que en la de�nición de la
densidad de segmentos de rectas la cantidad relevante es el tamaño del siste-
ma medido en unidades del tamaño característico de los objetos percolantes
(en nuestro caso `). Dicho de otra forma, para un observador ubicado a una
distancia adecuada, un sistema de tamaño L con N segmentos de rectas de
longitud ` es indistinguible de un sistema de tamaño L′ con N segmentos
de rectas de tamaño `′ = (L′`)/L. En la Figura 6.5�d, se gra�can la proba-
bilidad de percolación para tres valores diferentes de ` = 1, 10, 100 para los
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valores de tamaño de sistema L tales que L/` = 2, 4, 8. La excelente coinci-
dencia de las curvas con igual cociente L/` rati�ca la validez del análisis por
grupo de renormalización asociado a la Ecuación (5.12).

Siguiendo el esquema algorítmico planteado en la Figura 5.3, a par-
tir de las curvas de probabilidad de percolación, realizando los ajustes co-
rrespondientes a la expresión (5.11) se obtienen los valores de 〈Φ〉L,r=1,` y
∆L,r=1,`. Las simulaciones realizadas reproducen las leyes de escalado es-
peradas para la densidad crítica de objetos percolantes y el desvío están-
dar. Como se observa en la Figura 6.6, de las curvas de escalado se obtiene
ϑ = 0.83±0.04 y ν = 1.33±0.03 acorde a los valores previamente reportados
[110, 125, 139, 140].

Figura 6.6: Densidad percolativa crítica 〈Φ〉L,r=1,`=1 y el desvío estándar
∆L,r=1,`=1 versus el tamaño del sistema L para un sistema isotrópico de
segmentos de rectas percolantes. ` y L están medidos en las mismas unidades
arbitrarias.

A continuación se abordó la validación del algoritmo por un método
complementario, descrito en la Sección 5.2.4, basado en la veri�cación de
la dependencia de la densidad crítica con el tamaño de los segmentos de
recta. Por la igualdad (4.25) la pendiente del grá�co 〈Φ〉L,r=1,`L

1/ν+ϑ versus
L1/ν+ϑ corresponde a 〈Φ〉∞,r=1,`. Primero, se realizaron dichos grá�cos para
diferentes valores de `, utilizando el valor ϑ = 0.83(4). La Figura 6.7 muestra
dichos ajustes para ` = 1, 10, 100 y 103.
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Figura 6.7: Grá�cos 〈Φ〉L,r=1,`L
1/ν+ϑ versus L1/ν+ϑ para diferentes valores

de ` en sistemas cuadrados de segmentos de rectas percolantes con distribu-
ción angular isotrópica. La pendiente de los mismos corresponde a 〈Φ〉∞,r=1,`

En todos los casos se obtuvo un excelente grado de ajuste, con R2 ≥
0.99997. Luego, como se observa en la Figura 6.8, se gra�caron los valores
de 〈Φ〉∞,r=1,` obtenidos en función del tamaño de segmentos de rectas ` en
escala logarítmica, obteniéndose:

γ = `ηΦ∞,r=1,` (6.1)

con η = 1.99993(2) y γ = 5.6373(1) con un excelente grado de ajuste
(R2 = 0.99996), consistentes con las predicciones teóricas descritos [Ecua-
ción (5.12)].

De esta forma el algoritmo desarrollado queda validado mediante dos
procedimientos complementarios, pudiendo ser utilizado para otros análisis.

6.2. Evidencia numérica de predicciones teóricas

A diferencia de lo realizado por otros autores [125, 134, 135] y con el �n
de utilizar las simulaciones con menor cantidad de elementos percolantes pa-
ra obtener resultados extrapolables a sistemas in�nitos, se desestimaron las
intersecciones entre elementos percolantes que suceden por fuera del sistema.
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Figura 6.8: Dependencia de la densidad crítica con el tamaño de los segmen-
tos de recta.

La Figura 6.9 muestra las curvas de función de probabilidad de percolación
para ` = 1 y valores pequeños de L obtenidas tomando en cuenta las inter-
secciones entre elementos percolantes que suceden por fuera del sistema y
desestimando las mismas.

Como se esperaba, para unos valores de `, L y Φ dados, se obtienen valores
mayores de ℘̂

L,r,`
si se toman en cuenta las intersecciones entre elementos

percolantes que suceden por fuera del sistema. Asimismo, al incrementar el
tamaño del sistema, L, disminuye la diferencia entre ambos tipos de curvas
puesto que disminuye el cociente perímetro/área del sistema (∼ L−1) y, por
lo tanto, son menos relevantes las intersecciones exo�perimetrales (por fuera
del perímetro del sistema). En particular, para ` = 1 y L ≥ 3.75 se tiene una
diferencia porcentual máxima entre los valores de ℘̂

L,r,`
inferior al 1.4 %.

Por otro lado se estudió como varía el tamaño medio de cluster, S, de�ni-
do por Ecuación (4.16), a medida que se incrementa la cantidad de elementos
percolantes en un sistema con ` y L de�nidos. La Figura 6.10 muestra las
curvas de SL,r=1,`=10 (Φ) para diferentes valores de L. Puede observarse que
el valor máximo de S disminuye al incrementarse el tamaño del sistema, L.
Además, la densidad de segmentos de rectas a la cual se alcanza dicho valor
máximo, Φmax, aumenta al aumentar el tamaño del sistema, en consistencia
con las predicciones de Teoría de Percolación [135, 162].
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Figura 6.9: Curvas de probabilidad de percolación para ` = 1 y valores peque-
ños de L (0.6, 0.8, 1.25 y 3.75). Las curvas azul, fucsia, negra y violeta corres-
ponden a las simulaciones realizadas desestimando las intersecciones entre
elementos percolantes que suceden por fuera del sistema (exo�perimetrales).
El resto de las curvas toma en cuenta dichas intersecciones. En todos los
casos se obtienen valores mayores de ℘̂

L,r,`
si se toman en cuenta dichas

intersecciones.

Figura 6.10: Tamaño medio de cluster en función de la densidad de segmentos
de rectas para sistemas cuadrados con distribución angular isotrópica.
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Es importante aclarar que, si bien este comportamiento puede utilizarse
para obtener exponentes de escalado mediante técnicas de escaldo de sistemas
�nitos (FSC), requiere realizar un mayor número de repeticiones (n) para
obtener resultados reproducibles y �ables [65, 125, 135, 136].

El hecho que se tenga un grupo totalmente extendido en el sistema no
implica que todos los elementos percolantes pertenezcan al mismo, salvo
en condiciones de densidad de segmentos de rectas mucho mayores que la
densidad critica en las que es altamente probable que todos los elementos
percolativos del sistema formen parte del mismo cluster. En términos de
probabilidad, tomando en cuenta la de�nición de PSC dada por la Ecuación
(4.14), se tiene

PSC (Φ) ≤ ℘ (Φ) ,∀Φ (6.2)

y
PSC (Φ) ≈ ℘ (Φ) ≈ 1, para Φ� 〈Φ〉L,r=1,`. (6.3)

En efecto, la Figura 6.11 muestra el comportamiento de PSC (Φ) y ℘ (Φ) para
un sistema cuadrado con ` = 1 y L = 5, donde se veri�ca la desigualdad (6.2).
Notar que al incrementar la densidad de objetos percolantes, mayor es la

Figura 6.11: Comportamiento de PSC y ℘ para un sistema cuadrado con
segmentos de rectas percolantes con ` = 1, L = 5 y distribución angular
isotrópica. Notar que PSC (Φ) ≤ ℘ (Φ) ,∀Φ.

fracción de ellos que pertenece al grupo completamente extendido, acorde a lo
ilustrado en la Figura 6.1. Como se observa en dicha Figura, para cualquiera
de las con�guraciones donde existe un grupo percolante, éste incluye un
porcentaje elevado de los segmentos de rectas que componen el sistema,
en consistencia con el incremento abrupto de la función PSC (Φ). En otras
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palabras, la probabilidad de que un grupo percolante esté formado por muy
pocos segmentos de rectas es baja.12

Mas adelante en éste Capítulo estudiaremos sistemas percolativos aniso-
trópicos. La descripción de estos sistemas desde el punto de vista de Teoría
de Percolación requiere la introducción de probabilidades de percolación adi-
cionales que contemplen la direccionalidad del sistema. Introduciremos di-
chas de�niciones aquí para utilizarlas en la obtención de evidencia numérica
de algunas predicciones teóricas interesantes. Denotemos las probabilida-
des de tener diferentes tipos de grupos percolantes como sigue: horizontal-
mente ℘H , verticalmente ℘V , sólo horizontalmente ℘HX , sólo verticalmente
℘V X , en cualquiera de las dos direcciones ℘U y en ambas direcciones (si-
multáneamente) ℘HV . Esas probabilidades no son independientes una de las
otras, ya que satisfacen las expresiones triviales ℘U = ℘H + ℘V − ℘HV y
℘U = ℘HX + ℘V X + ℘HV [65, 154].

Como se describió más arriba, en las simulaciones mostradas hasta ahora
se utilizó como regla de percolación la existencia de un camino de percolación
que conecte las aristas verticales opuestas del sistema (percolación horizon-
tal). Dada la simetría del sistema (sistema cuadrado, r = 1) con segmentos
de rectas isotrópicamente distribuidos se espera obtener la misma curva de
probabilidad de percolación si, en cambio, se considera la existencia de un
camino de percolación que conecte las aristas horizontales opuestas del siste-
ma (percolación vertical). De las expresiones anteriores resulta evidente que

℘U
L,r=1,`

(Φ) ≥ ℘H
L,r=1,`

(Φ) = ℘V
L,r=1,`

(Φ) , (6.4)

℘HV
L,r=1,`

(Φ) ≤ ℘H
L,r=1,`

(Φ) = ℘V
L,r=1,`

(Φ) , (6.5)

℘U
L,r=1,`

(Φ) = 2℘H
L,r=1,`

(Φ)− ℘HV
L,r=1,`

(Φ) , (6.6)

y
℘U
L,r=1,`

(Φ) = 2℘HX
L,r=1,`

(Φ) + ℘HV
L,r=1,`

(Φ) , (6.7)

para cualquier conjunto de valores {Φ, `, L}.

12Con excepción de los sistemas donde el tamaño característico de los objetos perco-
lantes es del orden del tamaño del sistema. En estos casos, se logra percolación con muy
poco elementos percolantes y el grupo completamente extendido que se forma al lograr
percolación está formado por muy pocos elementos.
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La Figura 6.12 muestra las curvas de ℘H , ℘V , ℘HV y ℘U para un sistema
cuadrado con ` = 1000 y L = 1750. Dichos valores satisfacen las relaciones
(6.4)�(6.7).

Figura 6.12: Valores de ℘H , ℘V , ℘HV y ℘U para un sistema de segmentos de
rectas percolantes cuadrado isotrópico con con ` = 1000 y L = 1750.

Como se describe en la Sección A.2, ℘H
∞,r,`

(Φ∞) = 1/2 para cualquier sis-
tema percolativo cuadrado con distribución isotrópica de objetos percolante,
un resultado intuitivamente esperable. En la Figura 6.13 se muestran las pro-
babilidades ℘H , ℘HV , ℘HX y ℘U a la densidad crítica Φ∞,r=1,` = 5.6372858
versus el tamaño del sistema L para sistemas cuadrados con longitud de
segmento de recta uniforme ` = 1 y distribución de segmentos de rectas
isotrópica. El régimen asintótico (L → ∞) se alcanza para L ≈ 30, y a
continuación se detallan los resultados para L = 100. Veri�camos que los
valores asintóticos están en muy buena concordancia con los encontrados en
literatura. En efecto, para ℘H se obtuvo 0.51 ± 0.03, siendo el valor exacto
0.5 [125�130]. Para ℘HV tenemos 0.33 ± 0.03 mientras que el valor exacto
es 0.32212045 [127�130]. Para ℘U tenemos 0.69± 0.03 siendo 0.67787955 el
valor esperado por la ecuación ℘U = ℘H + ℘V − ℘HV . Finalmente, para
℘HX se obtuvo 0.18 ± 0.02 siendo 0.17787955 el valor obtenido mediante
la expresión ℘HX =

(
℘U − ℘HV

)
/2. Esto constituye la primera validación

numérica en percolación de segmentos de rectas de las predicciones teóricas
para las probabilidades ℘HX , ℘HV y ℘U en el límite de sistemas in�nitos a
la densidad crítica.
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Figura 6.13: Dependencia con el tamaño del sistema de las diferentes proba-
bilidades de percolación a la densidad crítica, Φ∞,r=1,`=1. Se observa clara-
mente el límite asintótico (L→∞).

•

Los resultados mostrados en el presente Capítulo muestran que el algo-
ritmo desarrollado es adecuado para estudiar las propiedades percolativas de
sistemas bidimensionales de segmentos de rectas. A su vez, el algoritmo des-
crito permite evaluar el tamaño de los clusters percolativos reproduciendo
resultados previamente reportados para éste tipo de sistemas. Se reporta por
primera vez evidencia numérica de predicciones teóricas de probabilidades
percolativas de sistemas cuadrados de segmentos de rectas bajo diferentes
reglas de percolación. Cabe destacar que el análisis aquí mostrado puede
extenderse sin di�cultad alguna para realizar una descripción geométrica�
percolativa detallada de sistemas con elementos percolantes de geometría
diferente, como así también sistemas de topología de orden mayor.

En el Capítulo siguiente se utilizará el algoritmo validado para evaluar
el efecto de los parámetros estructurales característicos en la obtención An-
isotropía Eléctrica Total en SECs mediante su modelado como sistemas bi-
dimensionales rectangulares de segmentos de rectas percolantes.



Capítulo 7

Anisotropía Eléctrica Total:
Simulaciones relacionadas con
los materiales SECs preparados

We are all agreed that your theory is
crazy. The question that divides us is
whether it is crazy enough to have a

chance of being correct.

Niels Bohr, 1958

Resumen: En éste Capítulo se muestran los resultados de simulacio-
nes numéricas extensivas sobre sistemas bidimensionales rectangulares
con distribución anisotrópica de segmentos de rectas, usados como mo-
delos simples de las muestras de SEC examinadas experimentalmente.
Se analiza el efecto del tamaño del sistema, su relación de aspecto y los
parámetros estructurales clave que caracterizan la distribución de lon-
gitud y angular de las pseudo�cadenas de relleno, en la observación de
TEA. Ésto se realiza computando varias probabilidades, especialmen-
te la probabilidad de percolación sólo�horizontal, ℘HX , y analizando
la Anisotropía Macroscópica, que cuanti�ca el grado de orientación
promedio poblacional de los objetos percolantes.

El contenido de este Capítulo fue parcialmente publicado en el
artículo J. L. Mietta et al., The Journal of Physical Chemistry C,

vol. 118, no.35, p. 20594�20604, 2014.
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7.1. Simulaciones en sistemas anisotrópicos:
algunas consideraciones

Este Capítulo, relacionado con el estudio de la TEA en sistemas SEC
en un contexto estrictamente percolativo, se abocará al principal objetivo
planteado al respecto: el estudio de la TEA en sistemas de segmentos de
rectas como modelo físico sencillo que permita estimar la probabilidad de
obtener sistemas SEC con TEA. Para ello, del in�nito espacio de con�gura-
ciones posibles sólo se contemplarán sistemas que se encuentren en cercanía
(estructuralmente hablando) del sistema SEC preparado y caracterizado ex-
perimentalmente. El signi�cado de esta a�rmación se hará mas claro en las
secciones siguientes. En forma arbitraria y sin pérdida de generalidad, se
eligió para las simulaciones al eje cartesiano x̂ como dirección de aplicación
de Hcuring. Es decir, que dicho eje corresponde a la dirección de orientación
preferencial del relleno y, por lo tanto, de los segmentos de rectas. Bajo di-
cha elección las dimensiones del sistema rectangular utilizadas para todas
las simulaciones ejecutadas fueron Lx = 3 mm y Ly = 4 mm. La elección de
las dimensiones radique en que las muestras utilizadas para la evaluación de
la TEA en las muestras de SEC fueron muestras prismáticas de dimensiones
3mm× 4mm× 4mm, donde la primera de las dimensiones corresponde a la
de aplicación de Hcuring.

Bajo la simpli�cación físico�estructural desarrollada en la Sección 4.4,
se considerará que un sistema SEC exhibirá TEA si presenta un cluster
percolativo extendido solamente en dirección horizontal (i.e. conectando las
aristas verticales opuestas del sistema rectangular). Matemáticamente, bajo
el modelo descrito, se tiene

pTEA
L,r,{ψk}

(Φ) = ℘HX
L,r,{ψk}

(Φ) (7.1)

donde pTEA
L,r,{ψk}

(Φ) es la probabilidad de obtener TEA bajo las condiciones
estructurales L, r, {ψk},Φ. En vista de esta relación resulta evidente que,
bajo el modelo propuesto, la mayor parte de los sistemas SEC preparados
que presenten los parámetros estructurales L, r, {ψk} y densidad de objetos
percolante Φ exhibirán TEA si ℘HX

L,r,{ψk}
(Φ) ≈ 1. Experimentalmente, un

conjunto de parámetros asociados a dicha condición constituye lo que hemos
denominado una �zona segura� de percolación anisotrópica horizontal y, por
lo tanto, de TEA.

El principal objetivo del presente Capítulo es establecer una metodolo-
gía que permita establecer las condiciones estructurales asociadas a dicha
�zona segura� de TEA, de esencial importancia para el desarrollo de disposi-
tivos que así lo demanden (sensores de mapeo de presión, conectores Zebra
bidimensionales, etc.).
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7.2. Efecto de la asimetría del sistema

En primer lugar es necesario evaluar si puede alcanzarse la condición
de TEA en sistemas con distribución angular isotrópica de los objetos per-
colantes (esto es, sin un eje preferencial de orientación) por modi�cación
unicamente de la relación de aspecto del sistema, r = Lx

Ly
= LH

LV
. Para ello,

se ejecutaron realizaciones Monte Carlo para sistemas con igual área que las
muestras caracterizadas experimentalmente, S = LHLV = 12 mm2, y dife-
rente relación de aspecto, r. Estas realizaciones fueron realizadas bajo dis-
tribución angular uniforme (distribución isotrópica de segmentos de recta)
y una distribución log�normal para las longitudes de dichos objetos perco-
lantes utilizando los parámetros estructurales obtenidos experimentalmente
para nuestro sistema SEC (〈`〉 = 1.35 mm mm y σ` = 0.26 mm). Median-
te esta metodología, explorando la conectividad de los sistemas generados
computacionalmente se construyeron las diferentes curvas de probabilidad
de percolación.

La Figura 7.1 muestra las curvas de percolación vertical ℘V (Φ) (a), ho-
rizontal ℘H (Φ) (b), horizontal y vertical ℘HV (Φ) (c), horizontal o vertical
℘U (Φ) (d) y sólo�horizontal ℘HX (Φ) (e) para dichas condiciones estructu-
rales. Las curvas de percolacion sólo�vertical (℘V X , no mostradas) pueden
ser fácilmente calculadas dada la dependencia mutua entre las diferentes
reglas de percolación:

℘U = ℘H + ℘V − ℘HV (7.2a)

℘U = ℘HX + ℘V X + ℘HV (7.2b)

En las curvas de percolación sólo�horizontal se determinó el máximo
alcanzado, ℘HXmax. Los resultados obtenidos se ilustran en la Figura 7.1�f.
Dicha Figura muestra que ℘HX ≈ 1 (es decir pTEA ≈ 1) solo para relaciones
de aspecto r∗ < 0.152, que corresponden aproximadamente a L∗H =

√
r∗S <

1.35 mm. Dicho umbral de tamaño horizontal, L∗H , corresponde a la longitud
media de los elementos percolantes, 〈`〉. Entonces, bajo una distribución
isotrópica de los segmentos de recta, la TEA puede alcanzarse si el tamaño
del sistema en la dirección de interés (en nuestro caso horizontal) es menor
que el tamaño característico de los objetos percolantes. Estas condiciones no
se encuentran comúnmente en sistemas reales. Luego, para las aplicaciones
tecnológicas habituales en las que se desea utilizar sistemas con tamaño
mayor al de los objetos conductores de la corriente eléctrica, es necesario
imponer una dirección de orientación preferencial de los objetos percolantes
(i.e. dispersión angular pequeña, σθ).



84
Capítulo 7. Anisotropía Eléctrica Total: Simulaciones relacionadas con

los materiales SECs preparados

Figura 7.1: Probabilidad de percolación vertical ℘V (Φ) (a), horizontal
℘H (Φ) (b), horizontal y vertical ℘HV (Φ) (c), horizontal o vertical ℘U (Φ)
(d) y solamente horizontal ℘HX (Φ) (e) para un sistema rectangular con área
S = LHLV = 12 mm2 bajo una distribución angular uniforme (isotrópica)
y distribución de longitud log�normal de segmentos de rectas con 〈`〉 = 1.35
mm y σ` = 0.26 mm. En (a)-(e) los colores hacen referencia a las diferentes
relaciones de aspecto mostradas en (f).
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7.3. Efecto de los parámetros estructurales

7.3.1. Efecto de σθ

Con carácter descriptivo, en la Figura 7.2 se representan distribucio-
nes angulares para los elementos percolativos descritas como distribuciones
Gaussianas centradas en el origen, para diferentes valores de σθ.

Figura 7.2: Distribuciones angulares para los elementos percolativos descritas
como distribuciones Gaussianas centradas en el origen, para diferentes valores
de σθ.

La Figura 7.3 muestra ejemplos de de sistemas rectangulares con segmen-
tos de rectas percolantes de aristas Lx = 3mm y Ly = 4mm para diferentes
valores de densidad de objetos, Φ (expresados en segmentos de rectas/mm2)
bajo una distribución angular Gaussiana (anisotrópica) con σθ = 2.5, 7.5
y 15◦ y una distribución de longitudes log�normal con 〈`〉 = 1.35 mm y
σ` = 0.26 mm. En verde se representan los objetos percolantes que forman
parte de los clusters que exhiben percolación horizontal. Como se espera, pa-
ra un dado valor de σθ, al incrementarse la densidad de objetos percolantes
mayor es la cantidad de segmentos de rectas que participan en el cluster ex-
tendido. También se observa que, para un dado valor de densidad de objetos,
Φ, se incrementa la fracción de dichos objetos que forma parte del cluster
percolante al aumentar σθ.
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Figura 7.3: Ejemplos de sistemas rectangulares con segmentos de rectas per-
colantes de aristas Lx = 3mm y Ly = 4mm para diferentes valores de
densidad de objetos, Φ (expresados en segmentos de recta/mm2) bajo una
distribución angular Gaussiana (anisotrópica) con σθ = 2.5, 7.5 y 15◦ y una
distribución de longitudes log�normal con 〈`〉 = 1.35 mm y σ` = 0.26 mm. En
verde se representan los objetos percolantes que forman parte de los clusters
que exhiben percolación horizontal.
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La Figura 7.4�a muestra histogramas de la Anisotropía Macroscópica,
A, de�nida en la Ecuación 5.13, obtenidos para tres valores diferentes de σθ
(15◦, 10◦ y 7.5◦), cada uno obtenido por ejecución de 10500 repeticiones, con
N = 1000 todas ellas.

Figura 7.4: (a) Histogramas de la anisotropía macroscópica, A, obtenidos
para tres valores diferentes de σθ (15◦, 10◦ y 7.5◦), cada uno obtenido por
ejecución de 10500 repeticiones, con N = 1000 todas ellas para un sistema
rectangular con relación de aspecto r = Lx/Ly = 3/4 y distribución aniso-
trópica de segmentos de recta, con parámetros de distribución log�normal
〈`〉 = 1.35mm y σ` = 0.26mm. (b) Anisotropía macroscópica y su desvío
estándar en función de σθ. Para valores pequeños de σθ se obtiene un com-
portamiento exponencial de grado −1 para ambas cantidades.

Para todos los valores de σθ, la distribución es aproximadamente Gaus-
siana, con un excelente grado de ajuste, R2 ≥ 0.99926 [líneas continuas en
7.4�a]. Para esas distribuciones, el valor medio y el desvío estándar de la
anisotropía macroscópica (〈A〉 y σA, respectivamente) siguen un compor-
tamiento monótono decreciente con σθ, como se ilustra en la Figura 7.4�b.
Es notorio que para valores pequeños de σθ (σθ < 55◦) existe una relación
lineal entre ln〈A〉 y lnσθ, como también entre lnσA y lnσθ [líneas conti-
nuas en 7.4�b, con R2 = 0.9998, pendiente = −1.02(7) y ordenada al origen
= 4.32(1) para ln〈A〉, y R2 = 0.99897, pendiente = −0.97(6), y ordenada al
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origen = 0.48(3) para lnσA]. Como se detalló en capítulos anteriores, esta
caracterización de A corresponde a una descripción simpli�cada de dicha
magnitud, dada la imposibilidad de brindar una expresión analítica explícita
para su dependencia funcional con los parámetros estructurales del sistema
percolativo.

La Figura 7.5 muestra el efecto de σθ en las curvas de probabilidad de
percolación ℘H , ℘V y ℘HX en función de la densidad de segmentos de rectas
para un sistema rectangular de relación de aspecto r = Lx/Ly = 3/4 y dis-
tribución anisotrópica de objetos, con distribución de longitudes log�normal
parametrizada por 〈`〉 = 1.35mm y σ` = 0.26mm.

Figura 7.5: Efecto de σθ en las curvas de probabilidad de percolación ℘H

(verde), ℘V (rojo) y ℘HX (azul) en función de la densidad de segmentos de
rectas para un sistema rectangular de relación de aspecto r = Lx/Ly = 3/4
y distribución anisotrópica de objetos, con distribución de longitudes log�
normal parametrizada por 〈`〉 = 1.35mm y σ` = 0.26mm.

Como se describió en la Sección 4.4, todas las muestras de PDMS�
Fe3O4[Ag] 4.2 % v/v presentaron Φ ≈ 12 pseudo�cadenas/mm2 y TEA (con-
ductividad eléctrica apreciable solamente en la dirección de aplicación del
campo magnético aplicado durante el curado del material). El panel inferior
izquierdo de la Figura 7.5 muestra que para ese valor de Φ y los paráme-
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tros σθ = 4.65◦, 〈`〉 = 1.36mm y σ` = 0.26mm (parámetros experimentales
observados para PDMS�Fe3O4[Ag] 4.2 % v/v), se tiene una muy alta pro-
babilidad de percolación sólo�horizontal, lo cual corresponde, bajo nuestro
nivel de aproximación, a una muy elevada probabilidad de observar TEA
en este sistema material. Se tiene así una muy buena correlación entre las
simulaciones ejecutadas y el compartimento observado experimentalmente.

La Figura 7.6, muestra ℘HX(Φ) como un diagrama de contorno en fun-
ción de Φ y σθ. Se observa que hay valores de Φ para los cuales ℘HX(Φ) = 1
solo si σθ < 15◦. Por otro lado, puede verse claramente que el intervalo de
valores de Φ para los cuales ℘HX(Φ) = 1 se incrementa fuertemente al dis-
minuir σθ y, a su vez, cuanto menor es el valor de σθ, mayor es el valor de Φ
requerido para alcanzar la �zona segura� de TEA.

Figura 7.6: Efecto de σθ en la probabilidad de percolación ℘HX en función de
la densidad de segmentos de rectas para un sistema rectangular de relación
de aspecto r = Lx/Ly = 3/4 y distribución anisotrópica de objetos, con
distribución de longitudes log�normal parametrizada por 〈`〉 = 1.35mm y
σ` = 0.26mm.
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7.3.2. Efecto de σ`

En la Figura 7.7 se ejempli�can distribuciones de longitud para los ele-
mentos percolativos descritas como distribuciones log�normal con 〈`〉 = 1.35
mm para diferentes valores de σ`. Notar como la posición del máximo de la
distribución se desplaza a valores menores al aumentar el valor de σ`.

Figura 7.7: Distribuciones de longitud para los elementos percolativos des-
critas como distribuciones log�normal con 〈`〉 = 1.35 mm para diferentes
valores de σ`.

Siguiendo un procedimiento similar al descrito en la Sección previa, para
evaluar el efecto de σ` se ejecutaron simulaciones utilizando una distribución
angular Gaussiana parametrizada por 〈θ〉 = 0◦ y σθ = 7.5◦, y una distri-
bución de longitud log�normal on parámetros 〈`〉 = 1.35mm. La Figura 7.8
brinda ejemplos de sistemas generados computacionalmente para tres valores
diferentes del desvío estándar de la distribución log�normal de longitudes de
los segmentos de recta, σ`, y varios valores de densidad de objetos, Φ, bajo
los parámetros estructurales 〈`〉 = 1.35mm y σθ = 7.5◦.
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Figura 7.8: Ejemplos de sistemas rectangulares con segmentos de rectas per-
colantes de aristas Lx = 3mm y Ly = 4mm para diferentes valores de
densidad de objetos, Φ (expresados en segmentos de recta/mm2) bajo una
distribución angular Gaussiana (anisotrópica) con σθ = 7.5◦ y una distribu-
ción de longitudes log�normal con 〈`〉 = 1.35 mm y σ` = 0.02, 0.45 y 6.00
mm. En verde se representan los objetos percolantes que forman parte de los
clusters que exhiben percolación horizontal.
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La Figura 7.9 muestra histogramas de la Anisotropía Macroscópica, A,
obtenidos para dos valores diferentes de σ` (0.30 mm y 5.00 mm), cada uno
obtenido por ejecución de 10500 repeticiones con N = 1000. Para todos los

Figura 7.9: (a,b) Histogramas de la Anisotropía Macroscópica A obtenidos
para dos valores diferentes de σ`, con N = 1000 para un sistema rectangular
de relación de aspecto r = Lx/Ly = 3/4 y parámetros estructurales 〈`〉 =
1.35mm y σθ = 7.5◦. (c,d) Anisotropía macroscópica media y su desvío
estándar versus σ`.

valores de σ`, en particular para aquellos mostrados en dicha Figura, la dis-
tribución de puede ser ajustada en forma aproximada por una distribución
log�normal, con un excelente grado de ajuste, R2 ≥ 0.99511 [línea continua
en las Figuras 7.9�a, b]. Para valores bajos de σ` la distribución es aproxima-
damente Gaussiana, propio del comportamiento funcional de la distribución
de probabilidad log�normal. La Anisotropía Macroscópica media, 〈A〉, y su
desvío estándar, σA, siguen un incremento monótono con σ`, como se ilustra
en la Figura 7.9�c, d.

Nuevamente, la estrategia utilizada para estudiar la in�uencia de σ` sobre
la TEA del material SEC es evaluar curvas de ℘HX(Φ) para diferentes valores
de σ`. La Figura 7.10 muestra la probabilidad ℘HX(Φ) como un diagrama de
contorno en función de Φ y σ`. Puede observarse que el intervalo de valores de
Φ para los cuales ℘HX(Φ) ≈ 1 varía muy poco con el parámetro estudiado.
Solamente se observa un incremento de dicho intervalo al aumentar σ` de 0
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mm a 1 mm. Por debajo de esos valores prácticamente no se observa variación
con σ` y, por lo tanto, la posición y el tamaño de la �zona segura� de TEA
se vuelve bastante insensible a σ`.

Figura 7.10: Efecto de σ` en la probabilidad de percolación ℘HX en función de
la densidad de segmentos de rectas para un sistema rectangular de relación de
aspecto r = Lx/Ly = 3/4 y distribución anisotrópica gaussiana de objetos,
con distribución de longitudes log�normal parametrizada por 〈`〉 = 1.35mm
y σθ = 7.5◦.

7.3.3. Efecto de 〈`〉

En este caso, se considera una distribución angular Gaussiana con pa-
rámetros 〈θ〉 = 0◦ y σθ = 7.5◦, y una distribución log�normal para las
distribuciones de longitud de los objetos percolantes bajo los parámetros
σ` = 0.26mm y diferentes valores de 〈`〉. Con intención meramente descrip-
tiva, en la Figura 7.11 se muestran distribuciones de longitud para los ele-
mentos percolativos descritas como distribuciones log�normal con σ` = 0.26
mm para diferentes valores de 〈`〉. Notar el desplazamiento del máximo de
la distribución hacia valores mayores al aumentar el valor de 〈`〉.

La Figura 7.12 muestra la probabilidad ℘HX(Φ) como un diagrama de
contorno versus Φ y 〈`〉. Puede notarse que el ancho del intervalo de valores
de Φ para los cuales ℘HX(Φ) ≈ 1 cambia muy poco con el parámetro estu-
diado, mientras que el valor de Φ requerido para alcanzar la �zona segura�
de TEA se incrementa fuertemente al disminuir 〈`〉.
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Figura 7.11: Distribuciones de longitud para los elementos percolativos des-
critas como distribuciones log�normal con σ` = 0.26 mm para diferentes
valores de 〈`〉.

Figura 7.12: Efecto de 〈`〉 en la probabilidad de percolación ℘HX en fun-
ción de la densidad de segmentos de rectas para un sistema rectangular de
relación de aspecto r = Lx/Ly = 3/4 y distribución anisotrópica gaussia-
na de objetos, con distribución de longitudes log�normal parametrizada por
σ` = 0.26mm y σθ = 7.5◦.
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En forma equivalente, para un valor de Φ �jo, cuanto mayor es el valor de
〈`〉, mayor es ℘HX y, a su vez, mayor es la proporción de objetos percolantes
que forman parte de clusters que exhiben percolación horizontal (ver Figura
7.13).

Figura 7.13: Ejemplos de sistemas rectangulares con segmentos de rectas
percolantes de aristas Lx = 3mm y Ly = 4mm para diferentes valores de
densidad de objetos, Φ (expresados en segmentos de recta/mm2) bajo una
distribución angular Gaussiana (anisotrópica) con σθ = 7.5◦ y una distribu-
ción de longitudes log�normal con 〈`〉 = 1.00, 1.65 y 3.00 mm y σ` = 0.26
mm. En verde se representan los objetos percolantes que forman parte de los
clusters que exhiben percolación horizontal.

La Figura 7.14 muestra un histograma típico para la Anisotropía Macros-
cópica obtenido para 〈`〉 = 1.22mm por generación de 10500 repeticiones,
con N = 1000. Para todos los valores de 〈`〉 la distribución es aproxima-
damente Gaussiana, con un excelente grado de ajuste, R2 ≥ 0.99977 (línea
continua en 7.14). Contrariamente a lo observado para los otros dos pará-
metros estructurales, σθ y σ`, en este caso los histogramas no cambian de
forma estadísticamente signi�cativa para los diferentes valores de 〈`〉. Así,
para todos los valores de 〈`〉, la distribución de la anisotropía macroscópica
es aproximadamente Gaussiana con 〈A〉 ≈ 9.55 y σA ≈ 0.23.
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Figura 7.14: Histograma típicamente obtenido para la Anisotropía Macroscó-
pica A para sistemas rectangulares de relación de aspecto r = Lx/Ly = 3/4,
N = 1000, y parámetros estructurales σθ = 7.5◦ y σ` = 0.26mm.

7.4. Efecto del tamaño del sistema

Empíricamente, todas las muestras de SEC con diferentes tamaños en los
intervalos 1.5 mm ≤ LH ≤ 3 mm, 4 mm ≤ LV ≤ 10 mm presentaron TEA.
Para evaluar el efecto del tamaño del sistema en la probabilidad de obtener
TEA, se ejecutaron realizaciones Monte Carlo generando sistemas rectangu-
lares con valores de LH y LV dentro de esos intervalos experimentales. Los
parámetros estructurales fueron �jados en los valores experimentales, i.e.
distribución angular Gaussiana (anisotrópica) con σθ = 4.65◦, distribución
de longitudes log�normal con 〈`〉 = 1.35 mm y σ` = 0.26 mm y una densidad
de objetos percolantes Φ = 12 mm−2 (número de segmentos de rectas por
unidad de área en planos longitudinales a las pseudo�cadenas). A partir de
las diferentes curvas de percolación sólo�horizontal, ℘HX , para diferentes ta-
maños de sistema, dados por LH y LV , se construyó el diagrama de contorno
mostrado en la Figura 7.15, bajo dichos parámetros estructurales.

Nuestro modelo sencillo muestra que la probabilidad de observar TEA
en los sistemas SEC descritos es muy elevada para todos los tamaños y, co-
mo era intuitivamente esperable, es mayor para sistemas con menor relación
de aspecto, r. Éstos resultados muestran un comportamiento con una impli-
cación tecnológica signi�cativa: contrariamente a lo que sucede en sistemas
homogéneos cuya resistividad eléctrica no depende del tamaño de la muestra
(con excepción de sistemas nanoscópicos), los sistemas micro estructurados
como los tratados aquí pueden o no presentar TEA dependiendo del tamaño
de la muestra.
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Figura 7.15: Diagrama de contorno para la probabilidad de percolación sólo�
horizontal, ℘HX , en función del tamaño del sistema, dado por LH y LV , bajo
los parámetros estructurales experimentales: distribución angular Gaussiana
(anisotrópica) con σθ = 4.65◦, distribución de longitudes log�normal con
〈`〉 = 1.35 mm y σ` = 0.26 mm y una densidad de objetos percolantes
Φ = 12 mm−2.

•

Una primera conclusión del estudio realizado es que la adopción de sis-
temas de forma rectangular con una relación de aspecto moderada no es
su�ciente para alcanzar en forma efectiva TEA, por lo que resulta necesario
introducir anisotropía interna mediante una distribución angular anisotrópi-
ca de los objetos percolantes, en concordancia con las observaciones expe-
rimentales. Se encontraron prescripciones para alcanzar condiciones estruc-
turales �seguras� de TEA, con la expectativa de guiar a experimentalistas y
tecnólogos en la elección de condiciones experimentales necesarias para la fa-
bricación de dispositivos con el grado deseado de anisotropía eléctrica. Entre
otras cosas, se muestra que existe una fuerte dependencia de la probabilidad
de obtener TEA con la dispersión angular (σθ) y con la longitud media de
los objetos percolantes, mientras que la dispersión en la longitud tiene poco
efecto. Respecto a la evaluación del efecto del tamaño del sistema percola-
tivo, el modelo descrito muestra que los sistemas compuestos con rellenos
micro o nano�estructurados, como los tratados aquí, pueden o no presentar
TEA dependiendo del tamaño de la muestra. Ésto es una consecuencia di-
recta del gran impacto que tiene el tamaño de un sistema en la probabilidad
de observar en éste un conjunto completamente extendido.

Finalmente, el criterio geométrico�percolativo encontrado para la TEA
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explica semi�cuantitativamente las observaciones empíricas realizadas sobre
una gran cantidad de muestras de SEC estudiadas experimentalmente. Ésto
provee una nueva con�rmación de que los modelos basados en percolacion
bidimensional de segmentos de rectas son adecuados para la descripción de
sistemas estructurados tipo SEC y sistemas geométricamente análogos (por
ejemplo, con otros objetos unidimensionales, como nanotubos, nanovarillas
o nanocables).



Capítulo 8

Respuesta piezoresistiva:
experimentos, modelado y
simulaciones

The electron is a theory we use; it is so
useful in understanding the way nature
works that we can almost call it real.

Richard Feynman, 1985

Resumen: Un aspecto muy interesante de los materiales compues-
tos elastoméricos estructurados (SEC) con distribución anisotrópica de
rellenos conductores eléctricos es la posibilidad de exhibir piezoresis-
tividad. Se presenta aquí un modelo constitutivo para la piezoresisti-
vidad anisotrópica reversible en este tipo de materiales, basado en el
cálculo de la conductividad a través de estructuras columnares de ma-
teriales inorgánicos alineados en una dirección especí�ca dentro de una
matriz polimérica aislante. Varios efectos, como el tuneleo electrónico,
la conductividad eléctrica dentro de las pseudo�cadenas y el contacto
eléctrico entre las estructuras de relleno y los electrodos son incluidos
en el modelo. Los resultados experimentales de medición de la resisten-
cia eléctrica del sistema, R, en función de la tensión mecánica uniaxial
aplicada en la dirección de los pseudo�cadenas, P , son ajustados muy
bien por el modelo para el caso de micropartículas de Fe3O4[Ag] en
estado superparamagnético alineadas durante curado del PDMS. La
sensibilidad cruzada de diferentes parámetros (por ejemplo, la barre-
ra de potencial para el tuneleo de electrones) es evaluada. Finalmente
se presentan simulaciones de la respuesta piezoresistiva esperada para
otros sistema que, en particular, muestran la in�uencia de módulo de
Young de la matriz polimérica.

El contenido de este capítulo fue parcialmente publicado en el ar-
tículo J. L. Mietta et al., Soft Matter, vol. 12, no. 2, p. 422�431,

2016.
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8.1. Introducción

Como se indicó en el Capítulo 1, se denomina piezoresistencia al fenó-
meno físico asociado al cambio en la resistencia eléctrica de un material por
aplicación de tensión mecánica sobre el mismo. En particular, si la resistencia
eléctrica disminuye, el fenómeno se denomina piezoresistencia negativa.

En el ámbito de los materiales compuestos estructurados, escasean los
reportes de piezoresistencia negativa. Por ejemplo, Coquelle y Bossis [36]
reportan piezoresistencia negativa en sistemas de partículas de hierro dis-
persas en elastómeros siloxánicos más blandos que aquellos considerados en
la presente Tesis. En dicho artículo no se modela (ni empírica, semi�empírica
o teóricamente) los datos de la resistencia eléctrica del material, R, en fun-
ción de la tensión mecánica uniaxial aplicada, P . Kicht y Bossis [34], en
un trabajo pionero en la temática, presentan estudios de piezoresistencia en
sistemas compuestos estructurados basados en micropartículas de níquel dis-
persas en PDMS con bajo grado de entrecruzamiento. Entre las diferencias
entre dicho estudio y el presentado aquí pueden destacarse: el menor grado
de entrecruzamiento de la matriz, mayor concentración de relleno (cercana a
20−30 % v/v) y menores deformaciones (cercanas a 2.5 %). En esos trabajos,
el relleno está organizado como un �collar de perlas� sin estructura interna,
donde cada perla (que representa una partícula de relleno) está ordenada
en forma consecutiva, separada de sus vecinas mediante una �na capa de
material polimérico aislante [34�36].

Como se describió anteriormente, en el presente estudio se consideran
estructuras completamente diferentes a la de los trabajos mencionados: na-
nopartículas magnéticas forman agrupaciones y varias de estas agrupaciones
están cubiertas por plata metálica (a modo de matriz granular) formando
micropartículas híbridas que, de hecho, se agrupan por aplicación de Hcuring

formando pseudo�cadenas. Estas, a su vez, se encuentran formando clus-
ters columnares orientados en la dirección de Hcuring. El modelado teórico
de la respuesta piezoresistiva asociada a estas estructuras es abordado aquí
por primera vez. El modelo de éste sistema requiere, en principio, tomar en
cuenta la longitud, diámetro y orientación relativa de las pseudo�cadenas.
Asimismo, factores como la resistencia eléctrica de las micropartículas debe
ser considerada en nuestro modelo, mientras que en los artículos publicados
por otros grupos las partículas de relleno son consideradas como conduc-
tores eléctricos perfectos [34]. Adicionalmente, en los sistemas de �collar de
perlas� hay parámetros especí�cos que deben ser previamente estimados al
detalle [34�36], como ser el espesor de la capa polimérica entre partículas
y el número de separaciones entre regiones de relleno. Asimismo, se supone
generalmente que se produce la deformación plástica de la super�cie de las
partículas de relleno cuando las mismas entran en contacto directo por apli-
cación de tensión mecánica, razón por la cual la rugosidad de la super�cie
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de las partículas de relleno debe ser determinada en ese marco de traba-
jo. Según indica la evidencia disponible, los sistemas de �collar de perlas�
parecen formarse mas fácilmente en matrices con relativamente bajo grado
de entrecruzamiento, exhibiendo grandes valores de piezoresistencia negativa
a relativamente bajas deformaciones. Por otro lado, en los sistemas donde
se forman pseudo�cadenas (como el nuestro) se observan deformaciones del
material mayores a 5 % y requieren un abordaje teórico diferente.

Así las cosas, el principal objetivo del presente Capítulo es presentar un
modelo constitutivo para la respuesta piezoresistiva negativa observada para
el material SEC bajo condición de TEA (es decir, una descripción matemáti-
camente cerrada de dicho fenómeno), como así también brindar predicciones
para otros materiales similares.

Los símbolos utilizados serán de�nidos a lo largo del Capítulo y la mayoría
se muestran en la Tabla 8.1.
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Tabla 8.1: De�nición de los símbolos usados en el modelado de la piezoresis-
tencia en los sistemas SEC

Símbolo De�nición
P Tensión mecánica uniaxial aplicada en la dirección de orientación

preferencial del relleno
R Resistencia eléctrica total
RE−CH Resistencia eléctrica del contacto relleno�electrodo
RL Resistencia eléctrica de una estructura columnar de relleno
RCH Resistencia eléctrica de una región conductora
Rtunnel Resistencia eléctrica de tuneleo electrónico entre regiones conduc-

toras separadas por polímero
N Cantidad media de columnas en la muestra de SEC
n Cantidad media de regiones conductoras en una columna de relleno
〈D〉 Diámetro medio de las pseudo�cadenas
〈DµP 〉 Diámetro medio de las micropartículas de magnetita�plata
〈`〉 Longitud media de las pseudo�cadenas
Jtunnel Flujo de tuneleo electrónico entre dos regiones conductoras
Vtunnel Diferencia de potencial entre dos regiones conductoras adyacentes
Itunnel Intensidad de corriente de tuneleo electrónico
ϕ Altura de barrera de potencial rectangular en el tuneleo electrónico
m Masa efectiva del electrón en el relleno
Lo Espesor a tensión mecánica nula de la muestra de SEC usada en

la medición de piezoresistencia , L (P = 0)
y Espesor de la muestra de matriz polimérica sin relleno. En particu-

lar, corresponde al espesor de la muestra de PDMS 1:10 asociada
al SEC de referencia

x Separación media entre regiones conductoras
l Longitud efectiva de las regiones conductoras
η Cantidad de a-spots en la zona de contacto electrodo/pseudo�

cadena
〈a〉 Radio promedio de los a-spots
ρµ Resistividad eléctrica del material de relleno en la cercanía de la

zona de contacto con el electrodo
ρE Resistividad eléctrica del electrodo en la cercanía de la zona de

contacto con el relleno
H Dureza del material de relleno

8.2. Resistencia eléctrica de columnas conductoras
formadas por pseudo�cadenas cuasi�alineadas

Las pseudo�cadenas están alineadas en la dirección de Hcuring, con una
muy pequeña dispersión angular. Como se describió anteriormente, el mate-
rial SEC de referencia presenta estructuras columnares de relleno, cada una
formada por numerosas pseudo�cadenas, que atraviesan el material. Se su-
pondrá que existen N de esas columnas, todas ellas con la misma resistencia
eléctrica, RL. El número de columnas,N , depende de factores experimentales
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especí�cos y de la dimensión de la muestra, y usualmente está en el intervalo
102 − 103 [18, 24]. Aprovechando la gran anisotropía estructural del sistema
se supondrá que las estructuras columnares de relleno consisten en pseudo�
cadenas cuasi�alineadas una tras la otra en un arreglo del tipo cabeza�cola.
En rigor, debe hacerse la distinción entre los LCC (Local Conductive Clus-
ters, Grupos Conductores Locales) y los ECC (E�ective Conductive Clusters,
Grupos Conductores Efectivos) en la determinación de N [163]. Como se re-
presenta en la Figura 8.1, en el arreglo experimental utilizado para la carac-
terización de la respuesta piezorresistiva (Figura 2.6) los ECCs se extienden
de un electrodo al opuesto, contribuyendo a la conductividad eléctrica del
material. En cambio, los LCCs están localizados dentro del material SEC,
tocando uno o ninguno de los electrodos, y no contribuyen a la conductividad
eléctrica del material (comportándose como elementos conductores aislados).
En el presente formalismo se supone que todas las estructuras columnares
observadas en micrografías SEM de cortes transversales a las columnas co-
rresponden a estructuras ECC, es decir NECC = N = NSEM . También se
supone que no hay creación/destrucción de ECCs durante la compresión del
material por aplicación de tensión mecánica uniaxial. En la Figura 8.1 se
hace evidente la aproximación estructural de regiones conductoras de relleno
cuasi�alineadas.

Figura 8.1: Los ECCs se extienden de un electrodo al opuesto, contribuyendo
a la conductividad eléctrica del material. En cambio, los LCCs están loca-
lizados dentro del material SEC, tocando uno o ninguno de los electrodos,
y no contribuyen a la conductividad eléctrica del material (comportándose
como elementos conductores aislados).
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Cabe recalcar aquí que la descripción geométrica de las pseudo�cadenas
en términos de segmentos de rectas utilizada en los Capítulos 4 a 7 no es
incompatible con la descripción aquí introducida (regiones conductoras de re-
lleno cuasi�alineadas), sino que corresponden a dos niveles de simpli�cación
diferentes. En efecto, para el estudio de la Anisotropía Eléctrica Total (Capí-
tulos 4 a 7) se utilizó un nivel de detalle micro�mesoscópico representando las
pseudo�cadenas de relleno como segmentos de rectas percolantes y se con-
sideró la existencia de conductividad eléctrica no nula entre dos extremos
del sistema solo si existe un spanning cluster que conecte dichos extremos
(formado por conectividad directa entre los segmentos de recta). El objetivo
del presente Capítulo es otro: evaluar el efecto de la aplicación de tensión
mecánica uniaxial en la dirección de orientación preferencial de las pseudo�
cadenas sobre la conductividad eléctrica del sistema en dicha dirección. Para
ello debe considerarse la estructura interna de las pseudo�cadenas y la se-
paración entre ellas. En ese sentido se ha incrementado el nivel de detalle
estructural contemplado. Sin embargo, por otro lado, se realiza una simpli-
�cación estructural a mayor escala: explotando la muy pequeña dispersión
angular de las pseudo�cadenas de relleno respecto a la dirección de aplicación
del campo magnético durante el curado de la matriz elastomérica, se consi-
dera que dichas estructuras conductoras se encuentran todas cuasi�alineadas
formando estructuras columnares que conectan los electrodos opuestos.

Cada columna de relleno hace contacto con los electrodos. Ese contacto
eléctrico está asociado a una resistencia eléctrica, que denotaremos como
RE−CH (considerada la misma para ambos electrodos e igual para todas
las columnas de relleno). Las líneas de corriente en dirección perpendicular
a las columnas de relleno son despreciadas debido a la elevada resistividad
eléctrica de la matriz polimérica (cerca de 1014 Ωcm para el PDMS [164]),
considerando así en forma explícita la condición de TEA. Entonces, resulta
evidente que la resistencia eléctrica total, R, puede ser expresada en términos
de circuitos equivalentes mediante la expresión

R =
2RE−CH

N
+
RL
N

(8.1)

El término principal a ser modelado es RL
N . Aún cuando la contribución

del término 2RE−CH
N puede ser tomada en cuenta explícitamente en el modelo

como una función de la tensión mecánica uniaxial aplicada, P , se mostrará
que es despreciable.

La resistencia de contacto entre dos super�cies conductoras depende de
muchos factores, como la topología de las super�cies en contacto, la presen-
cia de contaminantes (incluyendo las fases cristalinas de baja conductividad
eléctrica, suciedad, óxidos, sales, etc.). Esta resistencia por contacto es cau-
sada por la constricción de lineas de corriente a través de sitios o spots de
área pequeña que actúan como zonas de verdadero contacto eléctrico entre
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las super�cies involucradas (denominadas a-spots). Sean ρµ y ρE las resis-
tividades eléctricas del material de relleno y del material que compone los
electrodos en la cercanía de las zonas de contacto, respectivamente. Consi-
deraremos que todos esos a-spots son circulares. Sean entonces η el número
de a-spots y ai, i = 1, . . . , η los radios de dichos a-spots. Consideraremos
las siguientes hipótesis: (i) se desprecia el efecto de posibles contaminantes,
(ii) los a-spots tienen espesor nulo, i.e. presentan longitud axial nula en di-
rección del �ujo de corriente, (iii) los materiales en contacto se comportan
como materiales macroscópicos, en el sentido que sus dimensiones en direc-
ción transversal respecto al �ujo de corriente son in�nitas. Las micrografías
tomadas sobre super�cies metálicas que participan de contactos eléctricos
muestran que en la región central de las super�cies en contacto se forma
una agrupación de a-spots, aún a tensiones mecánicas reducidas. Bajo estas
suposiciones adicionales, puede aplicarse el modelo de Holm [165�170]:

RE−CH =
ρµ + ρE

2

(
1

2η 〈a〉
+

1

2α

)
(8.2)

donde 〈a〉 = 1
η

∑η
i=1 ai (valor promedio del radio de los a-spots) y α es el

radio del grupo central de a-spots (denominado radio de Holm). Bajo las
condiciones experimentales habituales, η es muy grande [168, 170], por lo
que para determinar la resistencia por contacto eléctrico es su�ciente con
conocer α:

RE−CH =
ρAg + ρAu

4α
(8.3)

donde hemos tomado ρE = ρAu = 2.44 × 10−8Ωm y ρµ = ρAg = 1.59 ×
10−8Ωm (valores a 20◦C) [171].

Una relación entre α y la tensión normal aplicada sobre la muestra de
SEC puede ser fácilmente obtenida considerando que el área real de contacto,
Ac, es dada por Ac = πα2 = F

H , donde F es la fuerza de contacto y H es
la dureza del material mas blando involucrado en el contacto eléctrico (en
nuestro caso H = HAg = 250 MPa) [168, 171]. Estimando la fuerza local

como F = P×área de una columna = P

[
π
(
〈D〉

2

)2
]
, siendo 〈D〉 el diámetro

medio de una pseudo�cadena, se obtiene:

RE−CH (P ) =
ρAg + ρAu

2 〈D〉

√
H
P

(8.4)

Esta Ecuación será utilizada para modelar la dependencia de RE−CH con la
tensión normal uniaxial, P .

Considerando que la tensión mecánica uniaxial aplicada para SECs con
matrices de grado de entrecruzamiento relativamente elevado es comúnmente
mayor a 1 kPa (P ≥ 1 kPa) y 〈D〉 ∼ 10µm, entonces se prediceRE−CH ≤ 1 Ω
(por ejemplo, RE−CH ≈ 1 Ω es estimado a P = 100 kPa). Como el número
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de columnas alineadas formadas por pseudo�cadenas, N , es típicamente del
orden de 102− 103, se tiene que la contribución de la resistencia de contacto
eléctrico electrodo�relleno, RE−CHN , a la resistencia total, R, se estima en el
intervalo (10−2−10−3)Ω, lo que corresponde a uno o dos órdenes de magnitud
menor que la resistencia observada R. Pese a que la Ecuación (8.4) puede
ser utilizada para estimar la contribución de RE−CH como función de P , es
claramente despreciable. Esto puede con�rmarse por ajuste de los resultados
experimentales, R (P ), usando el modelo constitutivo desarrollado.

El siguiente objetivo es evaluar RL
N en la Ecuación (8.1). RL tiene dos

contribuciones, a saber: el transporte electrónico en regiones de movilidad
electrónica relativamente alta dentro una pseudo�cadena y las barreras aso-
ciadas a las separaciones entre dichas regiones conductoras. Si RCH represen-
ta la resistencia de una zona de elevada movilidad eléctrica, n es el número
de dichas zonas, Rtunnel es la resistencia asociada al �ujo eléctrico entre las
regiones conductoras separadas y suponiendo que dichas zonas están perfec-
tamente alineadas, en términos circuitales resulta:

RL = nRCH + (n− 1)Rtunnel (P ) (8.5)

El número n representa la cantidad media de separaciones (en una columna
de relleno) entre regiones donde la movilidad eléctrica es relativamente ele-
vada. Así, en primera aproximación, es razonable considerar esas zonas como
una pseudo�cadena, aunque la posibilidad de presentar separaciones dentro
de cada pseudo�cadenas no es descartada y, de hecho, es contabilizada por
el parámetro n.

Respecto a RCH , el número de µPs que forma parte de una pseudo�
cadena (y, por lo tanto, una columna) es muy elevado, razón por la cual
escapa al alcance del presente estudio el desarrollo de un modelo constituti-
vo para RCH en término de redes de resistencias eléctricas. Para �jar ideas,
el número de µPs de magnetita�plata en una pseudo�cadena, χ, puede es-
timarse considerando una pseudo�cadena de forma cilíndrica de diámetro
promedio 〈D〉 y longitud promedio 〈`〉 formada por empaquetamiento de χ
micropartículas híbridas, de diámetro medio 〈DµP 〉 con una e�ciencia de em-
paquetamiento f . Estas magnitudes están geométricamente relacionadas por

π
(
〈D〉

2

)2
〈`〉f = χ4

3π

(
〈DµP 〉

2

)3

. χ puede ser estimado en el SEC usado como

referencia en este trabajo: 〈D〉 = 10.4µm, 〈`〉 = 1.3 mm y 〈DµP 〉 = 1.3µm.
Para un empaquetamiento compacto de µPs se tiene f = 0.74. De todas
formas, la estructura interna de las pseudo�cadenas no está empaquetada en
forma compacta. Tomando f = 0.5 y f = 0.74 (un intervalo de variación
razonable) se obtiene χ = 0.5 × 105 (f = 0.5) y χ = 8 × 105 (f = 0.74).
En cualquiera de los casos, resulta evidente que las pseudo�cadenas están
formadas por un gran número de partículas, haciendo muy di�cultosa una
estimación detallada de RCH . Por todas las razones arriba mencionada, los
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parámetros n y RCH se considerarán independientes de la tensión mecáni-
ca aplicada, P , y libremente ajustables, a ser recuperados por ajuste de los
resultados experimentales de la respuesta piezoresistiva. Los parámetros in-
volucrados en las Ecuaciones (8.1)�(8.5) se muestran en la representación
esquemática de la Figura 8.2.

Figura 8.2: Representación de los parámetros del modelo de piezoresistencia.

8.2.1. Resistencia por tuneleo electrónico, Rtunnel

El factor Rtunnel en la Ecuación (8.5) es modelado en las dos próximas
Secciones. Los mecanismos involucrados en el �ujo eléctrico entre dos ob-
jetos metálicos micrometricos separados por una capa de material aislante
(en nuestro caso la matriz polimérica) son el tuneleo electrónico, la emi-
sión eléctrica inducida por campo, la transmisión de Richardson�Schottky,
la conducción de Pole�Frenkel y otros mecanismos de conducción de segundo
orden. Sin embargo, estudios previos han demostrado que la conductividad
eléctrica a través de esa capa aislante esta gobernada por el tuneleo elec-
trónico [59, 143, 146, 172�179], por lo que en el presente modelo solo se
considerara este último mecanismo. Por consiguiente, Rtunnel representa la
resistencia eléctrica asociada al tuneleo electrónico entre dos regiones con-
ductoras separadas por una capa de matiz polimérica aislante. Se considera
aquí que las super�cies involucradas corresponden unicamente a las regio-
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nes de la cabeza y cola de las regiones conductivas adyacentes. A su vez,
se considerará que su curvatura es aproximadamente esférica con diámetro
igual al diámetro medio de las pseudo�cadenas, 〈D〉. La Figura 8.3 ilustra
los dos mecanismos principales involucrados en la respuesta piezoresistiva
del material SEC.

Figura 8.3: Mecanismos principales involucrados en la respuesta piezoresis-
tiva del material SEC.

El tuneleo electrónico entre dos super�cies conductoras planas paralelas
bajo una diferencia de potencial moderada entre dichas super�cies, Vtunnel,
puede expresarse usando el formalismo de Simmons [148, 180�182]. En di-
cho formalismo se considera que las super�cies conductoras se encuentran
separadas por una capa aislante de espesor x, donde se presenta una barre-
ra de potencial rectangular de altura ϕ, y se desprecian las fuerzas imagen
[182�185]. Bajo el formalismo mencionado, la corriente eléctrica por unidad
de área, es decir el �ujo eléctrico, Jtunnel, es dado en el régimen óhmico por

Jtunnel = B
γ

x
exp (−γx)Vtunnel (8.6)
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En el formalismo de Simmons γ y B vienen dados por [182]:

γ =
4π

h

√
2mϕ (8.7a)

B =
3e2

8πh
(8.7b)

donde e es la carga del electrón, m es la masa efectiva del electrón en el
material de relleno y h es la constante de Planck. Ahora bien, es necesario
generalizar el resultado obtenido por Simmons con la �nalidad de incluir el
caso de dos super�cies hemiesféricas. Como se muestra en la Figura 8.4, la
separación entre las super�cies hemiesféricas a un ángulo β está dada por

X (β) = x+ 〈D〉 (1− cosβ) (8.8)

Figura 8.4: Extremos de regiones conductoras modeladas como super�cies
hemiesféricas de diámetro 〈D〉 separadas por una distancia x.

Usando ésto, la corriente por tuneleo electrónico entre las dos super�cies,
Itunnel, se obtiene por integración del �ujo eléctrico en la dirección de X̂,
JX (X (β)) = J (X) X̂:

Itunnel =

∫∫
G

JX · dA (8.9)

donde G corresponde a la super�cie de la mitad de la esfera y

JX = B
γ

X (β)
exp [−γX (β)]VtunnelX̂ (8.10)

Explotando la simetría del problema, el elemento diferencial dA puede ser
expresado sin di�cultad alguna como función de β mediante el uso de coor-

denadas esféricas mediante dA =
(
〈D〉

2

)2
sinβdφdβr̂. Utilizando la relación

de Ohm
Rtunnel =

Vtunnel
Itunnel

(8.11)
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se obtiene

Rtunnel =
4

〈D〉2
∫ 2π

0 dφ
∫ π

2
0

Bγ
X(β)exp [−γX (β)] sinβ cosβ dβ

(8.12)

o, en una forma más compacta:

Rtunnel =
2

πBγ
∫W
x

1
z exp [−γz] (W − z) dz

(8.13)

donde W ≡ x+ 〈D〉.
El parámetro γ y la constante B en las Ecuaciones (8.12) y (8.13) se-

rán considerados dados por las expresiones (8.7a) y (8.7b). La integral de
la Ecuación (8.13) no presenta solución analítica [186] y fue evaluada numé-
ricamente usando el módulo Numerical Integration de SageMath. Puede
observarse que la expresión integral en la Ecuación (8.13) depende de la
distancia x que, en nuestro modelo, se supone decreciente con la tensión me-
cánica uniaxial aplicada, P . Entonces, el objetivo de la siguiente Sección es
modelar la dependencia de x respecto del estímulo P .

8.2.2. Modelado de x(P ) - Caracterización mecánica de la
matriz polimérica

Dado que el módulo de Young del relleno es mucho mayor que el de la
matriz elastomérica, se considerará que la aplicación de P no introduce una
distorsión estructural de las regiones conductoras.

En un sentido pictórico, el parámetro x(P ) es la distancia media que
los electrones deben atravesar en un paso de tuneleo (tunnel step). Es ra-
zonable en una primera aproximación considerarla como la separación entre
pseudo�cadenas. Sin embargo, dado que las pseudo�cadenas son estructuras
complejas donde los grupos de micropartículas de relleno pueden estar se-
parados también por capas de polímero, entonces las separaciones también
pueden estar presente dentro de las pseudo�cadenas.

Se supondrá que la capa de matriz polimérica que separa dos regiones
conductoras de relleno presenta el mismo comportamiento elástico que una
muestra macroscópica de dicho polímero. Esta situación es aplicable en siste-
mas con grado de entrecruzamiento relativamente elevado, como el conside-
rado por nuestro grupo y otros. Por ejemplo, Ivaneyko et al. [187] ha descrito
recientemente que en compositos con matrices poliméricas que presentan ele-
vados grandes de entrecruzamiento no se observa el movimiento libre de las
partículas de relleno, sino que éste se mueve en forma afín con la matriz.
Este fenómeno se denomina deformación afín (en inglés se referencia como
a�ne assumption) y se supone en el presente trabajo dado el alto grado de
entrecruzamiento del PDMS utilizado en nuestro sistema SEC. Efectos aso-
ciados a deformaciones mayores de la matriz en la vecindad de rellenos muy
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rígidos, como los descritos por Domurath et al. [188], no son contemplados.
En resumen, en nuestro modelo las regiones conductoras acompañan el mo-
vimiento de compresión de la matriz cuando se aplica una tensión mecánica
(lo que implica, de hecho, que las muestras de SEC son incompresibles). Esta
suposición es expresable matemáticamente como

x (P ) = xoλ (P ) (8.14)

con λ (P ) ≡ y(P )
yo

, donde y(P ) e yo son el espesor de la muestra de matriz
polimérica sin relleno (por ejemplo, en el SEC tomado aquí como referencia,
el PDMS 1:10 puro) bajo una tensión mecánica P y P = 0, respectivamen-
te. λ recibe el nombre de elongación (ver Apéndice C). Por otro lado, el
parámetro xo es la separación para tuneleo en el SEC a P = 0.13

Luego, el modelo aquí presentado requiere de una expresión para λ en
función de P , para ser introducida dentro de la dependencia de Rtunnel con
x usando la suposición de deformación afín. La variación experimental de
λ con P se obtiene a partir de ensayos de compresión uniaxial de muestras
de matriz polimérica sin relleno, como la mostrada en la Figura 8.5. En esa
Figura, P representa la denominada tensión ingenieril (engineering stress),
P = (fuerza aplicada) / (area fuerza=0). La dependencia P − λ es ajustada
comúnmente utilizando los modelos de Neo�Hooke (N�H), Mooney�Rivlin
(M�R), Hooke o Hooke diferencial [18, 19, 30, 31, 189�191]. Estos modelos
proveen de expresiones analíticas para P en función de λ que fueron usadas
para ajustar los resultados experimentales. En particular, en la Figura 8.5 se
muestran los ajustes asociados a los modelos de N�H y M�R. Los resultados
obtenidos para cada uno de dichos modelos se describen a continuación.
El lector interesado puede encontrar una descripción mas detallada de los
modelos de elasticidad mencionados en el Apéndice C.

Modelo de Neo�Hooke

Asumiendo que el volumen del material no cambia en forma apreciable
durante la compresión (i.e. solido incompresible) la tensión mecánica inge-
nieril, P , viene dada de acuerdo con el modelo de Neo�Hooke por [189, 190]:

P = 2CN−H1

(
1

λ2
− λ

)
(8.15)

En dicho modelo el parámetro de ajuste CN−H1 se relaciona con el módulo de
Young de la matriz mediante CN−H1 = E/6 [189, 190].14 El modelo de Neo�
Hooke provee de expresiones cerradas para λ (P ) (soluciones de un polinomio

13Agradezco al Dr. Robert D. McGinty (Mercer Engineering Research Center, USA)
por las charlas sobre Mecánica de sistemas continuos.

14Véase el Apéndice C para más detalles.
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Figura 8.5: Tensión normal uniaxial, P en función de λ (P ) ≡ y(P )
yo

, para
una muestra de PDMS (relación base:entrecruzante = 10:1) no cargado con
partículas de relleno. La linea continua roja corresponde al ajuste del modelo
de Neo-Hooke [Ecuación (8.15)] con CN−H1 = (146±1) kPa. La línea continua
azul corresponde al ajuste del modelo de Mooney�Rivlin [Ecuación (8.18)]
con CM−R1 = (−692± 5) kPa y CM−R2 = (711± 4) kPa.

cúbico):

λj

(
P̂
)

= ajξ
(
P̂
)
− P̂ + bj

P̂ 2

ξ
(
P̂
) (8.16)

con

ξ
(
P̂
)
≡ 1

21/3

[√
1− 4P̂ 3 + 1− 2P̂ 2

]1/3

(8.17)

donde P̂ ≡ P/E, aj = −1
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, 1 para j = 1, 2, 3 (i es la unidad imaginaria).

Se observa claramente en la Figura 8.5 que para el caso en estudio el
modelo de Neo�Hooke no ajusta la curva experimental de respuesta mecánica
de la matriz polimérica. Por lo tanto, se considera el modelo de Mooney�
Rivlin.

Modelo de Mooney�Rivlin

La expresión para la tensión ingenieril provista por el modelo de Mooney�
Rivlin (M�R) es [189, 190]:

P =

(
2CM−R1 +

2CM−R2

λ

)(
1

λ2
− λ

)
(8.18)
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Se obtiene un excelente ajuste de los resultados experimentales para el PDMS
1:10 mediante este modelo (ver Figura 8.5) con CM−R2 = (711± 4) kPa y
CM−R1 = (−692± 5) kPa. Las expresiones cerradas para λ en función de
P son, para este modelo, soluciones de un polinomio cuártico. A pesar de
que pueden obtenerse expresiones analíticas para este caso también [192], las
mismas describen la curva de a trozos, por lo que se ha optado por obtener
soluciones numéricas y usarlas dentro de la expresión para R [Ecuaciones
(8.1), (8.4), (8.5), (8.8) y (8.13)] a través de la dependencia propuesta de x
con λ [Ecuación (8.14)].

Una vez introducida dentro de las ecuaciones constitutivas del modelo la
relación λ = λ (P ) para la matriz polimérica (no para el SEC), el modelo
puede ser usado para ajustar los resultados experimentales de R = R (P ). En
el abordaje descrito, esto requiere determinar dos parámetros morfológicos
del SEC: el número medio de estructuras columnares en la muestra consi-
derada, N , y el diámetro medio de dichas columnas (considerado igual al
diámetro de una pseudo�cadena), 〈D〉). Luego, el modelo aquí desarrollado
presenta tres parámetros recuperables por ajuste, referidos arbitrariamente
como A1, A2 y A3, y de�nidos como:

A1 =
(n− 1)xo

Bγ
(8.19a)

A2 = γxo (8.19b)

A3 =
n

N
RCH (8.19c)

En la Ec. (8.19a), el parámetro B es una constante universal [ver Ec.
(8.7b)]. El parámetro n y xo pueden obtenerse de A1 y A2 en términos de γ.
La Ec. (8.7a) permite estimar γ si la barrera de tuneleo ϕ y la masa efectiva
del electrón, m, son conocidas.

Las Ecuaciones (8.1), (8.4), (8.5), (8.8), (8.13), (8.14) y (8.18) representan
las relaciones constitutivas del presente modelo. Los ajustes de los datos
obtenidos experimentalmente para la respuesta piezoresistiva, R = R (P ),
para el SEC de referencia considerado se presenta y analiza en la Sección
siguiente.

8.3. Ajustes de los resultados experimentales para
el SEC de referencia

Las diferentes muestras de SEC preparadas por nuestro grupo exhi-
ben dos características relevantes: piezoresistencia anisotrópica y reversible
[18, 24]. Respecto a la anisotropía, las condiciones experimentales pueden
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ser optimizadas para obtener Anisotropía Eléctrica Total (TEA), es decir,
conductividad eléctrica apreciable en una dirección exclusivamente, como se
indica en Capítulos anteriores.

La respuesta piezoresistiva es completamente reversible (ausencia de his-
téresis luego de 100 ciclos de compresión�descompresión). A su vez, dicha
respuesta no se modi�ca por la torsión o �exión del material en dirección
perpendicular a las pseudo�cadenas [18, 24]. Estos resultados sugieren que
no hay cambios irreversibles en la arquitectura interna de las pseudo�cadenas
por efecto de dichas perturbaciones mecánicas. Luego, la deformación plásti-
ca de las micropartículas de relleno que forman las cadenas es razonablemente
descartada.

Existen dos factores principales que usualmente inducen irreversibilidad
en la respuesta piezoresistiva: (i) la libre movilidad de las partículas de re-
lleno en el medio de la matriz polimérica al aplicarse la tensión mecánica
externa. Este no es el caso de los compositos con elevado grado de entrecru-
zamiento, como se describió en la Sección 8.2.2; (ii) existencia de enlaces quí-
micos entre el polímero y el relleno. En ese caso, dichos enlaces pueden rom-
perse en forma irreversible durante los ciclos de compresión�descompresión,
induciendo efectos de histéresis. Esto tampoco parece ser el caso aquí con-
siderado, puesto que la observación directa de zonas de no�adhesión entre
el relleno y la matriz sugieren que no están favorecido los enlaces químicos
entre estas dos fases (ver Figura 3.4).

Las linealidad de curvas características I − V (no mostradas) medidas
en función de la tensión aplicada, P , indican que el SEC estudiado exhibe
comportamiento óhmico en todo el intervalo de potenciales eléctricos y ten-
siones mecánicas. La inversa de la pendiente de dichas curvas corresponden
a los valores de R(P ), la resistencia eléctrica medida a cada tensión aplicada
(Figura 8.6).

Debe quedar claro para el lector que el procedimiento seguido para la
obtención e interpretación de las variables microscópicas es completamen-
te general. En efecto, éste procedimiento es aplicable en todo sistema SEC
con características estructurales similares al SEC de referencia. De todas
formas, los valores aquí informados corresponden a la muestra de SEC de
referencia (Fe3O4[Ag]�PDMS 4.2 % v/v de material de relleno, relación ba-
se:entrecruzante 10:1, µoHcuring = 0.35 T, temperatura de curado: Tcuring =
(75± 5)◦C, tiempo de exposición: 3 horas, Lo = 2.50 mm). Para la mues-
tra de referencia se obtiene A1 = (2.2 ± 0.2) Ω, A2 = γxo = (11.1 ± 0.5) y
A3 = (0.47± 0.07) Ω, con un buen grado de ajuste (R2 = 0.995).

Como se mencionó anteriormente, n y xo pueden ser calculados en función
de γ, que de hecho depende de la barrera de potencial asociada al tuneleo
electrónico, ϕ, y de la masa efectiva del electrón en el material de relleno,
m. La barrera ϕ es obtenida de mediciones de la función trabajo asociada
al par metal�aislante. Para nanocables de plata en PDMS se ha reportado
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Figura 8.6: Ajuste de la resistencia eléctrica del material SEC de referencia
utilizando el modelo constitutivo desarrollado (ver texto). La línea continua
roja corresponde al ajuste del modelo. Se utilizan los parámetros de entrada
〈D〉 = 10.4µm yN = 660±50. El espesor de la muestra es Lo = (2.50± 0.01)
mm.

recientemente ϕ = 1 eV [193]. Usando dicho valor de ϕ y la masa del electrón
libre, m = me (condiciones que se indicarán por el superíndice †), se obtiene
γ† = 1.0× 1010 m−1, n† = (98± 9) y x†o = (1.08± 0.05) nm para el SEC de
referencia.

Usando N = (660± 50) se recupera R†CH = (3.2± 0.3) Ω. Los valores de
n† y x†o pueden ser usados para estimar la longitud efectiva de las regiones de
elevada conductividad eléctrica, l (que no debe confundirse con la longitud
de las pseudo�cadenas `), que corresponde a la distancia media entre sepa-
raciones de tuneleo electrónico, suponiendo válida la condición de vínculo
geométrico:

Lo = (n− 1)xo + nl (8.20)

Para la muestra de SEC de referencia se tiene Lo = (2.50±0.01) mm, lo que
conduce a l† = (26± 4) µm, un valor unas 50 veces menor que la longitud
media de las pseudo�cadenas observadas por SEM (〈`〉 = 1.35 mm). Este
resultado es consistente con la observación de fragmentaciones internas en
las pseudo�cadenas asociadas a la interpenetración de polímero y/o constric-
ciones e irregularidades estructurales como las observadas en la Figura 8.7.
Dicha Figura ilustra micrografías SEM que ilustran la interpenetración de
la matriz polimérica dentro de las pseudo�cadenas de relleno en el SEC de
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referencia Fe3O4[Ag]�PDMS 4.2 % v/v.

Figura 8.7: Imágenes SEM que ilustran la interpenetración de la matriz po-
limérica dentro de las pseudo�cadenas de relleno en el SEC de referencia
Fe3O4[Ag]�PDMS.

Estos resultados muestran total concordancia con observaciones previas
de módulos de Young de los SECs, E, menores a los predichos mediante los
modelos mecánicos de materiales elásticos compuestos comúnmente utiliza-
dos (como ser el modelo de Halpin�Tsai modi�cado [194�196] y el modelo
de Hui�Shia [197, 198]) cuando el valor 〈`〉 es introducido en dichos modelos
[18]. De esta forma, la diferencia anteriormente observada entre los valores
observados y estimados de E sugiere la misma conclusión que la aquí obte-
nida: las pseudo�cadenas están fragmentadas y dichos fragmentos participan
en el tuneleo electrónico.

El modelo desarrollado permite estimar la contribución de cada término
en las Ecs. (8.1), (8.4) y (8.5) a la resistencia eléctrica total, R. Por ejem-
plo, para P = 100 kPa se obtiene

(
n−1
N

)
Rtunnel ≈ 1.17 Ω,

(
2
N

)
RE−CH ≈

3 × 10−4 Ω y
(
n
N

)
RCH ≈ 0.5 Ω. A altas tensiones mecánicas R converge a

la contribución hecha por la resistencia eléctrica intrínseca de las regiones
conductoras de relleno,

(
n
N

)
RCH . El valor recuperado de RCH es mayor

que el asociado a una cadena continua y homogénea de plata metálica, en
concordancia con la imagen de pseudo�cadenas formadas por grupos de mi-
cropartículas y resistencia de contacto entre ellas.

Los resultados del ajuste sugieren que RE−CH es despreciable. Ésta es
una conclusión, no una hipótesis. Es decir, RE−CH se mantiene en la expre-
sión general usada para modelar los resultados experimentales, lo que puede
hacerse sin complicación alguna. Luego de realizar el ajuste correspondiente,
se con�rma la predicción de la Ec. (8.4): RE−CH es muy pequeña y despre-
ciable en comparación con las otras contribuciones a R.

Como se mencionó anteriormente, el valor de γ está de�nido por la masa
efectiva del electrón, m, y la barrera de tuneleo electrónico, ϕ. Esos paráme-
tros son fuertemente dependientes de la naturaleza química y estructural del
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relleno y la matriz polimérica. Puesto que γ determina los valores recupera-
dos de n, xo y l, se ejecutaron simulaciones de dichos parámetros en función
de γ (Figura 8.8). La variable m fue variada en el intervalo (0.5 − 1.5)me

mientras que ϕ fue variada entre (0.5− 1.5) eV. Para esos intervalos de va-
riación, γ varía entre (0.5− 1.5)× 1010 m−1. Se observa en la Figura 8.8 que
l y n varían en forma notoria (cerca de 2 órdenes de magnitud). Por otro
lado, xo permanece entre 0.6 y 2.1 nm, aproximadamente. Esto indica que
aunque una estimación precisa de n y l requiere mediciones certeras de γ, el
modelo predice valores de xo que se encuentran dentro de las escala típica
para tuneleo electrónico [34].
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Figura 8.8: Simulaciones de xo, n y l en función de γ usando los valores
A1 = (2.2± 0.2) Ω, A2 = γxo = (11.1± 0.5) y A3 = (0.47± 0.07) Ω (muestra
SEC de referencia ). La �echa indica γ†.
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8.4. In�uencia de la elasticidad matricial, E, barre-
ra de tuneleo relleno�polímero, ϕ, y la distan-
cia media de tuneleo, xo, sobre Rtunnel

En esta Sección se explora mediante cálculos numéricos la in�uencia de
algunos parámetros físicos esenciales para el diseño de sensores de tensión
mecánica basados en SECs piezoresistivos. Para simpli�car el análisis se con-
sidera que las super�cies participantes en el tuneleo electrónico son aproxi-
madamente planas, por lo que Rtunnel (P ) está dado por la expresión ori-
ginal de Simmons: Rtunnel ∝ x

Bγ exp (γx). De esta forma, se establece una

expresión simpli�cada de Rtunnel
Rtunnel (0)

en función de P basada en el modelo
desarrollado. Si todas esas aproximaciones se consideran en forma conjunta,
despreciando la contribución de RE−CH y suponiendo que n y N no cambian
por aplicación de P , de la Ec. (8.5) se obtiene:

R−R(∞)

Ro −R(∞)
≈ Rtunnel
Rtunnel (0)

= λ exp [γxo (λ− 1)] (8.21)

donde Rtunnel (0) ≡ Rtunnel (P = 0), Ro ≡ R (P = 0) y R (∞) ≡ R (P →∞).
Por simplicidad, en esta Sección λ es calculado como λN−H(P ; E), dada por
el modelo de Neo�Hooke [Ecs. (8.15)�(8.17)] con CN−H1 = E/6. A pesar de
que dicha expresión supone una dependencia simple de x con P , ésta contiene
la física esencial del problema en estudio.

De esta forma, la relación brindada más arriba muestra que Rtunnel
Rtunnel (0)

depende únicamente de la tensión aplicada relativa al módulo de Young de
la matriz polimérica, P̂ ≡ P/E, y de la separación inicial entre las regiones
conductoras relativa a γ−1, xoγ. La Figura 8.9�a ilustra curvas simuladas de
Rtunnel
Rtunnel (0)

para diferentes valores de E a un valor �jo de xoγ, mientras que la
in�uencia de xoγ para un valor �jo de E se muestra en la Figura 8.9�b.

La Figura 8.9�a muestra que la utilización de polímeros con valores ma-
yores de E requiere aplicar mayores tensiones para alcanzar una dada se-
paración media de tuneleo electrónico, x(P ), y por lo tanto el mismo valor
de Rtunnel

Rtunnel (0)
, un comportamiento esperado habiendo supuesto deformación

afín del material. Es importante notar que el módulo de Young de la matriz
PDMS puede aumentarse incrementando la cantidad de agente entrecruzan-
te en la matriz, sin cambiar en forma apreciable la altura de la barrera de
potencial, ϕ, es decir, sin cambiar xoγ.

Análogamente, la Figura 8.9�b muestra que �jando xo y E, se requieren
mayores tensiones para alcanzar la misma disminución porcentual en Rtunnel
para valores menores de γ, por ejemplo usando un par relleno�matriz con
menor valor de ϕ. Así, la Ec. (8.21) y la Figura 8.9 remarcan que la sen-
sibilidad y intervalo de medición de un sensor de tensión mecánica basado
en un material SEC pueden ser modi�cados cambiando la elasticidad de la
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Figura 8.9: Curvas simuladas del efecto de (a) módulo de Young de la
matriz polimérica sin relleno, E, para xoγ = 10 y (b) xoγ con E = 700
kPa sobre Rtunnel

Rtunnel (0)
. Las curvas fueron calculadas usando la Ec. (8.21) con

λ = λN−H(P ; E).

matriz polimérica (cambiando la cantidad de agente entrecruzante), la sepa-
ración media entre cadenas (cambiando las condiciones de curado del SEC,
como ser la magnitud y tiempo de exposición a campo magnético Hcuring)
y la barrera de potencial asociada al tuneleo electrónico (usando diferentes
sistemas relleno�matriz).

Finalmente, el lector debe notar que el modelo desarrollado no predice
puntos de in�exión en la respuesta piezoresistiva de los sistemas SEC. Esto
constituye una diferencia signi�cativa con la respuesta observada en muchos
compositos elastoméricos con distribución isotrópica de relleno preparados
por nuestro grupo [31] donde no se estructuran cadenas de relleno.

•
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En este Capítulo se caracterizó la respuesta piezoresistiva del material
SEC de referencia y se desarrolló un modelo constitutivo que describe en
términos circuitales dichos resultados experimentales.

Los parámetros de ajuste obtenidos por aplicación del formalismo sugie-
ren que las pseudo�cadenas de relleno presentan múltiples separaciones (frag-
mentaciones) internas, en concordancia con el concepto de pseudo�cadenas
en lugar de cadenas compactas. De hecho, las micrografías SEM con�rman
que las pseudo�cadenas no son compactas, sino que presentan arreglos irre-
gulares de partículas de relleno, que inducen la presencia de separaciones
apreciables entre dichos grupos de partículas. En dichas separaciones suele
haber matriz polimérica. Las predicciones del modelo desarrollado indican
que la resistencia de las regiones conductoras de relleno (es decir, las regiones
de relleno entre las separaciones) puede considerarse constante (independien-
te de la tensión mecánica aplicada, P ) con buena aproximación. El modelo
predice una relación no lineal entre la resistencia eléctrica medida, R, y la
tensión mecánica uniaxial aplicada en la dirección de orientación preferencial
del relleno, P . Los únicos datos requeridos son la curva tensión�deformación
de la matriz elastomérica sin relleno (no del SEC) y el número de estructu-
ras columnares (conjunto de pseudo�cadenas) que atraviesan a la muestra de
SEC conectando los electrodos opuestos (N). De esta forma, al ajustar los
datos experimentales por el modelo desarrollado se recuperan tres paráme-
tros de ajuste, A1, A2 y A3, que se relacionan en forma directa con variables
microscópicas (γ, xo, n y l).

El modelo predice que para un sistema relleno�matriz dado el parámetro
γ no tiene sensibilidad (o es muy pequeña) a las condiciones experimentales
utilizadas para preparar el SEC, y se espera que xo (la distancia media de
tuneleo electrónico a P = 0) sea muy dependiente de factores experimentales,
como ser la concentración de relleno, la magnitud y tiempo de exposición a
Hcuring, el grado de entrecruzamiento de la matriz , etc. El modelo predice
también que si xo es relativamente pequeño (a un valor �jo de γ) se requerirá
un rango dinámico de tensión mecánica mayor para observar un cambio
relativo mayor de R.

Por último, los cálculos numéricos realizados usando expresiones simpli-
�cadas con�rman que al utilizar matrices con mayor módulo de Young se
extiende el rango dinámico de tensiones mecánicas para el sistema SEC, lo
que es intuitivamente esperable a partir de consideraciones básicas relativas
al comportamiento elástico de éstos sistemas.



Capítulo 9

Respuesta magnetoresistiva:
experimentos, modelado y
simulaciones

Nature may reach the same result in
many ways.

Nikola Tesla, 1893

Resumen: Si se fabrican compositos elastoméricos estructurados con
distribución anisotrópica de relleno eléctricamente conductor y mag-
néticamente activo, el SEC puede exhibir magnetoresistencia, es decir,
cambio en su conductividad eléctrica por aplicación de un campo mag-
nético externo. Basado en el modelo de piezoresistencia desarrollado en
el Capítulo 8, se propone un modelo constitutivo para la magnetoresis-
tencia anisotrópica reversible en este tipo de materiales. Los resultados
experimentales para la resistencia eléctrica, R, en función del campo
magnético aplicado en la dirección de orientación preferencial del re-
lleno, H, son muy bien ajustados por el modelo descrito para el caso
de micropartículas en estado superparamagnético de Fe3O4[Ag] alinea-
das magnéticamente durante el curado del SEC. A su vez, se presen-
tan simulaciones para la respuesta magnetoresistiva de SECs con otros
rellenos en estado superparamagnético y magnéticamente bloqueado,
mostrando en particular la in�uencia del módulo de Young de la matriz
y la magnetización de saturación del relleno.
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9.1. Introducción

Los compositos magnéticos formados por dispersiones de rellenos mag-
néticamente activos dentro de una matriz orgánica están recibiendo en la
actualidad una atención creciente dada las posibilidad de mostrar grandes
efectos magnetoresistivos (cambio en la resistencia eléctrica por aplicación
de un campo magnético externo) para intensidades de campo magnético
moderadas [18, 24, 35, 94, 95, 199�201]. Las matrices mas comúnmente uti-
lizadas son los medios viscosos (dentro de los que se incluyen los geles) y
los elastoméricos. Los rellenos pueden constar de distribuciones isotrópicas
o anisotrópicas de partículas magnéticas de muy variada naturaleza físico�
química y morfológica. Siguiendo la notación elegida en el presente trabajo,
los compositos formados por dispersiones anisotrópicas en una matriz elasto-
méricas son referidos como SEC, por sus siglas en inglés, los cuales pueden ser
preparados con facilidad por curado del material elastomérico en presencia
de un campo magnético externo. En particular, si las partículas magnéticas
se dispersan en polidimetilsiloxano (PDMS) cuando el polímero todavía se
encuentra �uido, y luego se lleva a cabo el curado térmico en presencia de
un campo magnético externo de intensidad adecuada, Hcuring, el sistema
�nal curado es una SEC, puesto que las partículas magnéticas se agrupan
formando estructuras catenarias dentro de la matriz polimérica, orientadas
preferentemente en la dirección de Hcuring (ver detalles de la formación de
los sistemas SEC por esta vía en las referencias [16, 18, 19, 24, 30] y en
los Capítulos previos de la presente Tesis). Otra vía para la preparación de
sistemas SEC es la disolución del polímero en un solvente volátil adecuado,
por ejemplo el SBR en tolueno, en el cual el relleno magnético se incorpora
a dicha mezcla y el solvente es completamente evaporado luego en presencia
de un campo magnético [16, 17]. Estos sistemas, como así también aquellos
basados en geles �uidos, pueden presentar respuesta magnetoresistiva no nu-
la, es decir cambio en su resistencia eléctrica por aplicación de una campo
magnético externo, H.15 Para observar dicha respuesta, el relleno a utilizar
debe ser no sólo magnéticamente activo sino también conductor óhmico. La
piezoresistividad, el cambio de la resistividad eléctrica con la tensión mecáni-
ca, ha sido reportada para dichos sistemas [18, 24] y modelada en el Capítulo
8. En particular, al utilizar SECs dicha respuesta es anisotrópica.

Como se ha indicado con anterioridad, los sistemas preparados y ca-
racterizados corresponden a SECs con pseudo�cadenas formadas por aglo-
meraciones de partículas de relleno magnético�conductores, que presentan
Anisotropía Eléctrica Total (TEA). En el Capítulo 8 se elaboró un forma-
lismo constitutivo para la respuesta piezoresistiva de dichos sistemas SEC.
El modelo se basa en el acoplamiento entre las propiedades elásticas del
material y el fenómeno de tuneleo electrónico entre regiones conductoras de

15Notar la clara diferenciación entre H y Hcuring



9.1. Introducción 123

relleno separadas por una �na capa de matriz polimérica aislante. Este fe-
nómeno constituye el factor limitante para la conducción eléctrica a través
del material SEC. De esta forma, el modelo considera la disminución de la
distancia de tuneleo electrónico cuando el SEC se comprime por aplicación
de una tensión mecánica uniaxial en la dirección de orientación preferencial
del relleno.

Como se ilustrará mas adelante, estos sistemas muestran no sólo piezore-
sistividad, si no también magnetoresistividad. En nuestro conocimiento, en
la literatura han sido reportado dos modelos que toman en cuenta los efec-
tos magnetoresistivos en compositos con rellenos magneto�activos dispersos
en matrices no�magnéticas. Dichos modelos son el de Kchit y colaboradores
[34, 35] y el de Bica [94, 95, 199, 200]. El sistema SEC modelado por Kchit
et al. no está formado por pseudo�cadenas; en cambio, el relleno se organiza
como un �collar de perlas�, que carece de estructura interna, donde cada �per-
la� está ordenada en forma consecutiva y representa una partícula de relleno,
separada de sus vecinas inmediatas por una capa delgada de polímero. Las
notables diferencias entre los SECs aquí estudiados y los �collares de perlas�
ya fueron discutidas y destacadas en el Capítulo 8 (ver Sección 8.1).

El otro modelo es el desarrollado por Bica, quien lo utiliza para ajus-
tar la respuesta magnetoresistiva de un composito donde la matriz es un
polímero tipo siloxano con elevado contenido de aceite siliconado. Así, la
matriz es modelada como un �uido de elevada viscosidad en lugar de un so-
lido elastomérico, incorporando la fricción entre el relleno y la matriz como
consecuencia del movimiento del relleno al ser magnetizado por el campo
magnético externo. Respecto a las interacciones entre partículas de relleno,
Bica utiliza un modelo simpli�cado de interacciones del tipo magnético di-
polar puntual. El sistema viscoso estudiado por Bica di�ere notoriamente
del composito elastomérico investigado en la presente Tesis, por lo que su
modelo no es aplicable para la descripción de la respuesta magnetoresistiva
de nuestro SEC de referencia.

Recientemente, Ivaneyko y colaboradores [187, 202, 203] informaron un
formalismo para describir la magnetostricción (deformación inducida por
aplicación de un campo magnético externo) en sistemas SEC. Supondremos
por ahora que la aplicación de un campo magnético externo puede inducir
una deformación macroscópica de la muestra acompañada de un reordena-
miento del relleno. Bajo dicha suposición, el modelo de Ivaneyko et al. podría
ser efectivo para describir la respuesta magnetoresistiva de los sistemas SEC
en estudio. En efecto, en dicho modelo, el sistema SEC no se encuentra for-
mado por pseudo�cadenas sino por un arreglo periódico de partículas con
distribución anisotrópica. Para evaluar la aplicación del modelo de Ivaney-
ko, hemos realizado en el transcurso de ésta Tesis algunas modi�caciones con
el objetivo de adaptarlo a nuestro sistema experimental, sin resultados satis-
factorios. Así, hemos observado que dicho modelo subestima notoriamente
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la respuesta magnetoresistiva en los SECs formados por pseudo�cadenas.
Este hecho posiblemente radica en que las estructuras complejas de relleno
presentes en el SEC de referencia di�eren substancialmente de la estructura
contemplada por el modelo de Ivaneyko y colaboradores, como así también
porque las interacciones magnéticas entre las estructuras complejas de relleno
no pueden ser contempladas adecuadamente en términos de interacciones de
dipolos magnéticos puntuales, como se describe en los trabajos de Ivaneyko
et al.

De esta forma, el principal objetivo a continuación es extender el forma-
lismo desarrollado en el Capítulo 8 para presentar un modelo constitutivo
de la respuesta magnetoresistiva reversible en SECs formados por pseudo�
cadenas magnéticas�conductoras bajo condiciones de TEA. Dentro de ese
marco, el principal tópico a ser investigado se relaciona con la comprensión
del origen de los grandes efectos magnetoresistivos observados para estos
sistemas compuestos. El modelo es general para toda clase de SEC bajo con-
dición de TEA. El sistema elastomérico de Fe3O4[Ag]�PDMS 4.2 % v/v se
menciona como el SEC de referencia (análogamente a lo realizado en el Capí-
tulo anterior) y es tomado como tal para presentar una conexión conceptual
entre las variables y parámetros teóricos y sus magnitudes observables expe-
rimentalmente, contribuyendo a la elección de parámetros realistas durante
la simulación de respuestas magnetoresistivas. La respuesta magnetoresistiva
del SEC de referencia fue ajustada usando el modelo desarrollado.

La Tabla 9.1, complementaria a la Tabla 8.1, muestra los símbolos utili-
zados para el formalismo de la magnetoresistencia.

Tabla 9.1: De�nición de los símbolos usados en el modelado de la magneto-
resistencia en los sistemas SEC

Símbolo De�nición
H Campo magnético aplicado
P Tensión total
Pmag Tensión magnética
Pmec Tensión mecánica
M Magnetización del relleno
Ms Magnetización de saturación del relleno
Mr Magnetización de remanencia del relleno bloqueado magnética-

mente
Hc Campo magnético coercitivo del relleno bloqueado magnéticamen-

te
H‡ Campo magnético característico del relleno en estado superpara-

magnético
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9.2. Modelo

9.2.1. Formalismo circuital

Se supondrá que la concentración de relleno es tal que se generen estruc-
turas catenarias en la matriz, alineadas en una dirección (con una pequeña
dispersión angular). Se supone también que existe percolación entre dichas
pseudo�cadenas, las cuales forman estructuras columnares que conectan las
caras opuestas de la muestra de SEC, pero no hay percolacion en la dirección
perpendicular a las columnas. En otras palabras, las condiciones experimen-
tales utilizadas aseguran la condición de TEA.

Como se ha detallado en el Capítulo anterior, considerando dicha es-
tructura interna del material de relleno en los sistemas SEC, al ubicar una
muestra de dicho material entre dos electrodos de oro metálico, la resis-
tencia eléctrica de dicho sistema tiene tres componentes principales: (i) la
resistencia eléctrica asociada con el tuneleo electrónico entre dos regiones
conductoras separadas por una capa aislante (matriz polimérica), Rtunnel,
(ii) la resistencia eléctrica de cada una de esas regiones conductoras, RCR, y
(iii) la resistencia de contacto eléctrico entre las regiones conductoras y los
electrodos de oro, RE−CR.

Así, extendiendo el modelo desarrollado en el Capítulo anterior para in-
cluir el efecto de un campo magnético externo, la resistencia eléctrica de las
muestras de SEC ubicadas entre dos electrodos metálicos puede describirse
en términos circuitales mediante una expresión sencilla, que corresponde a
un circuito equivalente de N resistencia en paralelo. En efecto, a partir de
las expresiones (8.1) y (8.5) resulta:

R (Pmec, H) =
n− 1

N
Rtunnel +

n

N
RCR +

2

N
RE−CR (9.1)

donde H es el campo magnético aplicado, Pmec es la tensión mecánica unia-
xial aplicada, N es el número de estructuras columnares de relleno que co-
nectan los electrodos y n es el número de regiones conductoras en cada una
de dichas estructuras columnares. De esta forma, se tienen n − 1 regiones
de tuneleo (tunnel steps) en cada una de esas estructuras columnares. En el
formalismo desarrollado en este Capítulo se supondrá que la reorganización
del relleno por aplicación de H no modi�ca a N ni a n.

En particular, para el sistema SEC de referencia, Fe3O4[Ag]-PDMS 4.2 %
v/v, se ha estimado N = 660± 50 mediante microscopía SEM, mientras que
se ha recuperado el valor n = 98 ± 9 mediante el modelado de la respues-
ta piezoresistiva (véase el Capítulo 8 para más detalles). Por lo dicho en
el Capítulo 8, debe quedar claro que N depende del área de la muestra de
SEC analizada, A, mientras que n depende de la longitud (espesor) de di-
cha muestra de SEC a tensión nula, Lo. En particular, para las mediciones
realizadas sobre el SEC de referencia, A = 0.8 cm2 y Lo = 2.5 mm. De-
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be quedar claro también que N no es el número de pseudo�cadenas sino el
número de columnas percolantes (cada una de ellas formada por numerosas
pseudo�cadenas).

En este punto es importante mencionar que no se espera que un meca-
nismo basado en la rotación y alineamiento de las pseudo�cadenas inducido
por aplicación del campo magnético H brinde una descripción apropiada
para la respuesta magnetoresistiva del material SEC. En primer lugar, para
sistemas en régimen superparamagnético, el momento magnético neto indu-
cido por H en cada pseudo�cadena, µ, es paralelo a H. Un incremento de
H no modi�ca la dirección de µ, que permanece siempre paralelo a H. Por
lo tanto, el torque entre H y µ es nulo, y no existe fuerza impulsora para
la rotación de las estructuras pseudo�catenarias bajo la aplicación de H en
el régimen superparamagnético. En segundo lugar, para sistemas con relle-
nos en estado magnético bloqueado (como ser materiales ferromagnéticos),
donde puede presentarse un torque no nulo, no resulta trivial que una rota-
ción y alineación de las pseudo�cadenas bajo la aplicación de H produzca
una disminución de la distancia entre dos pseudo�cadenas consecutivas. Mas
aún, suponer una situación en que los centros de rotación de las dos regio-
nes conductoras consecutivas catenarias no están perfectamente alineados,
es decir que la recta que une dichos puntos no sea paralela a la dirección de
Hcuring. En ese caso, una posterior re�alineación por acción de un H externo
aumenta la distancia de tuneleo electrónico entre las regiones conductoras,
disminuyendo la conductividad, lo cual es contrario a lo observado experi-
mentalmente. Esta disminución en la conectividad efectiva ha sido reportada
en numerosos estudios experimentales y teóricos [63, 193, 204, 205].

La in�uencia del campo magnético sobre cada uno de los términos de la
Ec. (9.1) se evalúa a continuación.

9.2.1.1. Resistencia de contacto eléctrico entre las regiones con-

ductoras y los electrodos
(

2
NRE−CR

)
Los electrodos metálicos utilizados habitualmente (compuestos princi-

palmente por oro) no se magnetizan por aplicación de H. Por lo tanto su-
pondremos en el presente formalismo que la resistencia eléctrica por con-
tacto electrodo/pseudo�cadena no cambia por aplicación de un campo mag-
nético externo. Luego, el valor de RE−CR en las condiciones de medición
de la respuesta magnetoresistiva puede estimarse utilizando del modelo de
Holm [165�170]. Por ejemplo, en el caso particular del SEC de referencia
(Fe3O4[Ag]�PDMS), haciendo uso de la resistividad eléctrica del relleno, la
resistividad eléctrica de los electrodos, el diámetro medio de las pseudo�
cadenas y la dureza del relleno se estima 2

NRE−CR ∼ 10−4Ω. El cálculo
detallado de dicha magnitud puede consultarse en la Sección 8.2. Este resul-
tado se generaliza para todo material de relleno, de forma tal que el modelo
supone que la resistencia por contacto no tiene contribución apreciable a la
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respuesta magnetoresistiva del SEC.

9.2.1.2. Resistencia eléctrica de las regiones conductoras de re-

lleno
(
n
NRCR

)
El siguiente paso es evaluar la contribución de RCR a R y también la

posible dependencia de RCR con H. RCR es la resistencia eléctrica de cada
región conductora (agregado de micropartículas de relleno) dentro de una
pseudo�cadena. Como se ha desarrollado en el Capítulo 8, cada uno de esos
agregados está separado del siguiente por una capa de polímero. Dentro de
un agregado, una partícula de relleno puede estar en contacto directo con
otra partícula o estar separado de ésta. En el caso del SEC de referencia, la
resistencia RCR representa la resistencia de un agregado de micropartículas
de Fe3O4[Ag] dentro de una pseudo�cadena. Para dicho sistema, la represen-
tación del �ujo eléctrico a través de un único agregado corresponde al salto o
tuneleo de electrones desde regiones de elevado contenido de plata metálica
en la micropartícula A a regiones análogas en otra micropartícula B. Esas
regiones en las micropartículas A y B se suponen en contacto cercano sin
capa polimérica entre ellas. Por ello, resulta razonable esperar los siguiente:
(i) la distancia efectiva para el salto o tuneleo de electrones entre esas mi-
cropartículas no varía cuando un campo magnético H es aplicado. De esta
forma, no se espera que se presenten deformaciones elásticas o plásticas de
la regiones de contacto entre micropartículas de relleno como consecuencia
de tensiones magnéticas inducidas por H con in�uencia sobre RCR, y (ii)
los efectos magnetoresistivos debido a la polarización de espines electrónicos
tampoco son relevantes pues las partículas A y B no son distinguibles.

Este último efecto, la polarización de espines electrónicos merece parti-
cular atención. Existen publicaciones respecto a efectos de polarización de
espines en sistemas en estado superparamagnético [206] y algunos para nano�
compositos [207�212]. Este fenómeno puede ocurrir entre dos partículas si el
grado de polarización de espines electrónicos es diferente (ensamble heterogé-
neo o heterogeneous junction). La idea elemental del mecanismo involucrado
es la siguiente. Primero, es bien conocido de la Espintrónica que la barrera
de tuneleo electrónico desde una partícula A a otra partícula B disminuye
cuando decrece la diferencia de polarización de espines entre ambas dado
que el tuneleo electrónico es favorecido cuando los electrones no cambian su
estado de espín. Puesto que el campo magnético H tiende a polarizar los
espines electrónicos, entonces, si A y B presentan naturaleza físico�química
diferente, la eventual diferencia de polarización de espines entre ambas de-
be decrecer con H, con la consecuente disminución de la barrera de tuneleo
electrónico y disminución de RCR. Para que dicho mecanismo tenga lugar,
es necesario tener diferente polarización de espines electrónicos entre A y B,
que no es el caso del SEC bajo estudio, dado que las micropartículas A y
B son indistinguibles desde el punto de vista de su composición química y
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características morfológicas. Luego, no se esperan efectos de polarización de
espines electrónicos dependientes de H sobre la conducción eléctrica puesto
que no se trata de un ensamble heterogéneo. Sería posible que A y B se
vieran �distintas� en caso de que hubiera diferencias en defectos super�cia-
les, los cuales indujeran una asimetría. Pero dichos defectos son aleatorios y
promedian cero cuando se consideran a lo largo de caminos de migración de
electrones a través de una número estadísticamente alto de partículas (del
orden de 105, como se vio en el Capítulo 8).

En resumen, por las consideraciones arriba mencionadas, no se incluyen
en el presente modelo posibles efectos de magnetoresistencia sobre RCR. De
todos modos, dicha hipótesis se exploró para el relleno de micropartículas de
Fe3O4[Ag] por medición de la conductividad eléctrica de dicho material (pol-
vo) bajo diferentes compresiones mecánicas y campos magnéticos mediante
el dispositivo descrito en la Sección 2.5, y esquematizado nuevamente en la
Figura 9.1�c para facilitarle al lector la interpretación de los resultados. Las
curvas corriente�potencial (I-V ) características de la Figura 9.1�a muestran
que la respuesta eléctrica del polvo de Fe3O4[Ag] es óhmica para todas las
compresiones mecánicas aplicadas. La resistencia eléctrica decrece cuando
el polvo es comprimido [ver Figuras 9.1�a y b]. Ésto puede justi�carse en
términos de la formación de caminos percolativos a través de los cuales la
corriente eléctrica puede �uir desde un electrodo al opuesto [31, 34]. Durante
la descompresión del polvo, la resistencia eléctrica aumenta, pero permanece
a valores bajos, posiblemente debido a la deformación plástica de carácter
irreversible durante la compresión [34]. En las Figuras 9.1�a y b se obtienen
las mismas curvas independientemente del campo H aplicado.

La Figura 9.1�d muestra que la aplicación de un campo magnético ex-
terno no modi�ca la resistividad eléctrica del polvo de relleno para ninguna
de las compresiones utilizadas, como se esperaba en base a las consideracio-
nes discutidas mas arriba. Es decir, no se esperan contribuciones del término
n
NRCR al efecto magnetoresistivo ni tampoco se los incluyen en el formalis-
mo aquí descrito. Esta suposición se generaliza para cualquier tipo de relleno
utilizado. Notar también que su contribución a la resistencia eléctrica total,
R, puede obtenerse a partir del modelado de la respuesta piezoresistiva (ver
Capítulo 8), obteniéndose el valor n

NRCR ∼ 0.5Ω para el caso de Fe3O4[Ag]
en PDMS. En otras palabras, en este modelo la resistencia de cada región
conductora, RCR, se considera independiente H, y su contribución a la resis-
tencia eléctrica total es obtenida del modelado de la respuesta piezoresistiva.
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Figura 9.1: (a) Curvas característica I-V para el relleno Fe3O4[Ag] para
diferentes compresiones aplicados. (b) Resistencia eléctrica del relleno en un
ciclo de compresión�descompresión. (c) Esquema del sistema experimental
utilizado para la medición del efecto de la tensión y el campo magnético
sobre la conductividad del polvo Fe3O4[Ag]: (a) electrodos de cobre, (b)
polvo muestra, (c) molde contenedor de resina acrílica. (d) Efecto del campo
magnético sobre la resistencia eléctrica del relleno a diferentes compresiones.
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9.2.1.3. Contribución principal al efecto magnetoresistivo (Rtunnel)

Basados en el análisis realizado, el modelo desarrollado supone que la
principal contribución al efecto magnetoresistivo reside en Rtunnel. En el
Capítulo 8 se mostró que para la correcta descripción del tuneleo electrónico
a través de dos super�cies hemi�esféricas (correspondientes a la cabeza y
cola de dos regiones conductoras) es necesario aplicar una generalización
del formalismo de Simmons [182] para dicha topología. Esta generalización
permite obtener la expresión (8.13), que carece de solución analítica.

En principio, dos parámetros de la Ec. (8.13), ϕ y x, pueden ser in�uen-
ciados por H. De todas maneras, el eventual efecto de H sobre ϕ debe estar
asociado a efectos de polarización de espines electrónicos, que son desestima-
dos en base a la discusión en la Sección previa: no se esperan dichos efectos
puesto que no hay hetero�junctions en los material SEC y, de hecho, no se
observa in�uencia de H en la conductividad eléctrica del polvo de relleno
(Figura 9.1). Es de destacar también que en el SEC de referencia la aplica-
ción de un campo magnético externo perpendicular al �ujo eléctrico (esto
es, perpendicular a la dirección de orientación preferencial de las estructu-
ras columnares de relleno) no ejerce ningún efecto magnetoresistivo [18]. En
este caso, la aplicación del campo magnético también polariza los espines
electrónicos [213�215], pero no se observan cambios de R con H. Este hecho
está en concordancia con la hipótesis de despreciar los efectos de polariza-
ción de espines en los sistemas SEC. En base a todas estas consideraciones,
el presente modelo supone que ϕ es independiente de H.

De esta forma, el efecto magnetoresistivo se incorpora a través de la de-
pendencia de x, la separación media entre regiones conductoras, con H. Nos
referiremos a este fenómeno como acoplamiento magneto�elástico. Los con-
ceptos detrás de este fenómeno se presentan a continuación. Al aplicar un
campo magnético externo, las regiones conductoras dentro de una pseudo�
cadena de relleno se magnetizan, generando una interacción magnética atrac-
tiva entre ellas. Esta interacción reduce la distancia x, hasta igualar la fuerza
elástica asociada a la compresión de la capa aislante de polímero que separa
las regiones conductoras interactuantes. Así, por aplicación de H se obtiene
un cambio en la separación entre las regiones conductoras. Matemáticamente,
se propone x = x (M), con M la magnetización de las regiones conductoras.
En este sentido, la fuerza magnética actúa en forma análoga a un campo
de fuerza mecánica. Bossis y colaboradores [35] se re�eren a este fenómeno
como presión magnética o tensión magnética tratándolo como una tensión
mecánica. Luego, consideraremos que la tensión total en una dada dirección
(en particular la dirección de orientación preferencial del relleno en el SEC),
P , en una muestra sometida a tensión externa mecánica y a un campo mag-
nético externo H tiene dos componentes: la tensión mecánica, Pmec, y la
tensión magnética, Pmag. En estudios de la magnetoresistencia de sistemas
SEC, la tensión mecánica en dirección de orientación del relleno, Pmec, se
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mantiene constante en un valor arbitrario, P ? (véase Sección 2.4). Es decir,
Pmec = P ? = constante:

P = Pmec + Pmag = P ? + Pmag (9.2)

Bajo la aplicación de P ? y en ausencia de Pmag, la longitud de la muestra
de SEC en la dirección de P ? es referida como L?. Luego, la subsecuente
aplicación de H en dicha dirección produce una magnetización en el relleno
M que genera una tensión adicional, que corresponde a la tensión magnética
en esa dirección (Pmag). Pmag representa el cambio en la tensión total: la
tensión sobre la muestra es P ? en ausencia de H y cambia a P ? + Pmag
cuando se aplica un campo externo H. La aparición de Pmag induce un
cambio en la longitud macroscópica del sistema en dicha dirección L: L =
L (Pmag). Esa deformación magneto�elástica puede, o no, ser observable a ojo
desnudo dependiendo del sistema bajo estudio y las condiciones de contorno
impuestas.

yo y*
y(P*+Pmag)

P* P* Pmag

H

a b c

Figura 9.2: (a) Muestra macroscópica de matriz polimérica sin relleno de
forma prismática rectangular de longitud yo ubicada entre dos piezas mag-
netizables de peso despreciable (color rosado). (b) Si se aplica sobre dicho
sistema una tensión mecánica arbitraria Pmec = P ? el bloque elastomérico
reduce su espesor a y?. (c) Si se magnetizan las piezas de los extremos, se
inducirá una tensión magnética Pmag. En esta situación la tensión total sobre
el bloque polimérico será P = P ?+Pmag, y su longitud (espesor) se reducirá
a y(P ? + Pmag).

Para �jar ideas, consideremos ahora una muestra macroscópica de matriz
polimérica sin relleno de forma prismática rectangular de longitud yo ubicada
entre dos piezas magnetizables de peso despreciable (Figura 9.2�a). Como
se describe en la Sección 8.2.2 y, en mayor profundidad, en el Apéndice C, la
dependencia de y con la tensión aplicada en dirección longitudinal, P , puede
ser parametrizada mediante diferentes modelos: la ley de Hooke (dependen-
cia lineal de y y P ), Neo�Hooke (dependencia cuadrática), ley exponencial
(Hooke diferencial) y el modelo de Moonley�Rivlin, entre otros. El modelo
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de Hooke y Neo�Hooke se aplican en el rango de deformaciones relativa-
mente pequeñas (menores a 10 %, típicamente) y no ajustan bien las curvas
deformación�tensión mecánica de nuestra matriz elastomérica, PDMS. Por
esa razón la ley de Hooke y le modelo de Neo�Hooke no son considerados
en el presente modelo. El modelo de Mooney�Rivlin requiere un parámetro
de ajuste adicional y se utiliza en un intervalo mas extendido de deforma-
ciones (ver, por ejemplo, en el Capítulo 8). De esta forma, se opta por una
descripción del comportamiento elástico de la matriz elastomérica (PDMS)
mediante la ley diferencial:16

dy

y
= −dP

E
(9.3)

donde E es el modulo de Young de la matriz polimérica sin relleno y P la
tensión total aplicada.

Supongamos que se aplica sobre dicho sistema una tensión mecánica ar-
bitraria Pmec = P ?. Sea y? la longitud del bloque elastomérico bajo dicha
tensión (Figura 9.2�b). Si se magnetizan las piezas de los extremos por apli-
cación de un campo magnético externo arbitrario, se inducirá una fuerza
magnética entre dichas piezas. Consecuentemente se ejercerá una tensión
adicional arbitraria (de naturaleza magnética) sobre el bloque elastomérico,
Pmag. De esta forma, la tensión total arbitraria sobre el bloque polimérico
será P = P ? + Pmag, con y(P ? + Pmag) la longitud del bloque polimérico a
esa tensión total (Figura 9.2�c).

Integrando la expresión 9.3 bajo las condiciones de contorno y? ≡ y(P =
P ? = Pmec), es decir Pmag = 0, e y ≡ y(P ) ≡ y(P ? + Pmag) resulta:

y

y?
= exp

(
−Pmag

E

)
(9.4)

Siguiendo el mismo razonamiento que en la Sección 8.2.2, se relacionan
Pmag y x mediante la suposición de la deformación afín (a�ne assumption):

x

x?
=

y

y?
(9.5)

donde x? es la distancia media (microscópica) entre regiones conductoras
a magnetización nula. Por lo descrito mas arriba, bajo esta condición, la
tensión magnética es nula en x?. Con lo cual se obtiene: x? ≡ x(Pmec =
P ?,Pmag = 0).

En resumen, x en la Ec. (8.13) (modelo de Simmons del tuneleo electró-
nico generalizado) se relaciona con Pmag a través de las Ecuaciones (9.4) y
(9.5).

16El lector encontrará mas detalles de dicha expresión en el Apéndice C y referencias
relacionadas.
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Por último, queda considerar la dependencia de Pmag con H. La fuerza
magnética entre dos regiones tridimensionales puede ser aproximadamente
considerada como directamente proporcional al producto de los momentos di-
polares magnéticos de dichas regiones magnéticas e independiente de la sepa-
ración entre ambas regiones si la separación entre ellas es muy pequeña com-
parado con el tamaño medio característico de dichas regiones [42, 216, 217].
Ese es precisamente el caso de los sistemas SECs considerados aquí. En efec-
to, se ha mostrado en el Capítulo 8 que la separación media entre regiones
conductoras, x, está en el orden de unos pocos nanometros mientras que el
tamaño medio de dichas regiones es está en el orden de los micrones. Por lo
tanto, consideraremos a la fuerza magnética entre las regiones conductoras
del SEC como independiente de x y proporcional al producto de los momen-
tos dipolares magnéticos de dichas regiones. Considerando a esas regiones
con igual volumen medio y dado que el momento magnético dipolar es pro-
porcional a la magnetización del material de relleno por unidad de volumen,
M (H), puede escribirse:17

Pmag = M̂2(H)

(
Ms

2

Λ

)
(9.6)

donde Λ es una constante geométrica�morfológica, Ms es la magnetización
de saturación del material de relleno y M̂ es la magnetización normalizada
del relleno por unidad de volumen (M̂ = M (H)/Ms; con −1 ≤ M̂ ≤ 1).

De esta manera, de las Ecuaciones (9.4)�(9.6), se obtiene la dependencia
de x con H:

x(H) = x? exp

(
−M̂

2(H)

K

)
(9.7)

donde K ≡ ΛE
M2
s
es una constante ajustable dependiente del sistema SEC

bajo estudio. Notar que el parámetro K juega en Pmag un rol análogo al

17Estrictamente, M es función del campo magnético local. El campo magnético local
sobre la región conductora i-ésima, Hlocal,i, es una función del campo magnético externo
y del campo magnético inducido por las otras regiones conductoras magnetizadas. Bajo la
suposición de superposición lineal, la magnetización de la región conductora i-ésima puede
expresarse vectorialmente como:

mi = viMi (Hlocal,i)

con Hlocal,i = H+
∑
j 6=iHij y dirección

m̂i = M̂s =
H+

∑
j 6=iHij∣∣∣H+

∑
j 6=iHij

∣∣∣
donde Hij es el campo magnético inducido por la región conductora j-ésima sobre la
región conductora i-ésima. El cálculo detallado del campo local requiere cálculos iterativos
de elevado costo computacional [42]. En el modelo presentado aquí no se consideran los
efectos del campo magnético inducido por el relleno magnetizado.
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del módulo de Young en Pmec: para un dado Pmag, mayores valores de K
implican menores deformaciones. Cabe resaltar aquí que x toma el valor x?

para H = 0 en el caso de rellenos bajo régimen superparamagnético [pues
para dichos rellenos M (H = 0) = 0]. En cambio, si se utiliza un relleno
bloqueado magnéticamente, como se verá mas adelante, x toma el valor
x? para H = ±Hc, siendo Hc el campo coercitivo del material de relleno
[pues para dichos rellenos M (H = ±Hc) = 0]. La expresión x(H) provista
por la Ec. (9.7) es usada en la Ec. (8.13) para predecir la dependencia de
Rtunnel con H. Dado que los parámetros N , n, RE−CR y RCR se consideran
independientes de H en el presente modelo, se obtiene la siguiente expresión
para la magnetoresistencia porcentual:

MR% (H) ≡
[
R (P ?, H)−R (P ?, H = 0)

R (P ?, H = 0)

]
× 100

=

[
Rtunnel (P

?, H)−Rtunnel (P ?, H = 0)

R?o

]
× 100

(9.8)

donde R?o ≡ R (P ?, H = 0)

En base a lo desarrollado, resulta evidente que el presente modelo requiere
la determinación de la curva de magnetización del material de relleno,M (H),
y luego ajustar los resultados experimentales de MR% (H) para obtener los
dos parámetros de ajuste: (x?γ) y K. Los casos de sistemas SEC con rellenos
bloqueado magnéticamente (que presentan histéresis magnética) se discuten
en forma separada en secciones subsiguientes.

9.3. Resultados y discusión

9.3.1. Comportamiento experimental magnético y magneto-
resistivo del material SEC de referencia (Fe3O4[Ag]�
PDMS)

Para materiales bajo el estado superparamagnético las curvas de mag-
netización normalizadas, M̂ (H), generalmente son descritas adecuadamente
mediante la función de Langevin, L (H) [218]:

M̂ (H) = L (H) = coth
(
Ĥ
)
− 1/Ĥ (9.9)

donde el campo magnético reducido se de�ne como Ĥ ≡ H/H‡ y H‡ es un
campo magnético característico, especí�co para cada material y temperatura
de trabajo.

Para el SEC de referencia, las partículas de relleno (micropartículas de
Fe3O4[Ag]) siguen el comportamiento dado por la Ec. (9.9), como se muestra
en la Figura 9.3. En dicha Figura, la línea continua corresponde al ajuste de
M (H) = M̂ (H)Ms, usando la Ec. (9.9). A partir de este ajuste se obtienen
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los parámetros H‡ = (420±9) Oe yMs = (71.0±0.4) kA.m−1. Notar que la
convergencia de los datos experimentales hacia una dependencia lineal deM
con H (en lugar de un plateau) para campos magnéticos grandes positivos
o negativos indican cierto componente paramagnético, asociado a la plata
metálica, que representa una pequeña contribución y no es tomada en cuenta
en el presente análisis.

Figura 9.3: Curva de magnetización del relleno Fe3O4[Ag] a 25◦ C. La línea
continua corresponde al ajuste realizado mediante la expresión (9.9).

En los experimentos de magnetoresistencia, la tensión mecánica uniaxial
en la dirección de la corriente eléctrica (dirección de orientación preferencial
de las pseudo�cadenas) se mantiene siempre �jo en un valor arbitrario (P ? ≈
75 kPa para el SEC de referencia). Cuando se aplica un campo magnético
en esa dirección, la resistencia eléctrica del sistema, R, cambia hasta su
estabilización, como se muestra en la �gura Figura 9.4�b. En esa Figura,
la línea continua corresponde al ajuste dado por un proceso de relajación
mono�exponencial:

MR% (H, t) =

[
1− exp

(
− t

τR

)]
MR%(H, t =∞) (9.10)

El tiempo de relajación magnetoresistivo característico observado, τR, es
dependiente de la magnitud del campo magnético aplicado, tomando típi-
camente valores cercanos a 3�5 segundos para el SEC de referencia. Los
experimentos realizados muestran que el valor de τR no es in�uenciado en
forma signi�cativa por factores instrumentales (ver Sección 2.4) sino que, en
cambio, parecen ser una propiedad física intrínseca del SEC. Más aún, τR
es similar al tiempo de relajación elástica característico para dicho SEC, τE ,
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asociado a la obtención de una tensión mecánica estable luego de aplicar una
dada deformación (ver Figura 9.4�a).

Figura 9.4: (a) Cambio de la tensión mecánica, Pmec, luego de la apli-
cación de una deformación �ja (30%) sobre el SEC de referencia. (b)
Cambio de la resistencia eléctrica del SEC de referencia, R, luego de
la aplicación de un capo magnético externo, H (expresado como cam-
bio en la magnetoresistencia porcentual). En ambos paneles la línea con-
tinua corresponde a un proceso de relajación mono�exponencial S (H, t) =
[S(H, t = 0)− S(H, t =∞)] exp (−t/τS)+S(H, t =∞) con S = tensión me-
cánica o MR%

Esta observación está en concordancia con el esquema físico simpli�cado
detrás del modelo aquí descrito: el campo magnético externo induce una
tensión mecánica que modi�ca las dimensiones macro y microscópicas de
la muestra (L y x, respectivamente), requiriendo un tiempo del orden de τE
para lograr la estabilización de propiedades tales como la resistencia eléctrica
R (relacionada con x) o las curvas tensión�deformación (relacionadas con
L). Así, la similitud experimental entre τR y τE está en concordancia con ese
esquema.

Se registraron los valores estabilizados de R para cada valor de H. La
magnetoresistencia porcentual, MR%, de�nida en la Ec. (9.8), se muestra
como función deH en la Figura 9.5. La línea continua en dicha Figura corres-
ponde al ajuste realizado mediante las ecuaciones constitutivas del modelo
descrito. La calidad del ajuste es muy buena (R2 = 0.997). De dicho ajuste
se recuperan los valores (x?γ) = (9.4±0.7) y K = 93±9. Dado que el mode-
lo supone que la barrera de potencial asociada al tuneleo electrónico, ϕ, no
es in�uenciada por H, el valor de γ para sistemas Ag�PDMS recientemente
reportado, γ = 10 nm−1 [193] puede ser utilizado como buena estimación.
Usando dicho valor, se estima x? ≈ 0.9 nm.
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Figura 9.5: Respuesta magnetoresistiva del SEC Fe3O4[Ag]-PDMS 4.2 % v/v.
La línea continua corresponde al modelo constitutivo dado por las expresio-
nes (9.1)�(9.9).

La magnitud de la deformación (strain) magnética microscópica máxima
alcanzable está dada por (1 − x/x?) para M̂2 = 1 (saturación de la mag-
netización). En nuestro modelo, dicho valor corresponde a 1 − exp(−1/K)

[ver Ec. (9.7) con M̂2 = 1]. Usando el valor recuperado K = 93, se predice
una micro�deformación magnética máxima de 1 % para el sistema SEC de
referencia [para campos magnéticos mucho mayores a H‡ = (420 ± 9) Oe].
Asociado a ésta magnitud, también puede estimarse la tensión magnética
máxima (Pmaxmag ) para M̂

2 = 1. El valor predicho es Pmaxmag = E/K. En parti-
cular, para materiales compuestos basados en PDMS se tiene E ≈ 700− 800
kPa, dependiendo del grado de entrecruzamiento [18, 219]. Así, para el SEC
de referencia se predice Pmaxmag ≈ 7− 9 kPa.

El aspecto concerniente a la deformación en el SEC de referencia cuando
se aplica Pmag se comenta a continuación. Bajo la suposición afín, la de-
formación microscópica de las capas poliméricas entre regiones conductoras
es igual a la deformación macroscópica de la matriz. Una deformación mi-
croscópica máxima de 1 % fue calculada (ver párrafo superior), es decir, una
matriz polimérica sin relleno debe comprimirse menos de 1 % si se aplica una
tensión mecánica de igual magnitud que la tensión magnética máxima. Dado
que el módulo de Young del SEC en la dirección de orientación preferencial
del relleno (dirección de aplicación de H), E‖, es mayor que el módulo de
Young de la matriz sin relleno, E, se esperan deformaciones aún menores
para el SEC [18, 19, 30, 198]. Por ejemplo, en el SEC de referencia L? ∼ 1
mm, por lo que dada las consideraciones arriba mencionadas, una deforma-
ción del orden de 10 µm ocurre a campos magnéticos grandes, la cual no es
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detectada cuando el SEC se ubica en el porta muestra correspondiente.

9.3.2. Simulaciones de la respuesta magnetoresistiva para
SECs en estado superparamagnético

Se ha mostrado que el mecanismo que gobierna la respuesta magneto-
resistiva de los sistemas SEC es el tuneleo electrónico entre regiones con-
ductoras de relleno cercanas, asociado a Rtunnel. Para ejecutar la simulación
de curvas de Rtunnel(H)/R?, con R? de�nido como R? ≡ Rtunnel(Pmec =
P ?, Pmag = 0) = Rtunnel(P

?,M = 0), se realizó un análisis simpli�cado me-
diante el modelo de tuneleo electrónico de Simmons en placas conductoras
planas paralelas [182]:

Rtunnel(x) ∝ x exp {γx} (9.11)

Si bien es una expresión simpli�cada, permite capturar la física fundamental
del problema. Con ello, el modelo desarrollado provee la siguiente expresión
simpli�cada:

Rtunnel
R?

= exp

{
x?γ

[
exp

(
−M̂

2 (H)

K

)
− 1

]
− M̂2 (H)

K

}
(9.12)

De esta manera, se evaluó el efecto deH‡,K y (x?γ) sobre Rtunnel(H)/R?

mediante la simulación de curvas usando la Ecuación (9.12) (Figura 9.6). Se
observar en la Figura 9.6�a que pueden lograse cambios de entre 50− 100 %
en Rtunnel/R?, según el valor de K, para campos moderados (H/H‡ ∼ 3).
Es decir, el modelo presentado predice respuesta magnetoresistiva alta aún a
campos moderados (en H = 1000 Oe ya se ven grandes cambios en la Figura
9.6�a).

Las simulaciones realizadas muestran que la sensibilidad en la respuesta
magnetoresistiva puede ser incrementada de varias maneras:

(i) Disminuyendo el valor de K, puesto que la sensibilidad al campo ex-
terno H decrece al aumentar el valor de K. La disminución de K
corresponde a mayores magnetizaciones de saturación del relleno Ms

(rellenos mas magnetizables inducen mayores Pmag) o bien menores E
(una matriz más blanda es más fácil de comprimir bajo un dado H).
Los valores de K usados para las simulaciones ejecutadas correspon-
den aMs en el intervalo 100−150 kA.m−1 (fácilmente alcanzable para
muchos materiales magnéticos) mientras que los valores de E están
asociados a caucho sintético y natural y a resinas epoxídicas [220].

(ii) Incrementando x?γ. Esencialmente, el parámetro x?γ actúa como mo-
dulador de la sensibilidad magnetoresistiva mediante dos mecanismos.



9.3. Resultados y discusión 139

0 3000 6000

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

4.4

10

25

50
100

K = 500

H  = 500 Oe
xå  = 10

R
tu

nn
el

 / 
R

å

H (Oe)

a b c
0 3000 6000

0.6

0.8

1.0

30

20

10

5

xå  = 0.5

H  = 500 Oe
K = 50

0 3000 6000
0.8

0.9

1.0

750

100

200
500

1250

H = 
2000 Oe

xå  = 10
K = 50

Figura 9.6: Curvas simuladas de Rtunnel/R? en función de H. (a) Efecto de
K con H‡ = 500 Oe y x?γ = 10. (b) Efecto de x?γ con K = 50 y H‡ = 500
Oe. (c) Efecto de H‡ con K = 50 y x?γ = 10.

El primero, asociado al factor x?, corresponde a la modulación geomé-
trica de dicha respuesta, mientra que el segundo, asociado al factor γ,
corresponde a la modulación física (intrínseca del fenómeno de tuneleo
electrónico mecánico�cuántico entre regiones conductoras de relleno).
De hecho, si x? � γ−1 (valores pequeños de x?γ) la conductividad
eléctrica es relativamente elevada (valores pequeños de R) y difícil de
modi�car por aplicación de un campo magnético externo: el material
permanece con elevada conductividad y se predice reducidos efectos
magnetoresistivos. Los valores usados en las simulaciones son accesi-
bles experimentalmente cambiando las condiciones de preparación del
SEC, modi�cando la naturaleza química del relleno y/o de la matriz y
modi�cando el valor de P ?.

Las curvas de Rtunnel(H)/R? obtenidas con nuestro modelo muestran un
punto de in�exión (ver Figura 9.6), cuya posición puede encontrarse fácil-
mente en forma numérica. Puede demostrarse con facilidad que dicho punto
de in�exión se mueve a valores menores de H para valores mayores de x?, ϕ
y Ms, y valores menores de E y H‡ (esto último se observa claramente en la
Figura 9.6�c).

La aplicación de H en la dirección opuesta da origen a una respuesta
magnetoresistiva simétrica, i.e. Rtunnel (H) = Rtunnel (−H) (no mostrada).
Esto es una consecuencia directa de la simetría del fenómeno de acopla-
miento magneto�elástico si el campo externo H es aplicado colinealmente
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a la dirección de orientación preferencial de las estructuras columnares de
relleno.

9.3.3. Extensión del modelo a sistemas con magnetización
bloqueada

El modelo puede ser extendido para predecir la respuesta magnetoresisti-
va de SECs anisotrópicos con estructuras columnares formadas por rellenos
en estado magnético bloqueado (es decir, aquellos que exhiben histéresis
magnética, e.g. ferromagnéticos) mientras no exista adhesión entre el relleno
y la matriz (ausencia de efecto Mullins [96�98]).

Como se demostrará mas adelante, usando rellenos magnéticamente blo-
queados se predice histéresis en la respuesta magnetoresistiva, consecuencia
de la histéresis magnética del relleno, a través de la dependencia de Rtunnel
con M̂ (H). Por esta razón, el primer paso es simular las curvas de magneti-
zación para rellenos donde la magnetización está bloqueada y luego utilizar
dichas curvas para simular la respuesta magnetoresistiva de los SEC formados
con estos rellenos en función de H. Pueden utilizarse muchos modelos para
describir las curvas de magnetización para estados bloqueados, M̂ (H), como
ser el modelo de Jiles�Atherton [221]. Otro modelo ampliamente utilizado
como función de ajuste para curvas de magnetización de estados bloqueados
es [222�224]:

M̂
(
Ĥ
)

=
2

π
tan−1

[(
Ĥ + ζ

)
tan

(
πΘ

2

)]
(9.13)

donde Mr es la magnetización remanente, Θ ≡ Mr/Ms es la cuadratura de
la curva de magnetización, Hc es el campo coercitivo, el campo magnético
reducido es Ĥ ≡ H/Hc y la magnetización reducida es M̂ ≡M/Ms (como se
de�nió anteriormente). La Ec. (9.13) supone implícitamente que la respuesta
de magnetización característica del relleno corresponde a un estado estacio-
nario. En dicha expresión, ζ = −1 si dH

dt > 0 y ζ = 1 si dH
dt < 0, es decir,

ζ = −1(+1) corresponde a la curva de magnetización (de�magnetización),
respectivamente. La Figura 9.7�a muestra curvas de magnetización simula-
das usando la Ecuación (9.13) para diferentes valores de Hc y valores �jos
de Ms y Θ, donde la línea continua (punteada) corresponde a ζ = −1(+1).
Esta notación se mantiene para las �guras siguientes. Puede observarse una
ampliación de dichas curvas en la Figura 9.7�b. La Figura 9.7�c muestra el
efecto de Hc sobre curvas simuladas Rtunnel/R? vs. H para sistemas SEC
cuyos rellenos presentan los ciclos de magnetización de la Figura 9.7�a. To-
das las curvas Rtunnel(H)/R? convergen asintoticamente al mismo valor R∞

R?

para H → ±∞, el cual, como en el caso de rellenos en estado superparamag-
nético, depende solamente de Ms, K y del parámetro energético�estructural
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(x?γ), y está dado por:

Rtunnel
R?

H→±∞−−−−−→ R∞
R?

= exp

{
x?γ

[
exp

(
− 1

K

)
− 1

]
− 1

K

}
(9.14)
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Figura 9.7: (a) Ciclos de magnetización simulados usando la Ec. (9.13) con
Ms = 100 kA.m−1, Θ = 0.3 y Hc = 500, 1000 y 2000 Oe. La linea sólida
corresponde a la magnetización, dH/dt > 0, y la punteada corresponde a la
de�magnetización, dH/dt < 0. (b) Ampliación del panel (a) que claramente
muestra que las curvas de M(H) presentan la misma remanencia, pero dife-
rente coercitividad. (c) Efecto de Hc sobre curvas simuladas de Rtunnel/R?

como función de H con K = 50, x?γ = 10, Ms = 100 kA.m−1, Θ = 0.3 y
Hc = 500, 1000 y 2000 Oe. (d) Ampliación del panel (c) donde las �echas
indican los máximos en H = ±Hc.

Por otro lado, notar que mientras los rellenos en estado superparamagné-
tico inducen un decrecimiento monótono de Rtunnel con H, el uso de rellenos
con magnetización bloqueada induce la presencia de un máximo absoluto en
dicha respuesta del SEC en función de H en ±Hc. La Figura 9.7�d ilustra un
ampliación de las curvas simuladas Rtunnel(H)/R?. Este comportamiento es
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una consecuencia del hecho que el modelo considera que Pmag(H) aumenta
con M̂2, por lo que Rtunnel es una función creciente de M̂2. Tomar en consi-
deración, por ejemplo, las curvas con ζ = −1 y H > 0 (H es incrementado).
En este caso, M̂2 = (Mr/Ms)

2 y Rtunnel/R? < 1 para H = 0. Luego M̂2

disminuye de M̂2 = (Mr/Ms)
2 en H = 0 a M̂2 = 0 en H = Hc, por lo que

Rtunnel/R
? ≤ 1 en el intervalo 0 ≤ H ≤ Hc. Cuando H = Hc, M̂2 = 0 y

Rtunnel/R
? = 1, el máximo valor. Si ahora H se incrementa por encima de

Hc se observa una inversión de la respuesta, ya que M̂2 aumenta nuevamente
con la consecuente disminución de Rtunnel/R?. Así, el efecto del aumento de
Hc es el corrimiento de la posición de la inversión del comportamiento de la
respuesta magnetoresistiva.

El efecto de la modi�cación de Θ en las curvas de magnetización del
relleno de ilustra en las Figuras 9.8�a y b. La variación de Rtunnel/R? vs. H
para esos casos se muestra en los paneles c-d [para valores �jos de K, (x?γ),
Ms y Hc]. El incremento de Θ en esas curvas implica el aumento de Mr y,
por lo tanto, de M̂(H = 0). Así, se observa que Rtunnel/R? se vuelve más
sensible a H cuando Θ (o Mr) aumenta, es decir, se observa una variación
más abrupta de la respuesta magnetoresistiva del SEC [|d(Rtunnel/R

?)/dH|
aumenta con Θ, excepto en H = ±Hc donde es nula, como se describió
anteriormente]. La respuesta converge al mismo valor, Rtunnel/R? ≈ 0.8, con
H → ±∞ puesto que dicho valor no depende de Θ.
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Figura 9.8: (a) Ciclos de magnetización simulados usando la Ec. (9.13) con
Ms = 100 kA.m−1, Hc = 2000 y Θ = 0.1, 0.2 y 0.5. (b) Ampliación del
panel (a) que claramente muestra que las curvas de M(H) presentan la
misma coercitividad, pero distinta remanencia. (c) Efecto de Θ sobre curvas
simuladas de Rtunnel/R? como función de H con K = 50, x?γ = 10, Ms =
100 kA.m−1, Hc = 2000 y Θ = 0.1, 0.2 y 0.5. (d) Ampliación del panel (c)
donde las �echas indican los máximos en H = ±Hc.
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La Figura 9.9�a muestra el efecto deK sobre curvas simuladasRtunnel/R?

en función de H para valores �jos de Ms, x?γ, Θ, Mr y Hc. La Figura 9.9�
b corresponde a una ampliación de dichas curvas donde, una vez mas, las
�echas indican los máximos en H = ±Hc. En este caso, como se predice a
partir de la Ec. (9.14), las curvas presentan diferente convergencia.
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Figura 9.9: (a) Efecto de K sobre curvas simuladas de Rtunnel/R? en función
de H con Ms = 100 kA.m−1, x?γ = 10, Θ = 0.3 (Mr = 30 kA.m−1) y
Hc = 2000 Oe. (b) Ampliación del panel (a) donde las �echas indican los
máximos en H = ±Hc.

Finalmente, la Figura 9.10�a muestra el efecto de (x?γ) en curvas simu-
ladas de Rtunnel/R? en función de H con valores �jo de Ms, K, Θ y Hc. La
Figura 9.10�b muestra una ampliación de las curvas simuladas donde, nue-
vamente, las �echas indican los máximos en H = ±Hc. Nuevamente, cada
curva converge a un valor distinto para grandes H.

Si sólo se considera la curva de magnetización a campos magnéticos posi-
tivos, se observan claramente un punto de in�exión y un máximo en H = Hc.
Tanto el punto de in�exión como el máximo se observan en el reporte recien-
temente publicado de Pang y colaboradores [44] para compositos preparados
con partículas ferromagnéticas de carbonil hierro, polvo de gra�to y ma-
triz poliuretánica. A modo de ejemplo basta con observar en dicho trabajo
la respuesta magnetoresistiva de los compositos MRP�60 y MRP�80 (con
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Figura 9.10: (a) Efecto de x?γ en curvas simuladas Rtunnel/R? en función de
H con Ms = 100 kA.m−1, K = 50, Θ = 0.3 (Mr = 30 kA.m−1) y Hc = 2000
Oe. (b) Ampliación del panel (a) donde las �echas indican los máximos en
H = ±Hc.

contenidos de carbonil hierro de 60 % y 80 % en peso, respectivamente).
Las simulaciones demuestran que los mayores cambios de resistencia a

campos moderados (H/Hc ≈ 1.5− 2) se logran al variar el parámetro K. La
principal in�uencia sobre la Mr está dada por dicho parámetro. Notar que
en nuestro modelo, K es el equivalente magnético a E para el caso mecánico.
Cuánto menor es K, el sistema tiene mayor respuesta magnetoresistiva, es
decir los cambios de conductividad son mayores para un H �jo.

•

En este Capítulo se caracterizó la respuesta magnetoresistiva del material
SEC de referencia y se extendió el formalismo desarrollado en el Capítulo 8
para modelar los resultados experimentales.

El presente modelo toma en cuenta las principales características con-
cernientes a la magnetoresistencia en sistemas SEC y ajusta muy bien los
resultados experimentales para el SEC de referencia. El modelo puede ser
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aplicado para sistemas con rellenos en estado superparamagnético o con es-
tado magnético bloqueado (e.g. ferromagnéticos). Para esa clase de sistemas,
el interrogante principal radica en los grandes efectos magnetoresistivos ob-
servados. La explicación propuesta por el modelo considera que el tuneleo
electrónico entre regiones conductoras de relleno es importante si: (a) la
magnetización del relleno (M) es su�cientemente elevada para generar una
tensión magnética moderada (Pmag), (b) Pmag es capaz de inducir una dis-
minución de la distancia microscópica de tuneleo (x), (c) esas distancias no
son muy pequeñas en comparación con la distancia característica de tune-
leo. Los aspectos (a) y (b) se relacionan con el parámetro K del modelo,
el cual se conecta con la capacidad de inducir una tensión magnética a tra-
vés de los parámetros Λ y Ms, como así también a elasticidad del material
deformable por esa tensión (módulo de Young de la matriz, E). El aspecto
(c) es característico del tuneleo electrónico: si la distancia de tuneleo es de-
masiado pequeña, la conductividad eléctrica es relativamente elevada y no
puede ser fácilmente modi�cada por fuerzas externas. El modelo incorpora
la física subyacente, el acoplamiento magneto�elástico, utilizando solo dos
parámetros: (γx?) y K. La conjunción de los factores mencionados conlleva
a que aún una disminución porcentual de solo 1 % en x puede inducir cerca
de 10 % de cambio en la respuesta magnetoresistiva dependiendo de (γx?),
mientras que para el mismo (γx?), una deformación microscópica cercana a
10 % genera un 60 % de cambio magnetoresistivo (véase Figura 9.6).

El modelo supone la condición de TEA (Anisotropía Eléctrica Total),
es decir, la existencia de conectividad (percolación) sólo en la dirección de
aplicación del campo magnético externo. Si la concentración de partículas
de relleno se encuentra en un intervalo que asegure dicha condición, no se
predicen grandes efectos de la concentración de relleno en la respuesta mag-
netoresistiva del SEC. En otras palabras, la concentración del relleno juega
un rol signi�cativo en la generación de los sistemas SEC con TEA, pero no
se predicen grandes efectos de la concentración si la condición de TEA se
conserva.
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Conclusiones Generales

Any physical theory is always
provisional, in the sense that it is only a
hypothesis: you can never prove it. No
matter how many times the results of

experiments agree with some theory, you
can never be sure that the next time the

result will not contradict the theory.

Stephen Hawking, A Brief History of
Time (1988)

En la presente Tesis se estudiaron diversos aspectos relacionados a la
conductividad eléctrica anisotrópica en Compositos Elastoméricos Estructu-
rados (SEC) donde el relleno se distribuye en forma de pseudo�cadenas con
una orientación preferencial.

En una primera etapa se exploró la aplicación de esos sistemas SEC en
la implementación de dispositivos funcionales. Se logró diseñar, fabricar y
caracterizar un prototipo de arreglo sensorial de tensión basado en el SEC
PDMS�Fe3O4[Ag], implementando electrodos que no alteran la respuesta del
material SEC y no deterioran la misma con el uso sucesivo. Las característi-
cas más importantes del sistema implementado son: (i) Capacidad de sensar
tensiones mecánicas (y, potencialmente, campos magnéticos sin necesidad de
cambiar nada en la instrumentación/transducción); (ii) la respuesta es fuer-
temente anisotrópica, o sea que depende de la dirección en que los campos
externos están aplicados sobre el arreglo, (iii) la respuesta a dichos estímu-
los es totalmente reversible. Además, todo el dispositivo presenta elevada
�exibilidad, como así también resistencia a la exposición al aire y a diversos
solventes orgánicos y soluciones acuosas.

Las características mencionadas nos llevaron en forma natural a explo-
rar las bases físicas que originan dichas propiedades en el SEC. El primer
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paso fue entonces evaluar el efecto de los parámetros estructurales caracte-
rísticos de los sistemas SEC mencionados sobre la probabilidad de exhibir
conductividad eléctrica apreciable únicamente en la dirección de orientación
preferencial del relleno (Anisotropía Eléctrica Total, TEA). En este marco,
de gran relevancia tecnológica en la implementación de dispositivos como
el descrito en el párrafo anterior, se utilizó un abordaje percolativo consi-
derando a las estructuras de relleno como segmentos de rectas, ejecutando
computacionalmente técnicas algorítmicas Monte Carlo.

Una de las conclusiones principales del estudio realizado es que resul-
ta necesario introducir anisotropía interna mediante una distribución angu-
lar anisotrópica de los objetos percolantes para alcanzar en forma efectiva
TEA, en concordancia con las observaciones experimentales. Asimismo, se
encontraron condiciones estructurales que aseguran elevadas probabilidades
de TEA en la preparación de los sistemas SEC estudiados. En este contexto,
se veri�có que existe una fuerte dependencia de la probabilidad de obtener
TEA con la dispersión angular de las pseudo�cadenas y se mostró que la lon-
gitud media de dichos objetos percolantes también juega un rol importante,
mientras que la dispersión en la longitud tiene poco efecto. Respecto a la
evaluación del efecto del tamaño del sistema percolativo, el modelo descrito
muestra que los sistemas estructurados, como los tratados aquí, pueden o
no presentar TEA dependiendo del tamaño de la muestra. Cabe mencionar
que el criterio geométrico�percolativo encontrado para la TEA es aplicable
también a sistemas geométricamente análogos con otros objetos unidimen-
sionales (nanotubos, nanovarillas, nanocables, etc.).

Posteriormente se desarrolló un modelo constitutivo que describe en tér-
minos circuitales la respuesta piezoresistiva de materiales SEC bajo la condi-
ción de TEA. El modelo desarrollado es de aplicación general para todos los
sistemas compuestos con estructura de relleno análoga a los SEC analizados.
En la presente Tesis se utilizó el SEC de referencia para realizar una conexión
conceptual entre las variables y parámetros teóricos del modelo y sus magni-
tudes observables experimentalmente. Los resultados obtenidos sugieren que
las pseudo�cadenas de relleno presentan múltiples separaciones (fragmenta-
ciones) internas y que el tuneleo electrónico a través de esas separaciones
constituye el mecanismo físico modulador de la respuesta piezoresistiva del
material. El modelo descrito permite evaluar en forma cuantitativa el efecto
de los parámetros microscópicos característicos del sistema SEC en el rango
dinámico de su respuesta piezoresistiva. En particular, los cálculos numéricos
realizados con�rman que al utilizar matrices poliméricas con mayor módulo
de Young se extiende el rango dinámico de tensiones mecánicas.

Finalmente, nos propusimos extender el formalismo anterior para brindar
una explicación detallada del mecanismo asociado a la respuesta magnetore-
sistiva de los material SEC anisotrópicos con rellenos conductores óhmicos
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magnéticamente activos.
El modelo toma en cuenta las principales características microscópicas

del sistema y ajusta muy bien los resultados experimentales para el SEC de
referencia. Asimismo, se incorpora en términos sencillos la física subyacente:
el acoplamiento magneto�elástico. La conjunción de los factores involucrados
conlleva a que, aún una disminución muy pequeña en la separación entre
regiones conductoras de relleno puede inducir respuestas magnetoresistivas
considerables, si la magnetización del relleno es su�cientemente elevada.

Queda claro entonces que el modelo basado en la in�uencia del acopla-
miento magneto�elástico sobre la probabilidad de tuneleo electrónico permite
predecir la respuesta del material frente tanto a tensiones mecánicas como
a campos magnéticos externos. Éste es un resultado central de la Tesis, ya
que permite interpretar y racionalizar las respuestas experimentales de los
sensores implementados.

Los conceptos adquiridos pretenden ser de utilidad a tecnólogos y ex-
perimentalistas en el desarrollo y optimización de materiales compuestos
estructurados y dispositivos a�nes.





Apéndice A

Teoría del Grupo de
Renormalización en el Espacio
Real

Eleganz sei die Sache der Schuster und
Schneider (Debemos dejar la elegancia a

los zapateros y sastres)

Ludwig Boltzmann

Resumen: Este Apéndice describe brevemente los fundamentos de
la Teoría del Grupo de Renormalización en el Espacio Real aplicada a
sistemas percolativos.

A.1. Generalidades

En el Capítulo 4 focalizamos nuestro interés en evaluar la dependencia de
los parámetros característicos de un sistema percolativo con el tamaño de és-
te. El marco teórico más abarcativo que puede utilizarse para éste �n se basa
en la Teoría del Grupo de Renormalización en el Espacio Real (RSRGT, por
sus siglas en inglés), que consta de examinar las cantidades físicas cerca del
punto crítico y probablemente sea uno de los métodos mas importantes desa-
rrollados en física teórica de los últimos treinta y cinco años. Kenneth Wilson
fué galardonado en 1982 con el Premio Nobel en Física [133, 225�228] por
su contribución en el desarrollo del Método del Grupo de Renormalización.
Si bien en sus comienzos este método fue aplicado en la Termodinámica de
las transiciones de fase, es relativamente sencillo introducirlo en el contexto
de transiciones de percolación.
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Para introducir dicho método, abordaremos su aplicación en la estima-
ción de los parámetros críticos. Consideremos una fotografía de una con�gu-
ración de un sistema de percolación de sitios generada para una fracción de
ocupación p = p0 < p∞. Si observamos la fotografía desde distancias muy
lejanas no podremos distinguir los sitios ocupados de aquellos adyacentes y,
por lo tanto, no observaremos los grupos formados por un único sitio. Ade-
más, las �ramas� que se desprenden de los clusters y los pequeños �puentes�
que conectan grandes regiones ocupadas se pierden en dicha visualización.
De esta forma, la con�guración obtenida a p0 < p∞ observada en forma
distante se comporta como una con�guración generada a un valor p1 < p0.
Eventualmente, si seguimos alejándonos de la fotografía, no seremos capaces
de distinguir ninguno de los clusters y la fotografía parecerá asociada a una
con�guración generada a una fracción nula de sitios ocupados, es decir p = 0.
¾Qué se observaría si nos alejamos de una fotografía de una con�guración
generada con p0 > p∞? Podemos usar el mismo razonamiento para deducir
que solo observaríamos pequeñas regiones de sitios desocupados. A medida
que nos alejamos de la fotografía, esos espacios se vuelven menos discernibles
y la con�guración aparentará tener un mayor porcentaje de su área ocupada,
es decir, la fotografía parecerá asociada a una con�guración generada a un
valor de p = p1 mayor que p0. Eventualmente, si seguimos alejándonos, la
fotografía parecerá asociada a una con�guración generada a una fracción de
sitios ocupados unitaria, es decir p = 1. En el marco de RSRGT los valores
p = 0 y p = 1 se denominan puntos �jos triviales [107, 229].

¾Qué se observaría si repetimos este procedimiento para p0 = p∞? Como
se mencionó en la Sección 4.2.1, en el umbral de percolación se observan las
mismas propiedades sin importar cuál es la escala de observación utilizada.
Luego, la fotografía parecerá la misma (aunque obviamente mas pequeña) sin
importar cuánto nos alejemos de ella. Es ese sentido el valor p∞ es especial,
y es denominado punto �jo no trivial [107, 229].

Consideremos ahora modi�car la con�guración en una forma que emu-
le el alejarnos de la fotografía. Sea una red cuadrada que particionamos en
celdas o bloques cubriendo todo el entramado. Si miramos la red desde una
perspectiva tal que los sitios en una celda se combinan para dar un nuevo
supersitio o sitio renormalizado, entonces la nueva red tiene la misma sime-
tría que la red original y al reemplazar las celdas por los nuevos sitios se
cambia la escala de longitudes -todas las distancias son ahora mas pequeñas
en un factor de b, donde b es la dimensión lineal de la celda, es decir que la
celda se compone de b× b sitios-. Entonces, el efecto de la �renomalización�
es reemplazar cada grupo de sitios por un sitio renormalizado. ¾Cómo deci-
dimos si el sitio renormalizado está ocupado o no? Dado que deseamos que
el sitio renormalizado preserve las características principales del entramado
original (su simetría y su conectividad), se considera que el sitio renoraliza-
do está ocupado si el grupo original de sitios presenta percolacion (bajo la
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regla de percolación elegida). El efecto de efectuar una transformación de
renormalización sobre con�guraciones típicas de percolación para valores de
p por debajo y encima de p∞ se muestran en las Figuras A.1 y A.2, respec-
tivamente, bajo la regla de percolación vertical. En ambos casos, el efecto

Figura A.1: Con�guración de percolacion de sitio generada a p = 0.5 < p∞.
La con�guración original fue renormalizada tres veces por transformación de
celdas de cuatro sitios en un nuevo super�sitio. El efecto de una transforma-
ción adicional generaría un único sitio desocupado.

de las renormalizaciones sucesivas provocan el alejamiento respecto del valor
p∞. Podemos ver que para p = 0.7, el efecto de las trasformaciones genera
el desplazamiento hacia p = 1. Para p = 0.5, el efecto de las trasformaciones
genera el desplazamiento hacia p = 0. Notar que, al tratarse de un sistema
percolativo �nito, no somos capaces de continuar la transformación de renor-
malización en forma inde�nida. El Método del Grupo de Renormalización
permite no solo estimar p∞, sino también otros parámetros críticos, como
ser el exponente crítico ν.

A continuación se presenta un Método del Grupo de Renormalización
para estimar p∞ siguiendo la metodología descrita por Reynols y colabora-
dores [123]. Partamos de la aproximación de que cada celda (conjunto de
sitios) es independiente de todas las otras y está caracterizada solamente
por la probabilidad p′ de que la celda esté ocupada. La transformación de
renormalización entre p y p′ re�eja el hecho que la física básica de la per-
colación es la conectividad, dado que de�nimos la ocupación de una celda
solo si contiene un conjunto de sitios que percolan en la celda según la regla
de percolación elegida. Si los sitios están ocupados con una probabilidad p,
entonces la celda estará ocupada con una probabilidad p′, donde p′ es dada
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Figura A.2: Con�guración de percolación de sitio generada a p = 0.7 > p∞.
La con�guración original fue renormalizada tres veces por transformación de
celdas de cuatro sitios en un nuevo super�sitio. El efecto de una transforma-
ción adicional generaría un único sitio ocupado.

por la transformación de recursión o relación de recursión de la forma

p′ = R(p). (A.1)

La cantidad R(p) es la probabilidad total de que los sitios formen un camino
percolativo. Para �jar ideas, consideremos la Figura A.3, que muestra las
siete con�guraciones (verticalmente) percolantes en una celda con b = 2. La
probabilidad de que el sitio renormalizado esté ocupado está dada por la
suma de las probabilidades de todas las con�guraciones percolantes:

p′ = R(p) = p4 + 4p3(1− p) + 2p2(1− p)2. (A.2)

En general, la probabilidad p′ de los sitios ocupados renormalizados es di-
ferente a la probabilidad de ocupación p de los sitios originales. Por ejemplo,
supongamos que iniciamos con p = p0 = 0.5. Luego de una sola transfor-
mación de renormalización, el valor obtenido para p′ a partir de (A.2) es
p1 = p′ = R(p0) = 0.44. Si repetimos in�nitamente esa transformación, lle-
garemos a p = 0 (uno de los puntos �jos triviales previamente descritos).
Para encontrar el valor del umbral de percolación p∞ debemos encontrar el
valor p∗ = p tal que

p∗ = R(p∗) (A.3)

De las expresiones (A.2) y (A.3) resulta p∗ ∈ {0, 1, 0.61804}. Los dos prime-
ros valores corresponden a los puntos �jos triviales, mientras que el tercero



A.2. Escalado de la probabilidad de percolación 155

Figura A.3: Las siete con�guraciones (verticalmente) percolantes en una cel-
da con b = 2.

corresponde a nuestra estimación del umbral de percolación (que debe ser
comparado con el valor p∞ = 0.59274621(13) [109, 230]). La precisión de
dicha estimación es bastante buena, considerando la fuerte suposición reali-
zada. Suponer que la ocupación de cada celda es independiente de las otras
celdas es correcto para los sitios originales, pero luego de cada renormali-
zación se pierden parte de los caminos percolativos originales y se ganan
otros que no estaban presentes en el entramado original. Esta problemática
se denomina comúnmente �problema de interfase�. Dado que estos efectos
super�ciales se vuelven menos probables al incrementar el tamaño de celda,
una forma de mejorar nuestra estimación es considerar celdas mayores (por
ejemplo b = 3).

A continuación se describirá brevemente los resultados analíticos arroja-
dos por la RSRGT respecto al escalado, dejando para el lector interesado la
implementación del Método del Grupo de Renormalización para la estima-
ción de otros parámetros críticos [107, 123, 229].

A.2. Escalado de la probabilidad de percolación

La función ℘
L,{κ} (p), que da la probabilidad de que un sistema �nito

bidimensional de tamaño L y parámetros estructurales {κ} percole a una
ocupación p, surge naturalmente en el contexto de la RSRGT. Aplicando la
aproximación del método descrito en la Sección anterior, Reynolds y cola-
boradores [123] mostraron que ℘∞,{κ} (p∞) = p∞, y por lo tanto la cantidad
℘∞,{κ} parecía ser no-universal [pues p∞ = p∞ ({κ}), dependiente de las
características estructurales del sistema percolativo en estudio] .

Los estudios acerca de los aspectos universales de la función de proba-
bilidad de percolación fueron iniciados por Langlands y colaboradores [231].
Dicho trabajo trata la probabilidad de percolación de sistemas rectangulares
y muestra numéricamente que la probabilidad de percolación en sistemas in-
�nitos a la densidad crítica es una función universal de la relación de aspecto
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del rectángulo. Cardy [232], inspirado por esos resultados numéricos, derivó
una formula analítica para dicha función usando la invarianza conforme de
la probabilidad de percolación en sistemas percolativos bidimensionales. Di-
cha fórmula se encontraba en concordancia con varios resultados asociados
a problemas de percolación bidimensional de la Ref. [231]. Posteriormente,
Langlands y sus colaboradores generalizaron la fórmula analítica de Cardy
para otras formas (por ejemplo, paralelogramos [128]) y encontraron buena
concordancia entre la evidencia numérica y las predicciones analíticas con-
�rmando, en particular, la universalidad de la probabilidad de percolación
como función de la relación de aspecto también para esas otras formas.

Trabajando en forma independiente, Grassberger [233] encontró que en
los sistemas de percolación de sitio en entramados cuadrados bajo la re-
gla de percolación <1 de la Ref. [123] (percolación en una dada dirección,
condición de contorno libre en la otra) la evidencia numérica sustenta que
℘∞,{κ} (p∞) = 1/2 6= p∞. En ese trabajo, Grassberger también señala que
este valor es consistente con el problema de percolación de enlace, para el
cual ℘

L,{κ} (p∞) = 1/2, para todo L, indicativo de universalidad [234]. La
probabilidad de percolación para sistemas de percolacion de sitio fue pos-
teriormente estudiada con mejor precisión numérica por Zi� [111], quién
corroboró ℘

L,{κ} (p∞) = 1/2 y argumentó que, aun cuando éste valor es con-
sistente con la universalidad respecto al problema de percolacion de enlace,
el resultado contradice a la RSRGT pues la transformación aproximada ba-
sada en RSRGT usada en la Ref. [123] implica que ℘∞,{κ} (p∞) = p∞ 6= 1/2.
En un trabajo posterior llevado a cabo por Hovi y Aharony [138] , los au-
tores mostraron que esta aparente no-universalidad de ℘∞,{κ} (p∞) en la
Ref. [123] es un artefacto de la aplicación simpli�cada de la transformación
de mono�paramétrica de renomralización y que una correcta aplicación de
dicha transformación implica no solo que ℘∞,{κ} (p∞) es universal, sino tam-
bién que ℘∞,{κ} (p∞) = 1/2, exacto para sistemas cuadrados bajo la regla de
percolación <1.

Motivados por haber identi�cado la probabilidad de percolación univer-
sal como una característica del punto �jo de la transformación de RSRGT,
p∞, varios autores [125, 132, 235�237] estudiaron la dependencia de dicha
magnitud con el tamaño del sistema (escalado) y con la relación de aspecto.
A continuación se describe el formalismo desarrollado para tal �n, aplicado
a sistemas percolativos de segmentos de rectas percolantes.

Sea un sistema bidimensional de relación de aspecto r = Lp/Ln, donde Lp
es la longitud del sistema considerada en la regla de percolación �jada y Ln
es la longitud del sistema en la dirección ortogonal a Lp. A su vez, de�nimos
al tamaño normalizado del sistema como L =

√
LpLn, que corresponde al

tamaño de un sistema cuadrado de igual área. Sean los objetos percolantes
segmentos de rectas de longitud unitaria. En el caso de segmentos de rectas
de longitud no unitaria, L corresponde al tamaño lineal del sistema medido
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de forma tal que la longitud de los segmentos de rectas ` queda normalizada
(pues un sistema de tamaño lineal L′ = 1000 y segmentos de rectas de
longitud `′ = 10 es completamente equivalente, en términos percolativos,
a un sistema de tamaño lineal L = L′/`′ = 100 y segmentos de rectas de
longitud unitaria). Cerca del punto crítico (caracterizado por Φ∞) la función
de probabilidad de percolación ℘L,r (Φ) puede escribirse en términos de una
función universal de escalado [125, 131, 132]:

℘L,r (Φ) = F (x̂, {ŷi}, ẑ) . (A.4)

Los argumentos de la función universal de escalado F son ẑ = C ln r, ŷi =
BiωiL

−ϑi y x̂ = A (Φ− Φ∞)L1/ν . Los sombreros indican la universalidad
de las variables. A, {Bi} y C son los factores métricos no-universales, {ωi}
son las variables irrelevantes del escalado y {ϑi} son las correcciones a los
exponentes de escalado (i = 1, 2, . . . ) [125, 132, 235�238]. Utilizando condi-
ciones de contorno libres y considerando dos sistemas complementarios -los
segmentos de rectas y el espacio vacío alrededor de ellas- se concluye que los
segmentos de rectas percolan en una dirección o bien el espacio vacío percola
en la dirección ortogonal a ésta:

F (x̂, {ŷi}, ẑ) + F (−x̂, {−ŷi},−ẑ) = 1. (A.5)

Derivando respecto a x̂, ŷi y ẑ y evaluando las derivadas en x̂ = ŷi = ẑ = 0 (es
decir a Φ = Φ∞, L −→∞ y r = 1), se concluye que ∂mF/∂x̂j∂ŷk11 · · · ∂ẑl|0 =
0, para m par. Expandiendo la función de probabilidad de percolación cerca
del punto crítico encontramos que:

F (x̂, {ŷi}, ẑ) = F (0, {0}, 0) + f0 (x̂, ẑ) +
∞∑
i=1

fi (x̂, ẑ) ŷi + . . . , (A.6)

donde las funciones f0 (x̂, ẑ) y fi (x̂, ẑ) están de�nidas por

f0 (x̂, ẑ) =

∞∑
j,l=0

1

j!l!

∂j+lF

∂x̂j∂ẑl

∣∣∣∣
0

x̂j ẑl, para j + l impar (A.7)

y

fi (x̂, ẑ) =

∞∑
j,l=0

1

j!l!

∂j+l+1F

∂x̂j∂ŷi∂ẑl

∣∣∣∣
0

x̂j ẑl, para j + l par (A.8)

Dado que la función de distribución de probabilidad de percolación ΓL,r (Φ) =
∂℘L,r/∂Φ da la distribución de probabilidad de percolación para un sistema
de tamaño L, relación de aspecto r y densidad de objetos Φ, podemos de�nir
el momento k-ésimo de dicha distribución:

µk =

∫ ∞
0

(Φ− Φ∞)k
∂℘L,r
∂Φ

dΦ

= A−kL−k/ν
∫ ∞
−AΦ∞L1/ν

x̂k
∂F

∂x̂
dΦ.

(A.9)
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Sustituyendo las Ecuaciones (A.6)-(A.8) en la ecuación (A.9), el momento
k-ésimo escala como

µk ({ŷi}, ẑ) = L−k/ν

(
g0 (ẑ) + +

∞∑
i=1

gi (ẑ) ŷi + · · ·

)
(A.10)

donde hemos introducido las funciones generales g. Para k impares, g0 (ẑ)
es una función impar y gi (ẑ) son funciones pares de ẑ. Para valores de k
pares, g0 (ẑ) es par y gi (ẑ) son funciones impares. Por lo tanto, la paridad
observada para los pre�factores con respecto a ẑ debe ser independiente del
tipo de sistema.

De la igualdad (A.10) el comportamiento de escalado de 〈Φ〉L,r puede
ser descrito mediante la función de escalado de momento generalizada con
coe�cientes dependientes de la relación de aspecto r

〈Φ〉L,r = Φ∞ + L−1/ν
∞∑
i=0

ai (r)L−ϑi , (A.11)

donde {ϑi} son las denominadas correcciones a los coe�cientes de escalado,
siendo ϑ0 = 0 [107, 125]. En forma similar, para la varianza ∆2

L,r introduci-
mos la expansión en serie

∆2
L,r = L−2/ν

∞∑
i=0

bi (r)L−ϑi . (A.12)

De la expresión (A.10) y de la paridad de g0 (ẑ) y gi (ẑ), pueden obtenerse las
siguientes expresiones aproximadas para los pre�factores de orden 0 y 1 para
〈Φ〉L,r y ∆2

L,r cerca de r = 1 (es decir, ẑ = 0): a0(r) ≈ a0,0 ln(r) +a0,1 ln3(r),
a1(r) ≈ a1,0 + a1,1 ln2(r), b0(r) ≈ b0,0 + b1,0 ln2(r) y b1(r) ≈ b1,0 ln(r) +
b1,1 ln3(r). De esta forma, para sistemas cuadrados (r = 1) de segmentos de
rectas percolantes se tienen las siguientes expresiones simples de escalado :

〈Φ〉L,r=1 = Φ∞,r=1 + aL−1/ν−ϑ (A.13)

y
∆L,r=1 = cL−1/ν (A.14)

con a ≡ a1,0 y c ≡
√
b0,0, según la notación usada en la Sección 4.2.2. Para

segmentos de rectas de longitud `, las expresiones anteriores se generalizan
como 〈Φ〉L,r=1,` = Φ∞,r=1,` + a`L

−1/ν−ϑ y ∆L,r=1,` = c`L
−1/ν . Como se

describe en la Sección 4.2.2, para sistemas bidimensionales se tiene ν =
4/3. En particular, para sistemas bidimensionales de segmentos de rectas
percolantes de longitud unitaria resulta [125]

ϑ =

{
0.83± 0.02, r = 1

0, r 6= 1.
(A.15)



Apéndice B

Teoría de grafos

Caminante, no hay camino, se hace
camino al andar.

Proverbios y cantares, Antonio Machado

Resumen: Se describe algunas nociones de Teoría de Grafos y su
aplicación en problemas de conectividad y percolación.

B.1. De�niciones

En Teoría de Grafos, un grafo es una representación de un conjunto
de objetos donde algunos de los objetos están conectados por enlaces. Los
objetos interconectados están representados por abstracciones matemáticas
llamadas vértices o nodos y los enlaces que conectan algunos pares de vértices
son llamados aristas. Típicamente, un grafo se representa diagramáticamente
como un conjunto de puntos para los vértices unidos líneas o curvas para
las aristas [239�241]. Mas estrictamente, un grafo G es un par ordenado
G = (V,E) donde V es un conjunto de vértices o nodos (normalmente �nito)
y E es un conjunto de aristas o arcos, que relacionan estos nodos. Se llama
orden del grafo G, y se denota con |V |, a su número de vértices. El grado de
un vértice o nodo es igual al número de arcos E que se encuentran en él.

Un par no ordenado es un conjunto de la forma {a, b}, de manera que
{a, b} = {b, a}. Para los grafos, estos conjuntos pertenecen al conjunto po-
tencia de V de cardinalidad 2, el cual se denota por P (V ) = 2. Un grafo no
dirigido o grafo propiamente dicho es un grafo G = (V,E) donde: V 6= ∅ y
E ⊆ {x ∈ P (V ) : |x| = 2} es un conjunto de pares no ordenados de elemen-
tos de V .

Un grafo de intersección es un grafo que representa un patrón de inter-
secciones de una familia de conjuntos. Formalmente, un grafo de intersección
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es un grafo no dirigido formado por una familia de conjuntos Si, i = 1, 2, · · · ,
generando un vértice vi por cada conjunto Si y conectando dos vértices vi y
vj mediante una arista siempre que dos conjuntos presenten intersección no
vacía, es decir

E (G) =
{
{vi, vj} |Si ∩ Sj 6= ∅

}
Un grafo de intersección suele representarse por una matriz intersección (M)
tal que

Mi,j = Mj,i =

{
0, si los elementos i y j se intersectan

1, caso contrario.

Por ejemplo, si consideremos un conjunto de N segmentos de rectas
percolantes en términos de grafos, Si = aguja i-ésima y V = {Si, i =
1, · · · , N} = {vi} y E (G) =

{
{vi, vj}|Si ∩ Sj 6= ∅

}
. La Figura B.1�a mues-

tra la representación de un sistema de 10 segmentos de rectas. Dicho sistema
puede ser interpretado en términos de grafos según muestra la Figura B.1�b
con su matriz intersección asociada (Figura B.1�c).

B.2. Estudio de conectividad en grafos

Sea un sistema de bidimensional rectangular segmentos de rectas perco-
lantes. Con lo visto hasta ahora podemos interpretar ese sistema como un
grafo. En términos percolativos estamos interesados en evaluar si dos aristas
opuestas del sistema están conectadas por un grupo percolante. Para res-
ponder a esa interrogante, debe evaluarse la conectividad del grafo, para lo
cual se han desarrollado numerosos algoritmos. Uno de ellos es la Búsqueda
en profundidad (DFS, por sus siglas en ingles). DFS es un algoritmo que
permite recorrer todos los nodos de un grafo de manera ordenada, pero no
uniforme. Su funcionamiento consiste en ir expandiendo todos y cada uno
de los nodos que va localizando, de forma recurrente, en un camino concre-
to. Cuando ya no quedan más nodos que visitar en dicho camino, regresa
(Backtracking), de modo que repite el mismo proceso con cada uno de las
ramas del nodo ya procesado [241]. La Figura B.2 muestra el orden en el
que se visitan los nodos en el estudio de conectividad en un grafo pequeño
mediante el algoritmo DFS.
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Figura B.1: Interpretación de un sistema percolante de segmentos de rectas
en términos de grafos. (a) Sistema con 10 segmentos de rectas (N = 10) for-
mado por tres clusters de tamaño 5, 3 y 2. (b) Representación del sistema (a)
como grafo de intersección G = G(V,E), con V = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}
y E(G) =

{
{1, 2}, {2, 3}, {2, 4}, {3, 4}, {3, 7}, {5, 6}, {8, 9}, {9, 10}

}
. (c) Ma-

triz intersección asociada al sistema percolante.

Figura B.2: Orden en el que se visitan los nodos en el estudio de conectividad
entre nodos mediante el algoritmo de Depth First Search.





Apéndice C

Modelos de elasticidad

The truth is, the Science of Nature has
been already too long made only a work
of the Brain and the Fancy: It is now
high time that it should return to the

plainness and soundness of Observations
on material and obvious things.

Robert Hooke, Micrographia (1665)

Resumen: Este Apéndice describe los modelos de hiperelasticidad
utilizados en el Capítulo 8 y 9, a saber: el modelo de Hooke, Hooke
diferencial, Neo�Hooke y el modelo de Mooney�Rivlin.

C.1. Modelo de Neo�Hooke

Un material hiperelástico o material elástico de Green [242] es un tipo de
material elástico para el cual la ecuación constitutiva que relaciona tensiones
(stresses) y deformaciones (strains) puede obtenerse a partir de un potencial
elástico o energía elástica de deformación que sea función de estado.

El primero de los modelos constitutivos a describir es el modelo de Neo�
Hooke. En lugar de utilizar el formalismo de Cauchy [242], de gran generali-
dad pero mayor complejidad matemática, a continuación se abordará dicho
modelo desde una perspectiva microscópica [243].

Sea un polímero sometido a deformación mecánica cuyas cadenas polimé-
ricas no presentan enredamiento. Se asume deformación afín del material:
la deformación relativa de cada una de las hebras (cadenas) poliméricas que
forman la muestra es la misma que sufre la red total (muestra macroscópica)
[ver Figura C.1].
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Figura C.1: La deformación afín implica que cada cadena polimérica adquiera
la deformación relativa de la muestra microscópica [243].

Sean Lj,o, j = x, y, z las dimensiones de la muestra en ausencia de de-
formación. Bajo deformación las elongaciones del material en los tres ejes
quedan de�nidas como λj ≡ Lj

Lj,o
. Sea R la distancia promedio entre extre-

mos de las cadenas poliméricas. En la Figura C.1 se muestra dicha distancia
en forma vectorial. Asumiendo deformación afín, λj =

Rj
Rj,o

.
Sea N la cantidad media de monómeros que forman las cadenas poli-

méricas y sea b la longitud de los mismos. Bajo el ensamble microcanónico,
asumiendo total libertad conformacional en las uniones entre monómeros,
la entropía de una cadena con N monómeros y distancia entre extremos

−→
R

puede calcularse como [243]:

S
(
N,
−→
R
)

= −3

2
kB

−→
R 2

Nb2
+ S (N, 0) (C.1)

donde kB es la constante de Boltzmann y

S (N, 0) ≡ 3

2
kB ln

(
3

2πNb2

)
+ kB ln

[∫
C

Ω
(
N,
−→
R
)

d
−→
R

]
(C.2)

donde C es el espacio de con�guraciones catenarias. Notar que S (N, 0) de-
pende de N pero no de

−→
R . De las Ecs. (C.1) y (C.2), con

−→
R 2 = R2

x+R2
y+R2

z,
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el cambio entrópico de la cadena i-ésima por efecto de la deformación es

∆Si ≡ S
(
N,
−→
R
)
− S

(
N,
−→
R o

)
= −3

2
kB
R2
x +R2

y +R2
z

Nb2
+

3

2
kB
R2
x,o +R2

y,o +R2
z,o

Nb2

= −3

2
kB

[(
λ2
x − 1

)
R2
x +

(
λ2
y − 1

)
R2
y +

(
λ2
z − 1

)
R2
z

Nb2

]
(C.3)

De esta forma, el cambio de entropía de la muestra compuesta por n
cadenas es:

∆S =

n∑
i=1

∆Si = −3

2

kB
Nb2

n∑
i=1

∑
j

(
λ2
j − 1

)
(Rj,o)

2
i (C.4)

con j = x, y, z.
Si el sistema está formado por cadenas ideales, puede demostrarse que

[243, 244]: 〈
R2
j,o

〉
=

1

n

n∑
i=1

(Rj,o)
2
i =

Nb2

3
(C.5)

De las Ecs. (C.4) y (C.5):

∆S = −nkB
2

(
λ2
x + λ2

y + λ2
z − 3

)
(C.6)

Utilizando argumentos muy sencillos puede demostrarse que el cambio
de energía libre de una red polimérica ideal está asociado principalmente a
cambios entrópicos. Luego, de la Ec. (C.6) resulta:

∆F ≈ −T∆S =
nkBT

2

(
λ2
x + λ2

y + λ2
z − 3

)
(C.7)

donde T es la temperatura del sistema.
En particular, si el material es incompresible, el volumen se mantiene

constante. Así, V =
∏
j Lj =

∏
j λjLj,o =

∏
j Lj,o. De aquí,

∏
j λj = 1.

En el trabajo descrito en el Capítulo 8 se muestran experimentos de
deformación uniaxial. Tomando arbitrariamente a x como la dirección de
deformación, en un material incompresible se tiene λx ≡ λ y λy = λz = 1√

λ
.

Así las cosas, de la Ec. (C.7) se tiene:

∆F ≈ nkBT

T

(
λ2 +

2

λ
− 3

)
(C.8)

Sea τ la tensión aplicada sobre el material. Para el experimento en cues-
tión

τ = τx =

(
∂∆G

∂Lx

)
N,Ly ,Lz

=
1

Lx,o

(
∂∆G

∂λ

)
(C.9)
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Sea A = LyLz el área de la muestra sobre la cual se aplica dicha tensión.
Así las cosas, la tensión verdadera está dada por

σ =
τx
A

=
nkBT

V

(
λ2 − 1

λ

)
(C.10)

Considerando la tensión convencional o ingenieril (P ) positiva en la com-
presión resulta

P = 2CN−H1

(
1

λ2
− λ

)
(C.11)

con CN−H1 ≡ nkBT
2V , que corresponde a la Ec. (8.15).

C.2. Modelo de Hooke

Un modelo mucho más sencillo (y de aplicación más limitada, sólo para
el caso de deformaciones pequeñas) es el modelo de Hooke.

Consideremos que se toma un bloque prismático rectangular de un ma-
terial elástico de longitud Lx = Lo, ancho Ly y altura Lz. Si se comprime
el material en la dirección longitudinal aplicando una fuerza Fx, entonces la
longitud del bloque se disminuirá en una cantidad ∆Lx. Supondremos que el
cambio en la longitud es pequeño respecto a Lo. Para un gran número de ma-
teriales, los experimentos muestran que para deformaciones su�cientemente
pequeñas la fuerza es proporcional a la deformación

Fx ∝ ∆Lx (C.12)

La deformación ∆Lx del bloque depende también de su longitud. Podemos
comprender cómo mediante el siguiente argumento. Si pegamos dos bloques
idénticos por sus extremos y los comprimimos, la mismas fuerzas actúan en
cada bloque, por lo que cada uno sufrirá una deformación ∆Lx. Por lo tanto,
la deformación de un bloque de longitud 2Lo deberá ser dos veces mayor que
la de un bloque con igual área transversal, pero longitud Lo. Para obtener
un número mas característico del material, y menos dependiente de la forma
particular del mismo, elegimos utilizar el cociente ∆Lx/Lo, proporcional a
la fuerza aplicada, pero independiente de Lo.

Fx ∝
∆Lx
Lo

(C.13)

La fuerza Fx también depende del área transversal del bloque. Supongamos
que pegamos dos bloques idénticos por una de las caras laterales. Bajo esta
con�guración, para lograr una dada deformación ∆Lx deberemos aplicar
una fuerza 2Fx. Así, la fuerza necesaria para deformar un bloque una cierta
cantidad ∆Lx debe ser proporcional al área transversal del bloque, A. Para
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obtener una expresión en la cual el coe�ciente de proporcionalidad entre la
fuerza aplicada es independiente de las dimensiones del bloque se escribe

Fx = −EoA
∆Lx
Lo

(C.14)

o bien, re�escribiéndola en términos de la tensión aplicada P = Fx
A

P = −Eo
∆Lx
Lo

= −Eoε (C.15)

donde Eo es el denominado módulo de Young del material. Esta expresión
es conocida como la ley de Hooke o modelo de Hooke [191].

Retomando el modelo de Neo�Hooke, en la región de elongaciones cerca-
nas a la unidad (deformaciones pequeñas), considerando que la elongación
y el strain satisfacen λ = 1 + ε, de la Ec. C.11 resulta P ≈ −6CN−H1 ε. 18

Así, para deformaciones pequeñas, se recupera la linealidad hookena con el
módulo de Young del material dado por Eo = 6CN−H1 .

C.3. Modelo de Hooke diferencial

Un modelo alternativo para describir el comportamiento elástico de cier-
tos materiales es el de Hooke diferencial, utilizado por nuestro grupo en nu-
merosos trabajos previos para el modelado satisfactorio de sistemas SEC con
rellenos de variada naturaleza, como ser cobaltitas [19], cobaltitas dopadas
con samario [30] y magnetita [18], como así también compositos elastoméri-
cos isotrópicos con relleno de gra�to [31].

Básicamente dicho modelo consiste en asumir que el comportamiento
elástico del material está dado por la ley exponencial:

dLx
Lx

= −dP

Eo
(C.16)

donde Eo es nuevamente el módulo de Young del material en cuestión. Bajo
la condición de contorno Lx(P = 0) ≡ Lo, integrando resulta:

Lx
Lo

= exp

(
− P

Eo

)
(C.17)

Se deja como ejercicio para el lector interesado demostrar que esta ex-
presión también permite recuperar la ley de Hooke para deformaciones pe-
queñas.

La evidencia muestra que este modelo resulta efectivo para la descripción
elástica de los sistemas estudiados en un amplio rango de tensiones mecáni-
cas, con excepción de la región de deformaciones pequeñas [18, 19, 24, 30,
31, 77].

18En efecto, escribiendo el factor f(λ) = 1
λ2 − λ como polinomio de Taylor en torno

a ε = 0 se tiene f(λ) ≈ −6ε + 3ε2 − ε3 + O(ε4). Para deformaciones pequeñas tomamos
aproximación de primer orden, recuperándose el resultado enunciado.
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C.4. Modelo de Mooney�Rivlin (M�R)

Muchos materiales son modelados en forma adecuada mediante las des-
cripciones anteriormente mencionadas. Para deformaciones grandes, debe re-
currirse a modelos de orden mayor. Uno de los mas utilizados es el modelo de
Mooney�Rivlin, propuesto inicialmente por Melvin Mooney en el año 1940
[245] y reformulado en términos de invariantes algebraicos por Ronald Ri-
vlin en el año 1948 [246]. Esos invariantes (también llamados invariantes de
deformación, strain invariants) están de�nidos como:19

I1 ≡
∑
j

λ2
j (C.18a)

I2 ≡
∑
j 6=k

λ2
jλ

2
k (C.18b)

I3 ≡
∏
j

λ2
j (C.18c)

con j, k = x, y, z. Notar que I3 es el cuadrado del cambio relativo de volumen,

I3 =
(
V
Vo

)2
, y toma valor unitario para un solido incompresible.

Nuevamente, se realizará una descripción simpli�cada del modelo, sin
utilizar el formalismo del tensor de Cauchy.

Valiéndolos del modelo de Neo�Hook (N�H), se escribe la densidad de
energía libre, Υ ≡ ∆F

V , como serie de potencia tomando la diferencia entre
los invariantes y sus valores en la muestra no deformada:

Υ = C0 + C1 (I1 − 3) + C2 (I2 − 3) + C3 (I3 − 1) + · · · (C.19)

Notar que el segundo termino corresponde a la descripción neo�hookeana
dada en la Ec. (C.10). El cuarto término se anula en sólidos incompresibles,
mientras que el tercer término es el primero de la serie asociado a desviaciones
respecto a la descripción neo�hookeana clásica.

Considerando deformaciones uniaxiales, y truncando la serie en el cuarto
término, la tensión verdadera toma la expresión

σ =

(
2C1 +

2C2

λ

)(
λ2 − 1

λ

)
(C.20)

Así las cosas, considerando la tensión convencional o ingenieril (P ) po-
sitiva en la compresión resulta

P =

(
2CM−R1 +

2CM−R2

λ

)(
1

λ2
− λ

)
(C.21)

con C1 ≡ CM−R1 y C2 ≡ CM−R2 , que corresponde a la Ec. (8.18).
19Se denominan invariantes pues su valor es independiente de la elección del sistema de

coordenadas.
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Ten fe ciega no en tu capacidad para el triunfo,

sino en el ardor con que lo deseas.

Ama a tu arte como a tu novia,

dándole todo tu corazón.

Horacio Quiroga, Decálogo del perfecto cuentista, 1927

Debe entenderse que todos somos educadores.

Cada acto de nuestra vida cotidiana tiene implicancias, a veces signi�cativas.

Procuremos entonces enseñar con el ejemplo.

Dr. René Gerónimo Favaloro - 1995
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