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Resumen

El grafeno es un material que puede considerarse bidimensional, compuesto por a&tomos de
carbono organizados con una estructura de panal de abejas. Dada su baja dimensionalidad y
particular estructura cristalina, el grafeno presenta un inusual comportamiento semi-metali-
co, y sus excitaciones de bajas energias se comportan como fermiones de Dirac no masivos.
Por esta razén, sus propiedades opticas son particulares: absorbe una cantidad de luz blanca
muy alta para ser un material con un dtomo de espesor. En este trabajo estudiamos tedrica-
mente la interaccién de luz con momento angular orbital (LMAO, o también llamada twisted
light) con el grafeno. Para ello primeramente estudiamos algunas de las propiedades de los
estados del grafeno, como el momento angular y el pseudoespin, y como se relacionan con
la interaccion con la luz. Luego escribimos el Hamiltoniano de interaccién luz-electron en el
grafeno, utilizando la prescripcion habitual que garantiza invariancia de gauge, y calculamos
y analizamos los elementos de matriz correspondientes a estados de baja energia. Luego re-
planteamos el problema en el marco del formalismo de segunda cuantizacién, y escribimos
las ecuaciones de Heisenberg para los operadores matriz densidad, y las resolvemos analiti-
camente para el régimen perturbativo. Con estos resultados estudiamos la dindmica de los
electrones fotoexcitados, encontrando la evolucién temporal de la transferencia de momento

angular y de las corrientes inducidas.
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Capitulo 1
Introduccion

El carbono juega un rol unico en la naturaleza. Su capacidad para formar redes com-
plicadas lo convierten en una pieza fundamental de la quimica organica, y en la base de la
existencia de la vida en su forma conocida. Incluso el carbono en su forma elemental muestra
un comportamiento inusualmente complicado, formando un nimero de estructuras muy di-
ferentes [1]. Ademads del diamante y el grafito conocidos desde la antiguedad, los nanotubos
y los fulerenos, recientemente desarrollados, estan en el foco de la atencién de los fisicos y
los quimicos. Es decir, hasta hace algunos anos sélo estaban disponibles experimentalmente
los al6tropos tridimensionales (grafito), unidimensionales (nanotubos) y cero-dimensionales
(fulerenos) (ver figura 1.1). El grafeno, la forma bidimensional del carbono (de red tipo panal
de abejas), si bien ampliamente estudiado tedricamente, no estuvo accesible experimental-
mente sino hasta 2004, cuando Novoselov y Geim [2] consiguieron aislarlo por primera vez y
estudiar de forma sistematica varias de sus propiedades esenciales, ganando por ello el premio
Nobel en 2010. El grafeno se relaciona con las formas del carbono de otras dimensionalida-
des mencionadas anteriormente (ver figura 1.1), puesto que el grafito consiste en capas de
grafeno apiladas, y los nanotubos de carbono se obtienen enrollando el grafeno a lo largo de
una dada direccion y reconectando las ligaduras del carbono, mientras que los fulerenos son
moléculas que consisten de grafeno envuelto mediante la introduccién de pentagonos en la

red hexagonal.

Dada su baja dimensionalidad y particular estructura cristalina, el grafeno presenta un
inusual comportamiento semi-metéalico, y sus excitaciones de bajas energias se comportan

como fermiones de Dirac no masivos. Por esta razén, sus propiedades épticas son particulares:

6
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Figura 1.1: El grafeno (arriba a la izquierda) consiste en una red de panal de abejas de
atomos de carbono. El grafito (arriba a la derecha) es un apilamiento de capas de grafeno.
Los nanotubos de carbono (abajo a la izquierda) son cilindros de grafeno enrollados, y los
fulerenos (Cgp, abajo a la derecha) son moléculas que consisten de grafeno envuelto mediante
la introduccién de pentdgonos en la red hexagonal.[2]

absorbe una cantidad de luz blanca muy alta para ser un material con un atomo de espesor,
y esta cantidad esta dada por una constante fundamental, la constante de estructura fina,
que usualmente esta asociada con fenémenos de electrodindmica cuéntica y no de materia
condensada [4, 5]. En el grafeno, los fermiones de Dirac se mueven a una velocidad 300
veces menor que la velocidad de la luz; por esta razén en el grafeno se muestran muchas de
las propiedades inusuales de la electrodindmica cuantica (QED), pero a velocidades mucho
mas chicas. Algunos de estos efectos son el efecto Hall cudntico anémalo y el fenémeno de
zitterbewegung, ambos medidos experimentalmente [2, 6]. Ademds, debido a que el grafeno
comparte propiedades con las membranas suaves, es posible doblarlo y arrugarlo, de manera
que los fermiones de Dirac se propaguen en un espacio localmente curvo, lo que da lugar a

analogias con problemas de gravitacién [7].

La descomposiciéon de la radiacién electromagnética en ondas planas es, sin lugar a dudas,
la mas familiar. Sin embargo, en esta representacién idealizada, no es posible hablar de
valores precisos para el momento angular orbital o incluso de espin [8] - el momento lineal

es si un buen nimero cuantico. Existen otras representaciones que pueden ser mas ttiles a
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la hora de enfrentar determinados problemas; una de ellas permite referirse separadamente a
momentos angulares de espin y orbital. Llamamos luz con torsién (en inglés twisted light) a la
radiaciéon electromagnética que puede caracterizarse usando esta representacion. Por tanto,
la caracteristica més sobresaliente de la luz con torsion es su momento angular orbital, y por
ello también se la conoce como luz con momento angular orbital.

Como su nombre lo sugiere, la twisted light presenta un frente de onda helicoidal (ver

¥ con 6 la dependencia

figura 1.2) que mateméticamente se introduce como una fase e’
azimutal? Este tipo de haces lleva un momento angular orbital independiente de su estado
de polarizacién. Un tnico fotén de TL posee espin +h (polarizacién circular) y momento
angular orbital (A [9]. Es importante destacar que, en la actualidad, existen técnicas precisas
para modificar a voluntad el valor del momento angular orbital de un haz laser, incluyendo
la utilizacién de pares de lentes cilindricas y de hologramas generados computacionalmente

13, 14].

Recientemente, el estudio de la luz con momento angular orbital (LMAO) ha recibido
renovada atencién [9-12]. El interés por el tema se reavivé con el descubrimiento de métodos
sencillos para producir twisted light en el laboratorio [13, 14]. Actualmente los esfuerzos en
este campo se dirigen, por un lado, a entender y mejorar los haces de twisted light y por
otro, a comprender la interaccion de éstos con diversos sistemas materiales. La interaccion
entre la luz con torsién y la materia presenta interesantes particularidades. Bajo diferentes
condiciones experimentales, el momento de espin, el orbital, o ambos es transferido a los
grados de libertad internos y externos de la particula en cuestion. Casi la totalidad del
trabajo realizado en este tltimo sentido se ha centrado en la interacciéon de LMAO con
atomos y moléculas, mientras que poco se ha estudiado sobre la interacciéon con solidos. En
trabajos recientes se describe la interaccién de LMAO con semiconductores masivos, sistemas
bi-dimensionales y puntos cudnticos [15-17]. En estos trabajos se muestra que las transiciones
Opticas interbanda en dichos sistemas presentan reglas de seleccién inusuales, que habilitan
nuevos tipos de transiciones. Como punto a destacar, se encuentra que las poblaciones de
electrones foto-excitados por LMAQO generan corrientes eléctricas dentro del material con
patrones diversos segin el valor del momento angular portado por la luz. Se ha mostrado que
estas corrientes pueden generar campos magnéticos ultra-rapidos, los cuales podrian tener

aplicaciones en computacion cuantica y espintrénica.

En los ultimos anos se ha estudiado tedricamente la interaccién de luz con grafeno me-
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Figura 1.2: El momento angular orbital de un haz de luz, a diferencia del momento angular
de espin, es independiente de la polarizacién del haz. Surge de frentes de fase constante
helicoidales (columna izquierda) en los que el vector de Poyinting (flechas verdes) ya no es
paralelo al eje del haz. Este tipo de haces por si solos tiene un sencillo perfil de densidad anular
(columna del centro), pero cuando interfieren con una onda plana producen un complicado
patron de intensidades en espiral (columna derecha). [9]

diante diferentes formalismos y con diferentes enfoques, como por ejemplo el calculo de la
opacidad o de la conductividad éptica y el control de fotocorrientes, entre otros [5, 7, 18]. El
estudio de la interaccién del grafeno con luz que lleva momento angular orbital tiene puntos
de interés desde el planteo, pues da lugar a preguntas sobre temas que raramente se mencio-
nan en los trabajos en los que se estudian las propiedades 6pticas del grafeno. Al tener la luz

momento angular orbital, se espera que haya una transferencia de momento angular de los
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fotones de la luz a los electrones del grafeno. Sin embargo, al tratarse de fermiones de Dirac,
es esperable que el momento angular orbital de los electrones no esté bien definido [20], y eso
es cierto aunque su espin no esté teniéndose en cuenta, como se vera en los capitulos siguien-
tes. De esta manera surge la pregunta de si existe otro momento angular asociado a estos
estados, de manera que el momento angular total se conserve. Se encuentra que de hecho
este momento angular existe, y esta asociado con la forma de la red. Si bien esta variable,
llamada pseudoespin, es ampliamente discutida en la literatura sobre grafeno [21], no se le
ha dado gran importancia en los trabajos que estudian la interaccién con luz.

Esta tesis esta organizada de la siguiente manera. En el capitulo 2 se presenta el formalis-
mo tedrico necesario para el desarrollo de los temas a estudiar: se repasa el modelo de enlaces
fuertes en sélidos en la seccion, se introduce brevemente el formalismo de segunda cuantiza-
cién y se estudia con mayor detalle la luz con momento angular orbital. En el capitulo 3 se
estudian las propiedades de los estados del grafeno: la estructura de bandas en el modelo de
tight-binding y la forma y propiedades de sus excitaciones de baja energia, en coordenadas
cartesianas y polares. Por ultimo, en el capitulo 4 se estudia la interacciéon de los estados
del grafeno con luz con momento angular orbital utilizando un Hamiltoniano de minimal

coupling, y en el capitulo 5 se presentan las conclusiones del trabajo.
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Capitulo 2

Formalismo teorico

2.1. Modelo de enlaces fuertes o tight-binding

El modelo mas sencillo para describir un sélido fue propuesto por Arnold Sommerfeld
en 1927: consideraba un metal como un gas de electrones libres, descriptos por la mecanica
cuantica; aplicando la estadistica de Fermi-Dirac al modelo de Drude. Si se quiere mejorar un
poco este modelo, se puede considerar que los electrones estan casi libres, sélo perturbados
débilmente por los iones de la red. En este caso se consideran funciones de onda descriptas
por funciones de Bloch en lugar de ondas planas. Sin embargo, muchas veces estos modelos
resultan ser una mala aproximacion del comportamiento de un electrén en sélidos. En muchos
solidos los electrones estan localizados en los sitios atémicos, y ocasionalmente saltan a sitios
vecinos. En la figura 2.1 se muestran ls orbitales 1s, 2s, 2p v 3s para dos atomos de sodio
vecinos en una red cibica centrada en el cuerpo, separados aproximadamente por 3,7 A, que
es la distancia entre primeros vecinos en el sodio metalico.

Como puede observarse, el overlap entre los orbitales 1s es practicamente despreciable,
mostrando que estos orbitales permanecen inalterados en el estado metélico. La superposicién
entre niveles 2s y 2p es muy pequena, y podria esperarse que los niveles en el metal estén
muy relacionados con los niveles atémicos. Sin embargo, el overlap de los niveles 3s, que
contienen a los electrones de valencia atéomicos, es sustancial, y no hay ninguna razén para
esperar que los niveles electronicos reales en el metal se parezcan a estos niveles atéomicos.
El modelo de enlaces fuertes o de tight-binding [1] estudia el caso en el que el overlap de

las funciones atémicas es suficientemente grande como para requerir correcciones al caso

13
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“ Na[ls?, 257, 255 35') F

Figura 2.1: Funciones de onda calculadas para el sodio atémico, graficadas alrededor de dos
nicleos separados por la distancia entre primeros vecinos del sodio atémico, 3,7A. [1]

de atomos aislados, pero no tan grande como para que la descripcion atéomica se vuelva
completamente irrelevante. Esta descripcion es particularmente 1til para describir las bandas

de energia de los metales de transicién, semiconductores o aislantes.

2.1.1. Formulacién general

Considero orbitales atéomicos v, localizados, es decir, que cumplan que:

Hatq/]n = Enwn

donde H, es el Hamiltoniano de un atomo ubicado en un punto de la red, y ¢, es un nivel
ligado de H,; que cumple que ), () es muy chica cuando r supera distancias del orden de
la constante de red (rango de ).

Al desarrollar la aproximacion de tight-binding, consideramos en una primera instancia
que el Hamiltoniano del solido puede aproximarse por H,; en las cercanias de cada punto

de la red, y que sélo comienza a diferenciarse de éste para distancias del punto de la red
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en cuestién mayores que el rango de v,. Entonces, 1, (r) es una excelente aproximacion a
la funcién de onda de un estado estacionario para el Hamiltoniano completo, y también lo
seran todas las funciones de onda 1, (r — R) para cualquier R en la red de Bravais, pues H
tiene la periodicidad de la red. Para calcular las correcciones a este caso extremo, podemos

escribir el Hamiltoniano del cristal como:
H = Hat + AU(T’)

donde AU(r) contiene todas las correcciones al potencial atémico necesarias para producir
el potencial periddico completo del cristal. Si AU se anula siempre que 9, no se anula, cada
nivel atémico ¥, (r) va a resultar en N niveles en el potencial periddico, con la misma energia
E,, y funciones de onda v, (r — R), para cada uno de los N sitios R en la red. Entonces, deben
encontrarse combinaciones lineales de estas funciones de onda degeneradas que cumplan la

condicién de Bloch:
U(r+ R) = e*y(r). (2.1)

La combinacién lineal requerida es:

Yk (r) = Z e* R (r — R) (2.2)

R
donde k varia entre los N valores en la primera zona de Brillouin consistentes con condiciones
periodicas de contorno de Born-von Karman. Estos estados satisfacen la condicién de Bloch
(2.1) con vector de onda k, mientras que contindan mostrando el cardcter atémico de los

niveles.

Ahora bien, en un caso mas realista, 1, (k) se vuelve chico, pero no necesariamente cero,
antes de que AU(r) se vuelva apreciable. Entonces, uno buscarfa una solucién que retenga

la misma forma:

b(r) = 3 e Ro(r — R),

pero donde ¢(r) no sea necesariamente una funcién atémica exacta, sino alguna funcién de

onda determinada mediante futuros cédlculos, que pueda expandirse en un nimero mediana-
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mente chico de orbitales atéomicos:
O(r) =Y buthu(r).
Considero entonces la ecuacion de Schrodinger para el cristal:
H(r) = [Hay + AU (r)]3(r) = e(k)y(r),
la multiplico por ¥,,(r)* e integro en todo r, y uso que Hy 1, = E,,, para encontrar que:
()~ Ba) [ viowtelds = [ 07,00 AU )0l dr

Luego, utilizando la forma general de los estados 1 (r) y las relaciones de ortonormalidad
para las funciones de onda atémicas, se llega a una ecuacién de autovalores que determina

los coeficientes b, (k) y las energias de Bloch e(k):

> / W ()Y (r — R)eik'Rdr> b, (2.3)

R£0

([ esvene)
)3 (Z [ msv@ue - R)eik'Rdr> b
RA0

n

e(k) = Enlby = —le(k) — Ep] Z (

n

+

donde todas las integrales que aparecen a la derecha son pequenas, bajo la suposicion de
orbitales atémicos bien localizados, y que las funciones de onda atomicas se vuelven pequenas
a las distancias suficientemente grandes como para que el potencial periédico se diferencie
del atémico. En los préximos capitulos despreciaremos la integral de overlap (contenidas en

el primer término a la derecha de la ecuacién (2.3):

a= /w;(r)vﬁn(r —R)dr = 0.
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Para facilitar la notacién, llamamos:

Bran = — / (1) AU (1) (1),

que es la integral de campo cristalino para m = n, y la integral de salto dentro de un
mismo sitio de la red de Bravais para m # n. Definimos ademés la integral de salto entre

distintos sitios de la red separados por un vector de la red R como:

mn(R) = — / 42, () AU(X)(r — R).

Con esta notacién, obtenemos la expresion para el sistema de autovalores en el modelo de

tight-binding:

£(k) = Enlbm + Y (ﬁm,n +> vmm(R)eik'R) b, = 0. (2.4)

R#A0

Es pertinente recordar que el modelo de enlaces fuertes hasta aqui desarrollado sélo es
valido para redes de Bravais. En caso de tener una red de Bravais con base, una forma
de solucionar este problema es considerar a los distintos atomos dentro de un sitio de la red
como si fueran diferentes orbitales atomicos, centrados en cada punto de la base. Es decir,
uno considera una combinacién linear de niveles atémicos centrados en la red de Bravais y

en los puntos de la base, por ejemplo, para una base de dos elementos separados en d:

U(r) = e*Flag(r — R) +bp(r —d — R))]. (2.5)

2.2. Segunda cuantizacién

Los sistemas de muchos cuerpos con interacciones conducen a Hamiltonianos que son muy
dificiles de resolver en forma exacta, y muchas veces también resulta dificil hallar una solucién
aproximada. A la hora de enfrentarse al estudio de sistemas de muchos cuerpos es muy 1til
trabajar en el formalismo de segunda cuantizacion [2]. En esta representacion, la introduccién
de operadores de creacién y destruccion de particulas hace que los operadores tomen una

forma mas simple. Ademas, es posible describir a cualquier sistema con un ntimero arbitrario
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de particulas mediante estados de Fock, que resultan practicos al momento de estudiar un

sistema con un numero de particulas muy grande.

2.2.1. Estados de Fock

Para introducir este formalismo supongamos que se tiene un sistema de N particulas

idénticas no interactuantes, descripto por el siguiente Hamiltoniano en primera cuantizacion

N

H(#)%,... @n) =y Ho(V;, &), (2.6)

Jj=1

donde Hj es el Hamiltoniano de cada particula. Supongamos también una base ortonormal
{¢;} de estados de una particula, con la cual se puede escribir la funcién de onda total del
sistema. Es preciso notar que el estado total del sistema es completamente antisimétrico
(simétrico) para el caso de fermiones (bosones). Entonces, la funcién de onda del sistema es
una combinacién con simetria definida de productos directos de los estados de una particula

que estén ocupados.

Ahora bien, en forma andloga al problema del oscilador arménico cudntico, se pueden
definir operadores de creacién a;' v aniquilacién a;, que crean y destruyen una particula
en el estado i respectivamente. Ambos estan definidos respecto al estado de vacio |0);, de
manera tal que (durante este capitulo omitiremos los tildes sobre los operadores a menos que

el contexto presente alguna ambigiiedad):
El operador niimero de ocupacién de los orbitales o spin-orbitales ¢; se define como:

n;, = aiTai. (28>

A partir de las definiciones anteriores se puede utilizar otra notacién en la que los estados

estan etiquetados por nimeros de ocupacion n; de los estados de una particula. Esta notacion
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es la de la segunda cuantizacién, y los estados del sistema quedan definidos como:

n1+n2

In1,na, ... P"qul n) [ éa(r). H( _> 0)., (2.9)
l=n1+1
donde el operador P” simetriza (n = 1 para bosones) o antisimetriza (n = —1 para fermiones)

la funcién que esta a su derecha respecto a la permutacion de cualquier par de coordenadas.

Los estados |ny,ng, .. .) son llamados estados de Fock y forman un espacio de Hilbert que
contiene cualquier estado fisico con un nimero arbitrario de particulas (espacio de Fock). En
la notacién de segunda cuantizacién, la condicién de simetria o antisimetria de los estados
se traduce en relaciones de conmutacién entre operadores de creacion y destruccién para

bosones y anticonmutacion para fermiones:

[aia a;{]n = CLiCLJr» — natai = 51’,]’
@i as], = lalajly =0 (2.10)

donde n es + (-) para operadores bosénicos (fermiénicos), y [,]+ ([,]-) es el conmutador

(anticonmutador) entre los dos operadores.

2.2.2. Operadores Lineales y Bilineales

En segunda cuantizacion los operadores se escriben en términos de operadores de creacion

y destruccién. Los operadores lineales v' tienen asociado un vector v de componentes v; de

V]L = Z ’U,‘GZ‘T.
1

En cambio, todo operador bilineal A tiene una matriz asociada de elementos A;; de forma

1,

manera que:

que:
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Un ejemplo de operador lineal es el operador de campo ', que es una combinacién de los

operadores de creacion de los distintos estados de la base de una particula:
Ui ) =) di(r)a(t). (2.11)

Este operador, aplicado al estado de vacio, crea una particula en la posicién r a tiempo t.
Otro punto interesante, es que se puede definir también el operador densidad a partir del

operador de campo, cuya integral en el espacio es el operador nimero de particulas,

p(r) = i (E)d(r) = ) ala;0, (x)e;(r), (2.12)

0,

N = /dgrg(r) = Zaﬁai. (2.13)

Al igual que los operadores de creacién y destruccién, el operador de campo también cumple
con relaciones de conmutacién para bosones y de anticonmutacion para fermiones. Las mismas

pueden ser deducidas a partir de las relaciones de (?7?), y para el caso fermidnico se obtiene:

{o(r,0), 0", )} = 0 (2.14)
{0, ), (", 1)} = 0
{v(r, 1), 0", 1)} = Z{ai(t),aﬁ(?f)}czﬁi(r)@(r’) =d(r —r'),

donde {, } = [,]_ es el anticonmutador entre los dos operadors, definido en la ecuacién (2.10).
Al comienzo de esta seccion se definieron los operadores bilineales, y un ejemplo de ellos son
los operadores de una particula. Podemos considerar, por ejemplo, un Hamiltoniano de una
particula en presencia de un potencial externo U(r):

2

Hy = _I g +U(r). (2.15)

2m
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Para escribir el Hamiltoniano en segunda cuantizacion se debe hacer la siguiente integral

espacial de la densidad Hamiltoniana,

H= / d*rt(v)Hop(r) =Y a;fa; Hy, (2.16)
.3
con H;; = [ Bt (r)H 0¢,(r). Este mismo procedimiento puede aplicarse para cualquier

operador bilineal, resultando en un operador de un cuerpo en segunda cuantizacion:
0= /d3er(r)Ow(r) = Z a;'a;0;j. (2.17)
12

En caso que se consideren interacciones entre particulas, el Hamiltoniano ya no va a ser
solamente bilineal, sino que aparecen términos de la forma 11 (r) (r')(r') ¥ (r) 6 a;'an ajaq.

Este tipo de Hamiltonianos corresponde a un operador de dos cuerpos.

2.2.3. Hamiltoniano de tight-binding

En este modelo, estudiado en la seccion 2.1, los electrones estan localizados en sitios
atémicos y sélo ocasionalmente saltan de un sitio a otro sitio vecino. El Hamiltoniano adquiere

una forma simple, que es bilineal en los operadores de creacién y destruccion:

H= Z W(Sai,aTai—i-é,a- (2~18)

1,0,0

El indice 7 denota el sitio que corresponde al punto R;, o es el indice de espin, e i+6 representa
a los atomos vecinos mas cercanos. Es decir, cada término del Hamiltoniano destruye un
electrén en un sitio de la red y lo crea en algun sitio vecino. El coeficiente Wj es el elemento
de matriz del Hamiltoniano entre el orbital localizado en el sitio R; y el que esta centrado en

R; s, es decir, se corresponde con la integral de salto definida en la seccién 2.1 si § # 0:
Wa= [ dr6"(e =~ Rl Ho + AU@6(r = Ross) (2.19)

donde H,; es el Hamiltoniano atémico de los atomos que forman el sélido, y AU(r) contiene

todas las correcciones al potencial atomico requeridas para generar el potencial periddico del
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cristal. Este coeficiente usualmente se considera no nulo sélo cuando § corresponden a los
primeros vecinos, pero a veces se consideran interacciones a segundos o incluso a terceros

vecinos. Para el caso § = 0, Wy es la energia del sitio i.

Por otra parte, se puede pasar del Hamiltoniano de (2.18) a uno que sea bilineal en los
operadores de creacion y destruccién en el espacio de vectores de onda k. Para ello, uno

puede definir los operadores en el espacio k de la forma habitual:

R e o (2.20)

1
Uiy = —— e
SN P
1 —ik.R;
Ake = —F—= € Haj g,
ki /_sz: 7,

donde Rj corre a través de los NV sitios de la red de Bravais, y k es cualquier vector de onda
en la primera zona del Brillouin que cumpla con las condiciones de contorno periédicas de

Born - von Karman [1].

Si los a;, son operadores fermidnicos, entonces también lo son los operadores ay . Por lo

tanto, cumplen con las relaciones de anticonmutacién usuales {akJT, ko } = Ok k-

Por tltimo, para obtener la forma del Hamiltoniano en el espacio de vectores de onda es

necesario también utilizar una identidad que estd relacionada con el analisis de Fourier en

E eik'RJ' = Ndk,O-
J

A partir de la identidad anterior y de las definiciones de (2.20), el Hamiltoniano se puede

sistemas periddicos [1].

reescribir como:

H=> Wk, (2.21)
k,o
donde la energia W (k) es:
W(k) =) _ Wse™?. (2.22)
5

A diferencia de (2.18), el Hamiltoniano en el espacio k adquiere una forma diagonal.
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2.2.4. Representacion de Heisenberg y Ecuaciones de movimiento

Los observables de un sistema cuantico estan caracterizados por operadores en un espacio
de Hilbert [3]. Estos operadores en si mismos no representan cantidades medibles, uno
puede unicamente medir el valor de expectacién de estos operadores o el modulo cuadrado

de las amplitudes de transicion:

| O|¢)

Entonces, si tomamos cualquier operador A(t) que sea unitario para un tiempo fijo
(AT A(t) = 1 = A(t)Al(t)), vale que:

W[0lo) = (| AT(t)A)OAT(1)A(1) |9)
= (AyAR)OA'(t) |A(t)9).

Entonces, si uno transforma consistentemente todas las funciones de onda y todos los ope-
radores, las magnitudes medibles no cambian. La forma de transformar los operadores y las

funciones de onda es:

A(t) 1)
At)OAT (1),

=
O =
=~ T
Il Il

y con ello todas las magnitudes medibles permanecen sin cambios:

(W] O |¢) = (1] 40 [) . (2.23)

Este tipo de transformacion se llama transformacion de representacion o de picture, y cada
operador unitario dependiente del tiempo define una representacion particular. En la re-
presentacion de Schrodinger As(t) = I, las funciones de onda y los operadores tienen
su dependencia temporal “natural”. En este trabajo utilizaremos la representacién de
Heisenberg. En ella, AH(t) = Ug(to, t), donde U es el operador de evolucién temporal en la

representacion de Schrodinger (para més detalle ver la referencia [3]). En esta representacion:

= Los estados son independientes del tiempo.
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= Los operadores tienen una dependencia en el tiempo de la forma

~

O(t) = WMHLO () el—i/M

En este caso, la dinamica del problema esta contenida en la ecuacion de movimiento que

cumplen los operadores, la ecuacién de Heisenberg:

o -
ao(t) =

1

U, O(t)]. (2:24)

Recordando la expresién para operadores bilineales en segunda cuantizacion, expresados
en una determinada base, dada por la ecuacién (2.17), podemos observar que la evolucién

temporal de cualquier operador estara determinada por la del operador matriz densidad:

P () = al(1)a; (1), (2.25)

donde 7 y j representan cualquier conjunto de nimeros cudnticos que etiqueten al estado.
Entonces, la dinamica de las cualquier cantidad observable estara determinada por el operador
matriz densidad. En particular, para observables asociados con operadores de un cuerpo
(operadores bilineales), la dinamica estara dada por el valor medio (tomado sobre un estado

inicial constante ya que estamos en la representacién de Heisenberg) de la matriz densidad:

pii(t) = (ol pis(t) |do) = (o] al(t)a;(t) o).

Esto es valido debido a que los operadores de un cuerpo pueden escribirse como combina-
ciones lineales de matrices densidad, como ya se mencioné. Para operadores de dos cuerpos
no alcanza con tomar el valor medio de la matriz densidad y es necesario generalizar este
concepto. En este trabajo, sin embargo, no tendremos en cuenta las interacciones entre elec-
trones, por lo que nos alcanza con trabajar con operadores de un cuerpo y por lo tanto con

el valor medio de la matriz densidad.
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2.3. Twisted Light

En 1909, John Henry Poynting descubrié que la luz posee momento angular: momento
angular interno o de espin, asociado con la polarizaciéon circular. Para un fotén, tiene un
valor de £h [4]. En 1992 Allen et al. encontraron que la luz con una fase con dependencia
acimutal, de la forma exp(il¢) lleva momento angular independientemente de su estado

de polarizacién [5]. Ellos predijeron que cada fotén tendria un momento angular orbital .

Una caracteristica de los haces con fases helicoidales es que la fase no estd bien definida en
el eje del haz. Esta singularidad impone que la amplitud del haz sea nula en el eje, de manera
que la intensidad de la seccién transversal de cualquiera de este tipo de haces tendra forma
anular, no importa qué tanto se enfoque el haz, formando vértices épticos [6]. Estos virtices
son el andlogo Optico a las lineas nodales en los experimentos de Chladni, en los que se cubre
de arena placas metalicas vibrantes, y la misma se acumula en las lineas nodales. De esta
misma manera, atomos en un haz se acumularian en las lineas de vértices [7]. Es importante
notar que los vértices en si mismos, por tratarse de posiciones con intensidad éptica nula, no
llevan momento lineal ni momento angular. El momento angular se asocia con la rotacién de

la estructura de la fase del campo alrededor del vortice.

El momento angular orbital (L) no estd relacionado directamente con el estado de pola-
rizacion de la luz (S). Las componentes de L y S a lo largo de la direccién de propagacién
del haz pueden ser observadas separadamente midiendo el cambio en el momento angular
de la materia después de interactuar con la luz [8]. Por ejemplo, Beth [9] midié el torque
ejercido en una placa birrefrigente cuando transforma luz circularmente polarizada a derecha
en luz circularmente polarizada a izquierda, y eso se interpreta como una medicién del mo-
mento angular de espin en la direccién 2. Por otra parte, un modo de Hermite-Gauss de un
laser monocromatico se transforma en un modo de Laguerre-Gauss al pasar por dos lentes
cilindricas. El primer tipo de modo no posee momento angular orbital, mientras que el haz
transformado tiene una dependencia acimutal exp(il¢), de modo que debe ejercerse un torque
sobre el sistema de lentes, y puede medirse. Durante este proceso la polarizacién de la luz y

por lo tanto su S, no cambian. Estos hechos pueden observarse en la figura 2.2.
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Figura 2.2: Analogia entre la forma en la que una placa de cuarto de onda o de media onda
cambia el estado de polarizacién de la luz, es decir, su momento angular de espin (arriba) y
la forma en la que un sistema de lentes cilindricas cambia el momento angular de la luz. [4]

2.3.1. Generacion de haces

Ademas de la técnica con lentes cilindricas mencionado anteriormente, existen otros méto-
dos para generar luz con momento angular orbital. Al pensar en querer imprimir la estructura
de fase exp(ilg) a la luz, quiza el método méas obvio consista en introducir un camino 6ptico
que varie acimutalmente haciendo pasar la luz por un dieléctrico cuyo grosor varie acimu-
talmente [7]. Este tipo de dispositivo es conocido como una placa de fase en espiral (SPP
por sus siglas en inglés), y se muestra en la figura 2.3 (a). Otro método para imprimir la

estructura de fase correcta es la utilizacién de hologramas de un SPP generados computacio-
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Al

Figura 2.3: Dos métodos para producir luz con momento angular orbital. (a) Un SPP (spiral
phase plate, arriba)- un material dieléctrico con grosor que varia acimutalmente - puede intro-
ducir un término en la fase de forma l¢ mediante diferencia de caminos. Un SPP transforma
un haz gaussiano en uno con un vértice central (abajo). (b)Un holograma también introduce
una fase de esa forma. Se agrega una red de difraccion, el holograma en fase de una cuna,
que separa el haz en distintos 6rdenes de difraccién (abajo). [7]

nalmente (figura 2.3 (b)). Estos hologramas pueden formarse grabando en papel fotogréfico
el patrén de interferencia entre una onda plana y el haz que uno busca producir. [luminar
el holograma resultante con otra onda plana produce un haz de primer orden de difraccion
con la intensidad y el patrén de fases deseado. Para sacar maxima ventaja de este método,
se utilizan moduladores espaciales de luz de alta calidad. Estos dispositivos de cristal liquido
pixelado toman el lugar del papel fotografico, y permiten modificar en tiempo real los patro-
nes holograficos mediante una computadora, y de esta manera modificar en tiempo real los
modos de luz con momento angular creados. Ademads, estos dispositivos permiten alcanzar

valores muy altos de OAM (100 o més) manteniendo la calidad del haz.

2.3.2. Representacion matematica

Para un haz de twisted light es posible escribir el potencial vector en el gauge de Coulomb.

La forma ma&s general para un haz que se propaga en la direccién Z, en la aproximacion
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paraxial, es la siguiente:
A(r,t) = A1) [eL F(r) 4 €.G(r)] + c.c. (2.26)

donde €1 = & £ 1y es la polarizacién transversal y € = 2 es la polarizacion longitudinal. La

funcion transversal F'(r) tendra en general la forma:
F(r) = F(r)e",

donde la funcién radial estara determinada por los modos utilizados. En este trabajo utiliza-
remos modos de Bessel, aunque también existen otros, como los de Laguerre-Gauss, que se
obtienen a partir de los de Hermite-Gauss [10]. La dependencia acimutal de la componente
transversal de la polarizacién implica que los frentes de onda son helicoidales.

Para el caso de un modo [ de Bessel, la funcion radial transversal tiene la forma:

Fl<7n) = JI(QTT)7

donde J; es la funcién de Bessel de orden [, y ¢, es la componente del momento lineal en la

direccion radial, es decir, q = ¢,7 + ¢,2. En cuanto a la parte longitudinal:

Gr i
G(r) = =i = Jisa(grr)e D"

z

Estos modos cumplen la condicién de ser simultaneamente autoestados de los operadores S,

(espin en la direccién de propagacion) y L. al hacer una formulacién cuédntica de la luz [8].
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Capitulo 3

Grafeno: modelo de enlaces fuertes

3.1. Estructura de bandas

En la figura 3.1(a) se muestra la estructura de red del grafeno, compuesta de dtomos de
carbono organizados en forma de panal de abejas, con una distancia entre atomos de carbono
a ~ 1,42 A. Si bien este tipo de estructura no es una red de Bravais, es posible verla como
una red hexagonal (o triangular) con una base de dos dtomos por celda unidad, como se ve
en la figura. Es decir, la red estd compuesta por dos redes triangulares intercaladas (subred

A y subred B). Podemos escribir los vectores primitivos de la red:

T, = V3ai (3.1)

1. V3.

En la figura 3.1 se muestra a la derecha la red reciproca, cuyos vectores primitivos estaran

4 1
G, = X ikm——ky
3a \ 27 2

4 -
—k
3a Y

dados por:

Gy =

y cumplen que T; - G; = 274;;. También se observa en la figura la primera zona de Brillouin

(BZ), y en particular los puntos K y K’, ubicados en las esquinas de la zona de Brillouin,

30



Capitulo 3. Grafeno: modelo de enlaces fuertes 31
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Figura 3.1: Estructura de red del grafeno en el espacio directo y reciproco. La red primitiva
se muestra a la izquierda y contiene dos subredes A y B. T y T son los vectores primitivos
de la red. A la derecha se muestra la primera zona de Brillouin, donde K y K’ corresponden
a los puntos de Dirac.

llamados puntos de Dirac, que son de particular importancia en la fisica del grafeno. Sus

posiciones en el espacio reciproco son:

1 2r (1 - ~

K = (G +2Gy)=— | —=k. + k& 3.3
(G126 = 7 (4R 33)
1 2 1 - ~

K — —(—Gy+Gy) = L (——k 1 F
3( 1+ Go) 3a< 73 + y)

Consideramos para describir la estructura de bandas del grafeno un Hamiltoniano tipo Tight-
Binding, considerando un electrén por atomo en orbitales tipo 2p,, que pueden ser tratados
independientemente de los demas electrones de valencia, ya que las bandas enlazantes y anti-
enlazantes tipo ¢ se encuentran muy separadas en energia. Entonces, consideramos estados

de la forma:

Y=Y e*Fbau®(r — R) +bpa®(r — R — dp)] (3.4)

donde las funciones de onda ®(r) se corresponden con orbitales del tipo 2p., y se suma sobre
todos los vectores de la red directa R. dp se corresponde con el vector de la base que describe

el desplazamiento de la subred tipo B con respecto a la subred tipo A, es decir, dg = ay.
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Los coeficientes by x y bpx estan dados por:

[E(K) = ES b+ Y (B + > Y (R)E )0 = 0 (3.5)
n R#0

Donde los indices m y n hacen referencia a los elementos de la base, es decir, las distintas
subredes, en este caso m,n = A, B. EY es la energfa del orbital en el sitio m, en este caso
son todos orbitales tipo 2p, de dtomos de carbono de modo que EY = EY%. El término con
Bm.n hace referencia a orbitales (dtomos) distintos en una misma celda, es decir, si m = n es
la integral de campo cristalino, y es la integral de salto si m # n entre orbitales tipo A y tipo
B de una misma celda (ver seccién 2.1). Ademas, 7, es la integral de salto para diferentes

celdas, entre un orbital tipo n y uno tipo m.

Vamos a considerar interaccién a primeros vecinos, donde los primeros vecinos de un
atomo tipo A (B) son del tipo B (A), y estdn ubicados en: R = 0 (la misma celda), R = —T5,
y R=T; — Ty = —(Ty — Ty) para un dtomo tipo A, y con el signo opuesto para un tipo
B. Considerando una amplitud de hopping (probabilidad de salto) t para primeros vecinos,

obtenemos la siguiente matriz para el Hamiltoniano de Tight-Binding:

O 1_|_ —ik~T2+ —ik~(T2—T1)
‘ ‘ (3.6)

1 + eik~T2 _'_ eik~(T2—T1) O

H(k) =1t (

Al diagonzalizar este Hamiltoniano se obtienen las siguientes bandas de energia [2]:

Ei(k) = =+t,|2+ 2cos (\/3]@@) + 4 cos <§kya> cos (gkxa). (3.7)

En la figura 3.2 puede apreciarse el grafico de la estructura de bandas del grafeno, dada por
la ecuacién (3.7), considerando hopping a primeros vecinos ¢t. Puede observarse que las bandas
se tocan en las esquinas de la 1° Zona de Brillouin, puntos donde la energia se anula. Estos
son los puntos a los que llamamos puntos de Dirac, definidos por la ecuacién (3.3), y se
puede apreciar que cerca de esos puntos, la relacién de dispersiéon es conica, lo que recuerda lo
que ocurre con fermiones relativistas. Por esta razén, es interesante estudiar las excitaciones
de baja energia del grafeno, correspondientes a desarrollar el Hamiltoniano alrededor de los

puntos de Dirac K y K'.
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Figura 3.2: Estructura de bandas para el grafeno, calculada con el modelo de tight-binding
considerando interacciones a primeros vecinos.

Hacemos el desarrollo, por ejemplo alrededor de K, pensamos k=K-+q, con q tal que

ga << 1 (aproximacién de longitudes de onda largas), para ello calculamos:

k:Ty=  [5(Gi+Ga)+q] To=% +5(V34: +3q,)
k- (Ty—T) = [%(Gl + Ga) +q} (Te—T) = %ﬂ - %(\/g% — 3q,)

Con ello calculamos los términos que aparecen en (3.6), por ejemplo:

2 2

L V3. . V3 3
—_—— — JE— — —/[/_
7T 5! 1Ty e T 1y My

donde en el ultimo término se ha utilizado la aproximacién de longitud de onda larga, ¢,a <<

e—ik-T2 _ e—i47r/36—i(\/§aqx+3aqy)/2 _ <_1 + ﬁ@) e—i(\/?:aqw+3aqy)/2 ~

1, gya << 1. Calculando andlogamente los otros términos, se obtiene la siguiente expresién
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para la matriz del Hamiltoniano de Tight-Binding alrededor del punto K:

VT2 —ig, 0

Es decir que se obtiene un Hamiltoniano de Dirac no-masivo bidimensional alrededor del

punto K, al igual que en el caso andlogo alrededor de K':

Hx = hvpo*-q (3.8)
Hyg = —hvpo - q (3.9)

donde vp = 3at/2h es la velocidad de Fermi, y o = (0,,0,) son las matrices de Pauli, con

o* = (0,,—0y,) . Si identificamos los puntos de Dirac no equivalentes con o = 1 para K y
a = —1 para K’, podemos resumir el resultado en un solo Hamiltoniano:
H, = ahvp(0,q; — aoyqy). (3.10)

Diagonalizando la matriz se obtienen las autoenergias (¢ = |q):
Fx(q) = thupg, (3.11)

y con ello se obtienen los autovectores y los coeficientes para el estado de TB:

bqu B ez’@
bpq ) \ 1)’

donde 6 = arctan(g,/q,). Introduciendo este resultado en la ecuacién (3.4), y realizando en
dicha ecuacion el correspondiente desarrollo alrededor del punto K, se obtiene una expresion
para los estados:
, eu r-R
Y (r) = e"” ( 1acal ) > :

:|:1U/2,K7q(r — R)
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Donde:
uk(r—R) = Y ¢KReTa R —R)

R
ugg(r—R) = Z ¢ KRemiar-RIg(r — R +dp)
R

son funciones microscopicas que varian rapidamente en la red y cuyo efecto despreciaremos en

la aproximacién de longitudes de onda largas, de modo que el resultado para los autoestados

Uk (q) = €'9" ( i1 ) . (3.12)

sin normalizar es:

Anslogamente para el punto K’ se obtiene:

vk(q) = e ( i: ) : (3.13)

e

Los signos + y - se corresponden con la banda superior (electrones) e inferior (agujeros)

respectivamente.

En estos estados, entonces, ya no quedan rastros de la red microscopica. Sin embargo, al
escribirlos en forma de espinores, la informacién sobre la existencia de dos subredes se con-
densa en las componentes del espinor, por lo que la informacién sobre la red no se ha perdido
del todo, aunque estemos en la aproximacion de longitudes de onda grandes. Volveremos

sobre este tema con mas detalle en la seccién 3.3.

3.2. Resolucién en coordenadas polares

En la seccion anterior vimos que las excitaciones de baja energia en el grafeno pueden
representarse con un Hamiltoniano tipo Dirac 2D no masivo. Considero entonces para el
problema un Hamiltoniano efectivo como el de la ecuacion 3.10, donde puedo escribir Aq =

p = —ihV, ya que en cartesianas esta sustitucion da lugar a la misma solucion que el
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problema de tight binding, de modo que:

Ly=e*(—4i-2) (3.14)

Con estos operadores puedo definir las matrices Hamiltonianas alrededor de los puntos K y

/.
0 Ly 0 L_
Hyg = —ihv ; Hyr =1hv : 3.15
e P IR (315

Propongo como soluciéon un espinor de dos componentes ¥ cuyas componentes 11 v 1o

deben cumplir la ecuacién de autovalores HV = EWV, es decir, para K:

—iahvpLye = Eiy (3.16)
—'l'Oéh’UFL,'lbl = E’l/}Q

y para K':

Z'Oéh'UFL,Z/}Q = Ewl (317)
iahvp Lt = Eis

Esto significa que, por ejemplo para el punto K, 11 y 95 deben ser solucion de las siguientes

ecuaciones diferenciales acopladas:

0 10

— 29 QRN '—_
iahvpe <87“ + Zr39> g Eyn

0 10

—iahvpe " (— — i——) Uy = Bty (3.18)
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Despejando 1 de la segunda ecuacién y reemplazandolo en la primera, se obtiene:

o[ 0 10\ ihv (0 10
. 0 . F —i6 - g =
thvpe (8 +1 7“80) n e ( ) ) (0 Eyy

o (0 10 10 [ 4,0 10 _ B
[8r (8r ae)“re o <e B Zrae))}wl_ g 1

o 100 iﬁJrl ;0,00 10 PN gy

or? 7"87’ 89 = 00 (9 87“ 00 200 r0b? e h2 2
0? 10 1 9

vy 100, My

orz 'y or | r2 962

donde en la ultima ecuacién se ha definido ¢ = E/hvg. Proponemos para 1; una solucién
de variables separadas de la forma 1, (r,0) = R(r)P(f), obteniendo dos ecuaciones indepen-
dientes para R y P, dada una constante de separacién m. Para P(f) se tiene:

P +m?P =0 - P(f) x ™

— +m°P = x e

00?

Pidiendo condiciones de contorno periddicas (P(6 4+ 27) = P(f) V0) se obtiene la condicién

sobre la variable de separacién m € Z. La ecuacién para R(r) queda:
Pt r—+ (PP —-m)HR=0 (3.19)
r r

que es la ecuacion de Bessel para © = qr, y cuyas soluciones son las funciones de Bessel

Jm(qr), de manera que las soluciones para 1, son de la forma:

Ui (r,0) ~ Ju(qr)e™

Ahora bien, si en lugar de realizar el reemplazo de la segunda ecuacién en la primera en (3.18),
la misma forma funcional se obtendria para 1, y lo mismo ocurriria con las ecuaciones para
el punto K’', de modo que es posible afirmar que en general, las componentes de los espinores

tendrdan la forma:

Nony im
Y (r,0) = 5 T (qr)e™®. (3.20)

El indice v viene de considerar las condiciones de contorno para la variable r: considerando

un sistema de grafeno en un disco de radio ry, las funciones de Bessel deben anularse para
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r = rg, es decir, debe valer ¢,,,70 = %, donde x,,, es el v-ésimo cero de la funciéon de

Bessel de orden m, es decir, que los valores de momento g, estan discretizados. N,,, es la
. .« . . . T

constante de normalizacion para la parte radial, proveniente de pedir fOO rdr J% (Gm.,7), 1o

que resulta en:[4]
V2

Ny = ——F7
' TOJm+1($mV)

Para encontrar las relaciones entre los indices de cada componente, es necesario volver a las
ecuaciones en (3.16) y (3.17), para lo cual es 1til ver cémo actian los operadores L, y L_
en un estado ¥ de la forma dada por (3.20). Para ello es necesario calcular 0.J,,(qr)/0r.

Considero las siguientes identidades para las derivadas de las funciones de Bessel [5]:

(1i>k 2 Im(2)] = 2 i(2) (3.21)

zdz

zdz

(li) (27" In(2)] = (=D)F27mF T 0(2) (3.22)

Usando la ecuacién (3.21) para k = 1, z = gr, se tiene:

0Jm(qr)

m
o —7Jm(q7’) +qJm-1(qr),

de modo que:

A o 10 A A 0J, m
— -0 [ =~ - im6 — i(m—1)0 [ ¥Ym e
L_1,, e (87’ Z?“(SQ) e In(qr) =e < o + " Jm(qr)>

= ¢ T 1 (qr) = qtma
Y usando la ecuacion (3.22) para k = 1, z = ¢r, se obtiene:

O (qr)

m
5 = 5 Jmlar) = @),
de modo que:

(0 10 , . aJ, m
0 - imf — pim+1)0 [ 7m0
L—l-l/}m € (8r + ZT 50) € Jm(qr) € ( or ’ Jm<qr)>

= qei(mﬂ)an]mﬂ(qr) = —qVm+1
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Es decir que los operadores L, y L_ actian sobre las componentes de los espinores, v, de la

siguiente manera:

Lithm = —q¥mia (3.23)
L Y= qma

Entonces vemos que, para los espinores ¥ correspondientes a cada punto de Dirac, debe
proponerse una soluciéon cuyas componentes difieran en su indice m en una unidad. Para el

punto K, propongo estados de la forma:

1 merl v 1 merl v
pY = — ’ : U k= —= ’ , 3.24
minK \/§ ( i@/}mw ) K \/§ ( —i@bmw ( )

donde ¢, ,, estan dados por la ecuacién (3.20), y se ha agregado un factor de normalizacién
1/4/2 para que se cumpla que [ dr¥i(r,6)¥(r,0) = 1. Usando las propiedades para aplicar

los operadores Ly a los estados tipo #,,, dadas por la ecuacién (3.23), puede corroborarse que

c
m,v, K

HV? | g = —qhup, es decir, es un estado de valencia (del cono inferior); y HW = qhvp,

m

es decir, es un estado de conduccién (del cono superior). Andlogamente, para el punto K’ se

1 77Z)m1/ 1 7,/)m1,
U o= —= Yo W e = —= ’ , 3.25
NG ( W1 ) w2 ( — i1 > (3:25)

3.3. Pseudoespin, Momento Angular y Helicidad

tiene:

En las secciones anteriores encontramos que los autoestados del Hamiltoniano efectivo
dados por (3.24) y (3.25) tienen dos componentes. Estas componentes no estan asociadas al
espin fisico del electrén (el mismo no fue tenido en cuenta en los célculos de tight binding),
sino que estan relacionadas a la amplitud relativa de las funciones de Bloch en las subredes
A o B. Este grado de libertad es frecuentemente denominado pseudoespin, ya que cumple un
rol en el Hamiltoniano efectivo analogo al que cumple el espin en el Hamiltoniano de Dirac
[6]. Este pseudoespin, que cumple el mismo édlgebra SU(2) que el espin, puede interpretarse
de la siguiente manera: si en un dado estado todos los electrones estuvieran localizados en
atomos del tipo A, y no hubiera ninguin electrén en los atomos tipo B, entonces este estado

tendria su pseudoespin en la direccién Z, apuntando hacia arriba (es decir, saliendo del plano
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del grafeno). Si la densidad de electrones estuviera, en cambio, puramente localizada en
los atomos tipo B, entonces el pseudoespin apuntaria hacia abajo. En este caso seria nula
la primer componente del espinor, mientras que en el caso anterior seria nula la segunda

componente del mismo.

En el grafeno, la densidad electronica usualmente estd distribuida de manera homogénea
entre las dos subredes, por lo que es de esperar que la parte de la funcién de onda corres-
pondiente al pseudoespin sea una combinacion lineal de arriba y abajo, y esté en el plano
de la hoja de grafeno. Podemos corroborar este hecho para los estados hallados en (3.24) y
(3.25) si definimos un operador de pseudoespin o = (0,,0,,0,). Aqui es importante notar
que si bien en el Hamiltoniano efectivo no aparece la componente z del pseudoespin, al igual
que la componente z del momento q, esto no significa que los operadores o, y ¢. sean nulos,
como se aclara en la referencia [7]. S{ podemos corroborar, sin embargo, que el valor medio
de la componente z del pseudoespin se anula para cualquiera de los estados encontrados, por

ejemplo, para los estados cerca de K:

(mvK|o, | mvK) = %/dr (Vrq, Fivrs,) o2 (Vs Lithy,)" =

1

- ; / dr (651 Fis) (s, — (Fith)) " =

1
= 5 [ (P = 10a?) =0,

donde los signos + corresponden a los estados de conduccion y valencia respectivamente,
y para mayor claridad hemos omitido el indice v en las funciones de onda v,,,, que estan

definidas en (3.20) y normalizadas de acuerdo a lo indicado en la seccién 3.2.

Consideremos ahora el operador momento angular orbital. Su componente en Z estaria
dada por:
L,= —ih%ﬂ,
donde la identidad actia en el espacio de subredes (es decir, en las componentes del espinor, o,
como vimos al principio de esta seccidn, el espacio de pseudoespin). Recordando la definicién
de las funciones de onda v dadas por (3.20), es facil ver la forma en la que el operador

momento angular actiia sobre ellas:

Lz¢m = mhwma (326>
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de modo que puede asociarse el indice m de las funciones de onda ) dadas por (3.20) con
su momento angular. Ahora bien, los autoestados del Hamiltoniano efectivo para el grafeno
son espinores de cuyas componentes estan dadas por funciones ¢ con distinto indice m, de
manera que resulta obvio que estos estados no seran autoestados del momento angular

orbital.

Como el Hamiltoniano efectivo alrededor de cada punto de Dirac da lugar a un espectro
isétropo en el espacio reciproco (el espectro de energias sélo depende del médulo de q),
entonces este sistema tiene invariancia rotacional [7], por lo que 6 bien debe haber otro
conjunto de autoestados del H que si sea autoestado del momento angular orbital, o bien
debe haber otro momento angular involucrado en el problema de modo que haya un conjunto
comun de autoestados del Hamiltoniano y el momento angular total. Es facil ver que debe
ser el segundo caso, ya que el momento angular orbital no conmuta con el Hamiltoniano,

resultando:

[Ha Lz] = [H> (I‘ X p)z] = ahva [UxQx — AO0yQy, Tzqy — Tsz]
= —ithvpa (o.py + oyps)

Es posible notar, entonces, que combinando el momento angular orbital [, con el pseudoespin
0, se obtiene un momento angular total que no sélo conmuta con el Hamiltoniano, sino que
también cumple que los estados hallados en (3.24) y (3.25) son autoestados de dicho operador,

cuya componente en 2z esta dada por:
h h
J*=L,—a-0, = —ih—1—a—o, (3.27)

Es facil aplicar este operador a los autoestados de H. Por ejemplo, para los estados cerca de

K (a = 1) dados por (3.24):

_ h(m + 1>wm+1,u _ 72 merl,V _ ( 1)
Jelmane = ( (i, ,) ) 2 ( (1) s ) = (mt g ) W

Haciendo un célculo andlogo para los estados cerca del punto K’ dados por (3.25), se encuentra
que su autovalor es, también, j, = (m + 1/2)kA. Teniendo esto en cuenta, y la consideracién

hecha al principio de la seccién sobre el valor medio de la componente en z del pseudoespin,
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se encuentra que el valor medio del momento angular orbital para cualquiera de estos estados
debe coincidir con el valor medio del momento angular total, que coincide con el valor del
momento angular total, puesto que esta cantidad si esta bien definida para estos estados,

y es una constante de movimiento. Es decir:
J. = (mvK| J, |mvK) = (mvK|o, |mvK) + (mvK|l, |mvK) = (mvK|l, imvK). (3.28)

Esto puede corroborarse calculando explicitamente el valor medio para [,:

1
(mvK| L, |lmvK) = 5 / dr (Qb;ﬂ, :Fu/}:‘n) L, (Vma1, ii@bm)T =

- 1/ A (Var, FiU5,) (M + Dlithsr, mb £ i0h) " =

2
- %/dr [(m + DAY ]* + mhaj,)?] = %(Zm +1)h = (m + %) B

Con la ayuda de estos resultados, es posible darle una interpretacion al indice m que
etiqueta a los autoestados de H hallados en la seccion 3.2. En primer lugar, como se vio
en la ecuacién (3.26), m es el momento angular orbital de las funciones de onda 1, que
conforman las componentes de los espinores ¥,,. Pero, ademés, la ecuacién anterior indica
que m también estd relacionado con el valor medio del momento angular orbital del espinor
U,,, que es (I,) = (m + 1/2)h para todos los estados involucrados en el problema. Por
ultimo, como mostramos en la ecuacion (3.28), el indice m también se asocia al momento
angular total de un espinor, que también vale j, = (m + 1/2)h para los estados de valencia
y conduccién asociados a los puntos K y K'. Es decir que un espinor de la forma ¥,, , tiene
un momento angular total j, = (m + 1/2)h que es una constante del movimiento, por lo que

es a éste numero cudntico al que resulta mas til asociarle el indice m.

El operador momento angular orbital que definimos, L., es un momento angular envelope,
es decir, que actia sobre la envolvente de la funcién de onda, pues es diagonal en el pseudo-
espin, que es la variable que contiene informacién sobre la parte microscopica de la misma.
Como sabemos que el pseudoespin contiene la informacion sobre la red, es decir, sobre la
parte microscopica del espacio, podemos pensar que el momento angular total que hemos
definido, J,, es un momento angular orbital que contiene tanto la parte microscépica como

la envolvente.
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Existe, ademés del momento angular total, otro operador que conmuta con el Hamilto-
niano del problema y que agrega importante informacion sobre la fisica del sistema. Este

operador es la helicidad, definida como:

o‘ .
S =ho-p=ho-§=hrl-2 (3.29)

4q
La helicidad es, en el caso de este sistema, la componente de pseudoespin en la direccion del
movimiento. Recordando la forma del Hamiltoniano del sistema dado por (3.10), es facil ver
que la helicidad conmuta con H, por lo que es una constante de movimiento. De esta manera,

vemos que los autoestados del Hamiltoniano tienen helicidad bien definida, en particular:

E\Ijin,u,a = +h\Ij7cn,u,o¢
E\Iﬂ;n,u,a = _hqjvm,u,a

Es decir que los estados de conduccién tienen helicidad +h, y los estados de valencia
tienen helicidad —h, independientemente del punto de Dirac. Este niimero cudntico agrega
informacion sobre la fisica de los autoestados del sistema y, a diferencia de lo ocurrido con
el momento angular total, permite distinguir entre los estados de conduccion y valencia. El
tener una constante de movimiento asociada con el pseudoespin que distinga entre los estados

de las distintas bandas sera de gran utilidad al estudiar la interaccién con luz.
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Capitulo 4

Interaccion con luz con momento

angular orbital

4.1. Hamiltoniano de interacciéon

Considero el potencial vector para un haz de luz con momento angular orbital en el gauge

de Coulomb, para modos de Bessel, y en coordenadas cilindricas (tales que k = ¢.2 + q)*

Ao (r,t) = Age’ == | e, Ji(qr)e® — aiéqg(]lw(qr)ei(l”)e + c.c. (4.1)
2

donde €, son los vectores de polarizacion, con ¢ = +1, €, = = + ioy. Obtenemos el Hamil-
toniano de interaccion mediante la prescripcién habitual p — p — QA = p + €A, haciendo
dicho reemplazo en la expresion de la ecuacién 3.10. Esta sustitucion esta justificada en un
Hamiltoniano tipo Dirac pues se obtiene al pedir que, en formulaciéon Lagrangiana de campos
clasicos, el Lagrangiano sea invariante ante transformaciones de gauge locales para el campo
de particula y el campo electromagnético [1]. Entonces se obtiene:

H} ahvp(o,q, — aoyqy) + aevp(o, A, — ao,Ay) = HY + Hy;

otal — int’

(4.2)

!De ahora en mdés se utilizard q para referirse al momento de la luz, y q,,,, bara el momento de los
electrones, que esté discretizado.

49
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donde las soluciones de Hy en coordenadas polares estdn dadas por (3.24) y (3.25). Es decir,

que obtenemos para el Hamiltoniano de interaccion:

(4.3)

v

0 A, +iaA, )

H?, = aevp(o,Ay — aoy,Ay) = aev
nt F( Y y) F(Aw—iosz 0

es decir que sélo nos interesan los términos en & y ¢ de (4.1). Ademds, como estudiamos
un sistema bidimensional, consideramos que el disco de grafeno esta ubicado en la posicion

z =0, y el potencial vector para un haz de twisted light tiene la forma:
Ao (1r,0) = Ag(@ + iog)e ™ Ji(qr)e™ + c.c. (4.4)

Defino las siguientes cantidades:

Aé;r) =Age ™ Jy(qr)e™ (4.5)
A((ﬂ—) :Aoeithl(qT)e—ile

Estas cantidades son relevantes puesto que pueden asociarse con la creacién (emisién) y
aniquilacién (absorcién) de fotones, ya que al escribir el potencial vector de la luz en segunda
cuantizacién, el término A7) ~ l;T, y el termino A ~ I;, donde bf es el operador de creacién

para un foton, y b es el operador de destruccién para un foton.

Con ayuda de estas cantidades es posible escribir las componentes del potencial vector:

Ao = [AD + 40|

A

y7U

—io (Al - A5 (4.6)

y, recordando la expresién para Hf, en (4.3) y reemplazando las expresiones para A, y A,
de (4.6), se obtiene la siguiente expresién para el Hamiltoniano de interaccién en funcién del

punto de Dirac («) y de la polarizacién de la luz (0):

0 (1—0a)AY + (1+a0)A) wn
(1+ oza)Ag;) + (1 — ozo)A(_) 0 '

q,!

H{.(0,q,1) = cevp (

Es conveniente desglosar este Hamiltoniano en cuatro casos, correspondientes a las com-
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binaciones de las dos posibilidades para la polarizacion de la luz, y los dos puntos de Dirac no
equivalentes. Esta separacion no sélo facilita la notacién y el posterior calculo de los elemen-
tos de matriz (a realizarse en la seccién siguiente), sino que ademés facilita la interpretacién

de las distintas componentes de la matriz Hamiltoniana.

Se tiene, entonces, para el punto K:

HE (0 =1) = 2evp ( A g’l ) ; HE (0 = —1) = —2evp ( ( 6’1 . (4.8)

q,!

y para el punto K’:

: 0 A / 0 A
HE (0 =1) = —2evp ( A(_l) éal ; HE (0 = —1) = 2evp A(‘;) (q),l . (4.9)
q7 q7

Como puede observarse, las matrices Hamiltonianas poseen, para todas las combinaciones
posibles de a y o, solamente elementos fuera de la diagonal, y estos elementos consisten en un
solo termino: Af;l) 0 A((;l). Ademas, debe recordarse que las componentes de los espinores se
asocian a las dos subredes de la estructura del grafeno, de modo que, si se contintia conside-
rando la interpretacion discutida anteriormente para los términos A((J) y A((L_l), se encuentra
que al actuar el Hamiltoniano sobre un estado W, este estado sélo puede crear un fotén en
una subred y aniquilar un fotén en la otra. Es decir, cada uno de estos Hamiltonianos se
asocia a al absorciéon de un fotén en una de las subredes, y a la emisién de un fotén en la
otra. Cual de las subredes es la que emite y cudl la que absorbe un fotéon dependera de dos
variables: la polarizacién de la luz incidente (es decir, el espin del fotén absorbido o emitido)
y de cudl de los dos puntos de Dirac no equivalentes se estd mirando. Es importante recordar
que, mientras que la polarizacién de la luz (o) estd fijada externamente, para obtener cual-
quier magnitud fisica macroscopicamente relevante sera necesario sumar las contribuciones
correspondientes a los dos puntos de Dirac («).

Una interpretacion mas detallada de estas matrices puede realizarse al recordar lo discu-
tido en la seccion 3.3. Al estar las componentes de los espinores asociadas a la distribucion
de los electrones a lo largo de las subredes, el hecho de que las matrices de interaccion posean
solo elementos fuera de la diagonal puede interpretarse de la siguiente manera: si pudiera uno
tener un estado inicial en el cual todos los electrones se encontraran localizados en la subred

tipo A (seria un estado con pseudoespin positivo en Z), este estado serfa un espinor de la
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forma (1,0)7. La matriz de interaccién, por poseer sélo elementos fuera de la diagonal, sélo
puede conectar este estado inicial con un estado final de la forma (0,1)7, es decir, un estado
en el que todos los electrones estan localizados en la subred tipo B. Entonces, la accion neta
de la luz sobre el sistema seria desplazar a todos los electrones de la subred tipo A a la subred
tipo B, o, lo que es equivalente, invertir el pseudoespin del estado. Ahora bien, estos estados,
autoestados del operador de pseudoespin, no son autoestados del Hamiltoniano, y claramente
no representan estados fisicos, ya que no resulta muy probable la idea de encontrar a todos
los electrones de un sélido localizados en una subred del mismo. Sin embargo, este ejemplo
deja en evidencia que la interaccién con la luz afecta otras variables del sistema ademas de
la energia, relacionadas con el momento angular y el pseudoespin. Discutiremos cudales son

esas magnitudes en las secciones siguientes.

4.2. Calculo de elementos de matriz

Para poder calcular cantidades observables relevantes para este sistema, es necesario con-
tar con los elementos de matriz del Hamiltoniano de interaccién. Los calcularemos entre un
estado en la banda de conduccién (cono superior) y un estado en la banda de valencia (cono
inferior) con distintos valores de los indices que etiquetan a los estados: m y v. En princi-
pio, este calculo deberia realizarse para estados cercanos a puntos de Dirac que en principio
podrian ser distintos, utilizando como Hamiltoniano H = Hx + Hgs. Sin embargo, traba-
jaremos bajo la aproximacion de longitud de onda grande para la luz incidente, es decir,
valores pequenos del q, de modo que podemos despreciar los términos que cruzan estados en
distintos puntos de Dirac. Es decir, calcularemos el elemento de matriz (em/v'a|Hg,|vmyva).
Como las matrices correspondientes al Hamiltoniano de interaccién contienen sélo elementos
fuera de la diagonal, podemos prever que estos elementos de matriz sélo conectaran las com-
ponentes del estado inicial correspondientes a una subred, con las componentes del estado
final correspondientes a la otra subred.

Los elementos de matriz que deben calcularse son:

m'va int mro

{em/V'a|H Y lomya) = /\IJCT, A OVHS (r, )T (r,0)d*r (4.10)

Recordado las definiciones de los estados de valencia y conducciéon en cada punto de Dirac

dados por (3.24) y (3.25), y de las matrices Hamiltonianas para los distintos puntos de Dirac
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y las distintas polarizaciones dadas por (4.8) y (4.9), se encuentra que para cada caso las
integrales que deben calcularse son las siguientes (algunos indices se han omitido para mayor

comodidad en la lectura, y el supraindice & en el Hamiltoniano indica o = +1):

{em'V' K| mt+|vmVK> 2ievy / dr [wm .y LAC \I/m v+ U, JADT V}
(em'V' K|HE " jomvK) = —2ievp / dr (Y41, JADT ,/A W, ]
(em!V K'|HElomyvK') = —2ievp / dr [ AW, + 00 AT
(em'VK'|HE, o lomv Ky = 2ievp / dr [@D;,,V,A(_)\IIWFLV + LZJ;;,H,V,AH)\IIWV} ,

Esto muestra que los elementos de matriz dependen linealmente del punto de Dirac.

Por lo tanto, podemos resumir los resultados de la siguiente forma:

(em/Va|HY T [omva) = 2ieowF/dr Ky JACT Ly, ,,,A VA ] (4.11)

(em/V'a|Hy lomva) = —2ieozvp/dr [¢;,7V,A(_)\I/m+1,l, + 1/J:n,+17V,A(+)\I/m,V] (4.12)

Es posible observar que los elementos de matriz contienen sélo dos términos, uno asociado
a la absorcion de un fotén y otro a la emision de un fotéon. De esta manera, es necesario

calcular cuatro integrales diferentes:

O [ A (R 0AD () r,6) (4.13)
[ et 04T 0 (r6)
) [ v (0 AT (1 6) s 1:6)
D [ A 0A (0 r,6)

Notemos que solo es necesario calcular dos de estas cuatro integrales, ya que
(m/ V| A |m v) = ({m, | A( ) |m’,'))*, de modo que la primera integral a) se obtiene de
la segunda integral b) en (4.13) conjugando e intercambiando los indices v/ <> v, m' <> m; y

lo mismo ocurre con las integrales c) y d).
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Calculamos, por ejemplo, la segunda integral b) en (4.13), recordando la expresién para

los estados 1y, de la ecuacién (3.20):

/ A (1, 0) AD (. )1, (. 6) =

m V/ —im —iw i Nmz/ ilm
/d&/rdr{ ot (7)€ 9] (Aoe tJl(qr)ew) [\/%Jmﬂ(qmﬂ,yr)e( +1)6

=A e’“"t2 / dfetmHi+H1=mOo N Z,/le,/ rdr T (@) J1(qr) T 1 (Gma1,07)

™ Jo

:Aﬂe_iwtdm’,m—&—l—i-le’V’ Nmu / TdTJm’ (qm’u’r) Jl (qT)Jm—i—l (Qm—i—l,yr)
0

. TO
:A0672Wt5m’,m+l+1Nm’u’ Nmu / 7’dTJerlJrl (Qm+1+l,u’r) Jl (qr) Jm+1 <Qm+1,ur)
0

Las otras tres integrales en la ecuacién (4.13) son calculadas de manera andloga, de modo

que es util definir la siguiente cantidad:

! TO
Ilif (qyl) = Nau’Nbu/O Tera(Qa,u’r)Jl(qT)Jb(QbJ/T) (414)

1
= Na,,/ber(Q)/ xJy(zax) Sy (qrox) Jp(xpx)de, (4.15)
0

donde en la segunda igualdad hemos hecho el cambio de variables r/ry = z y utilizado que
Ty = ¢muTo para adimensionalizar la integral. Con esta definicién las integrales de (4.13)

resultan:

a) / A (1, 0) A (1, 0) U (1,0) = €6 i 752 (0,1) (4.16)
)/drwm v/ (T G)A (T 9)¢m+1 V(T 9) = e_thém’,m+(l+1)I:nn—tll—~u_lV (Q>l>
)/drwm v’ (T O)A (T G)merl V(T 8) = eiwtémlvm—(l 1 I;%njrrll Vll/ (Q7 l)

d) / dr i1 (1, 0) A (1,0 (r,0) = € 0 i It (a,1)

Con estos resultados es posible, finalmente, calcular los elementos de matriz de (4.10), resul-



Capitulo 4. Interaccion con luz con momento angular orbital o1

tando, para la luz con polarizacién circular izquierda (o = +1),

— 1+,
Zwtlmjr-l—ll; v (q>5m’,m+(l+1):|

(4.17)

Aqui el segundo término se asocia a la absorcion de un fotén con momento angular orbital

(em/ValHY luvmva) = 2ieavp Ay emlﬁl_/l"’,(q)émljm_(lﬂ)

[h y espin +h (estado final m’ = m + [ + 1), mientras que el primer término se corresponde

con la emisién de un fotén con los mismos nimeros cudnticos (estado final m' =m — 1 —1).

Por otra parte, para luz con polarizacion circular derecha, o = —1, se tiene:
17 o,— _ . iwt gm+1-1,0/ —iwt TmALY
(em'V' o HY) lvmra) = —2ieavp Ay [ L (@) 0 m——1) — €I 0 (@) 0mr ma-(1-1)

(4.18)
donde el segundo término se corresponde con la absorcion de un fotén con momento angular
orbital [k y espin —h (estado final m’ = m — 1 4 (), mientras que el primer término se asocia
a la emisién de un fotén con [y o0 = —1 (estado final m’ =m +1—1).

Ademas, debe notarse que en ambos elementos de matriz hay un término correspondien-
te a una transicion que no resultaria energéticamente favorable: al considerar transiciones
desde valencia hacia conduccion, emitir un foton no es energéticamente favorable, y en los
elementos de matriz cuyo estado inicial esta en conduccién y el final estd en valencia, no es
energéticamente favorable absorber un fotén. Entonces, en la rotating wave approximation,

podemos escribir los elementos de matriz de la siguiente manera: (ver referencia [2])

(em'Va| HEy (0 = 1) jvmva) =2 2aievpAge “ I DO iy (4.19)
(em'V'a| HY (0 = —1) [v,m,va) = —Qiaevaoe’““t[:,;‘jl’”/(q) m! mt-(1—1)
(vm'V'a| HY (0 = 1) |[emrva) = —2z'aevaoei”tI$;l’”/(q) —(141)
(om'V'a| HY (0 = —1) |emva) = 2iaevFAoez“’t]le;l V()6 m—(i—1)

Observando estos elementos de matriz, podemos volver al asunto discutido en las seccio-
nes anteriores, sobre cuales son las magnitudes fisicas de los electrones del grafeno que entran
en juego al interactuar con la luz. En primer lugar, por supuesto, cambiard la energia, por
tratarse de transiciones interbanda, de manera que al absorber un fotén se pasa de la banda
de valencia a la de conduccion, con mayor energia, y al emitir un fotén se pasa de la banda
de conduccién a la de valencia, con menor energia. Por otra parte, como se menciond ante-

riormente, las Deltas de Kronecker en las variables m y m’ se asocian a una transferencia de
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momento angular. En particular, segin lo calculado al comienzo de la seccién 3.3, el estado
inicial tendrd momento angular total (m + 1/2)h, mientras que el estado final tendrda mo-
mento angular total (m’+ 1/2)A, que, en el caso de la absorcién de un fotén con polarizacién
circular izquierda, queda j, = (m + [+ 1 4 1/2)h, donde se ve claramente que se suma al
momento angular total inicial del electrén, el momento angular total del fotén absorbido,
correspondiente a +h de su polarizaciéon o espin, y [h de su momento angular orbital. Este
mismo razonamiento vale para los cuatro casos posibles de elementos de matriz enumerados
en (4.19), de modo que queda en evidencia la manera en la que la interaccién con la luz
modifica el momento angular de los estados. Se encuentra, entonces, que el momento angular
transferido es Aj =1+ 1, lo cual es consistente con resultados de trabajos anteriores, en los
cuales se observa que el momento angular de la luz y su momento de espin se suman entre
si y se suman (o restan) al momento angular del electrén cuando absorbe (o emite) un fotén.
Estos resultados [3, 4] corresponden al caso de transiciones intrabandas en semiconductores,
pero es aplicable a este sistema pues en este caso las dos bandas tienen la misma simetria,
por lo que en algin sentido todas las transiciones son intrabanda.

Por ultimo, en el final de la seccién anterior observamos que la interaccién con la luz
afecta la forma en la que los electrones se distribuyen en las subredes, variable denominada
pseudoespin. Sin embargo, al no ser el mismo una constante de movimiento, no resulta muy
util considerar la manera en la que la luz modifica esta variable. Resulta 1til, entonces,
recordar el operador definido al final de la seccién 3.3, la helicidad, dada por (3.29). Esta
magnitud, correspondiente a la proyeccién del pseudoespin en la direccién del momento q, es
una constante de movimiento. Y, recordando que los estados de conduccion tienen helicidad
+h y los estados de valencia tienen helicidad —h, vemos que la accién de la luz sobre los

electrones cambia su helicidad.

4.3. Comportamiento de las integrales I, ’;/(q, [)

En en esta seccién estudiaremos con mas detalle los coeficientes Igf ’V"/(q, [) presentes en
los elementos de matriz. Estos coeficientes, definidos en la ecuacién (4.14), consisten en la
integral de tres funciones de Bessel con distintos indices. Los posibles valores para a y b
presentes en los elementos de matrizson my m+I{, mym—I{, m+1lym+1+1, m+1

y m + 1 — [. Estudiaremos de forma numérica el comportamiento de la integral I ;Zflvy,(q, l),
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que tiene la forma:

1
L a(gl) = Nm7VNm+17V/r(2)/ 2o (Tmu) Ji(qrox) Jp(Tms1 ) de.
0

A partir de ahora tomaremos, para mayor simplicidad, ¢ = ro = 1, pues se trata de constantes
que hablan sobre las dimensiones del problema y sélo modifican globalmente el valor de la
integral, de la misma manera para cualquier valor de los otros indices, por lo que no son
necesarios para entender de forma cualitativa el comportamiento de la misma.

Podemos ver, por ejemplo, el valor de la integral en funciéon de v para valores fijos de las
otras variables, siendo m = 20, v/ = 60 y [ = 15, que se muestra en la figura 4.1. La grafica

l(u.a)
15x1078

1Lx1078}

5.x107%°

— yf\@; /\VAVAVA | VAVAVAVAVAVAVAVAV et

-5.x107

~1.x107%8 -

—15x1078 L

Figura 4.1: Resultado numérico de la integral _7228;:15760(1, 15) en funcién de v.

mostrada en la figura 4.1 muestra la forma general de la integral en funcién de v, y aunque
se ha mostrado un caso particular, esta forma se mantiene al variar los coeficientes que se
dejaron fijos. Si bien la integral muestra una oscilacién rapida con el valor de v, existe una
campana envolvente que presenta un pico y luego decae cuando los valores de v se alejan
del mismo. En la secciéon anterior se encontré que existe una regla de seleccion clara para
los indices m y m/, que resulta de una delta de Kronecker. Si bien para los indices v y 1/
no se encontré ninguna regla de seleccion, en la figura 4.2 se muestra el valor absoluto de
la integral, donde se aprecia que la misma presenta un valor de v, que llamaremos v,

para el cual la integral (y por lo tanto el elemento de matriz) es méxima, y que existe un
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Abs[l](u.a)
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8.x107% — .
6.x107% —
4.x107 — . .

2x10°F %

20 40 60 80 100

Figura 4.2: Resultado numérico del valor absoluto la integral 1228;['15,60(1, 15) en funcién de v.

ancho tipico A que determina qué tan abruptamente la integral decae a cero. Esto significa
que, si bien no hay ninguna delta de Kronecker del tipo ¢,,,,,., la mayoria de los valores
finales 1/ dan una contribucién nula (o al menos despreciable) a los elementos de matriz, y
en las magnitudes fisicas que impliquen sumas sobre todos los posibles valores finales v/ no
habra que sumar infinitas contribuciones, sino sélo unas pocas centradas alrededor de v,
con un ancho caracterizado por A. Observando la campana puede notarse que V,q, toma
un valor cercano a v/, pero que no coincide con su valor. La campana que se muestra en
la figura 4.2 puede ajustarse por una funciéon Lorenztiana, y de esa manera determinarse

numéricamente los valores para vy, v A.

En la figura 4.3 se muestra la forma en la que varia v,,,, para [ = 5 fijo, para m entre 1
y 70, y v/ entre 60 y 150. Se observa, como ya se menciond, que v,,,, aumenta con v/, si bien
no toma exactamente ese valor. Ademas, dicho valor se muestra aproximadamente constante
al variar m. Para visualizar con mas detalle la forma de la dependencia, se muestra en la
figura 4.4 el caso de v/ = 80. En la figura se observa cémo la variacién de v,,,, con m es muy

pequena, y se mantiene cercana a un valor levemente menor que /.

En cuanto al ancho caracteristico A, éste disminuye cuando aumenta m, pero crece al
aumentar /, como puede observarse en la figura 4.5, donde se muestra A en funcién de my v/,
nuevamente para [ = 5. Se observa sin embargo que dicho crecimiento es menos pronunciado
para m chicos, zona en la que se observa un achatamiento. Nuevamente se muestra el caso de

V' =80 en funcién de m para observar con mayor claridad la forma funcional (figura 4.6).
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Figura 4.3: Valor del v,,, en funcién de v/ y m, para [ = 5.

Vméx
782 —
78.1 f
78.0 —
779 — o
77.8 — o

777 .

Foe® 10 20 30 40 50 60 70

Figura 4.4: Valor del ¥ maximo en funcién de m, para v/ =80y [ = 5.

Por 1ultimo, para finalizar el estudio cualitativo del comportamiento de la integral, queda
ver cémo varian los parametros al modificar el [ de la luz incidente. Las formas funcionales
encontradas hasta el momento se repiten, pero para m y v/ fijos, A y Ve, varian con [. La

forma en la que varian se muestra en las figuras 4.7 y 4.8, para los valores fijos m = 50 y
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3.80 """‘000000

375}

370

Figura 4.6: Valor de A en funcién de m, para v/ =80y [ = 5.

v/ = 80, con [ variando entre 2 y 90. Se observa que el ancho caracteristico A aumenta al
aumentar [, de manera aproximadamente lineal (figura 4.7). El valor del pico, en cambio,
disminuye, corriéndose hacia la izquierda desde el valor de v/ a medida que aumenta [. El
valor méximo de v es, entonces, cercano a v’ para valores chicos de [, y disminuye a medida

que [ aumenta (ver figura 4.8, donde ' = 80).
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Figura 4.7: Valor para v,,,, en funcién de [, para m = 50 y v/ = 80.

40+
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Figura 4.8: Valor para A en funcién de [, para m = 50 y v/ = 80.
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Las cantidades fisicas que calcularemos en las secciones siguientes estaran determinadas
por los elementos de matriz, en cuya expresion (4.19) aparecen las integrales I. Por esta
razén, el estudio del comportamiento cualitativo de la integral que hemos realizado en esta
seccién nos permitira entender con mas detalle los resultados obtenidos.

Cabe aclarar que esta dispersion que hemos encontrado en los valores finales posibles
para v no esta relacionada con el momento angular de la luz, sino sencillamente con
la utilizacién de un haz real, es decir, un haz con un ancho definido y no una onda plana.
Si utilizaramos un haz Gaussiano o de Bessel para [ = 0 también encontrariamos la

dispersién en v.
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4.4. Planteo en segunda cuantizacién y ecuaciones de

movimiento

Es posible escribir el Hamiltoniano total del sistema en segunda cuantizacién. Comen-
zamos con Hy, el Hamiltoniano del sistema de grafeno no interactuante, en el modelo de
tight binding a primeros vecinos. (Nuevamente, para facilitar la notacién, sélo utilizaremos

las tildes para los operadores en los casos en los que sea necesario realizar una distincion.)

a E af «a
HO - Exmuva®ymy Cmy

A,m,v

§ [ a [ a
= (EcmVOéac;w le/ + EUmVOéaU:nuavmV>

_ af «
- thE qml/ cml/a Aemy _avmuaavmu)

donde a5t (a$,,,) crea (destruye) una particula en la banda X cerca del punto de Dirac .
Para el término de interacciéon con luz con momento angular orbital, consideramos des-
preciables los elementos de matriz que conectan estados dentro de la misma banda (es decir,

transiciones intrabanda):

Hy =30 7 [(em!val Hiy (o) lomva)ay, s, + (om'val Hiy(0)lemva)as, ot |

o mv,m/v’

A partir de ahora dejaremos de lado el indice o para facilitar la notacion, pero debe tenerse
presente que existe una dependencia con el punto de Dirac para los elementos de matriz y
para los operadores, que crean o destruyen electrones en un valle « (cerca de un determinado
punto de Dirac).
Consideramos entonces el operador matriz densidad, definido en la seccion 2.2.4,

PN/ Amy = ai\,m,y,a,\m,,, que nos dard informacion sobre la dinamica de los electrones foto-
excitados. Para ello queremos calcular la ecuaciéon de movimiento para este operador en la
representacion de Heisenberg:

Ld R
Zh%p)\’m’u’,kmu = [p)\’m’u’,)\muu H] (420>

Para calcular el conmutador necesario, entonces, sera 1util separarlo en el conmutador con H,
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y con H;,;. Para ambos casos resultara de utilidad la siguiente identidad:

[GJ{CLQ, aga4] = CLJ{CL4(5273 — a§a25174 (421)

donde a' (a) son operadores de creacién (destruccién) para fermiones, es decir que cumplen

las relaciones candnicas de anticonmutacion.

Con ayuda de la identidad de la ecuaciéon 4.21, es necesario calcular tres conmutadores
diferentes para obtener las ecuaciones de movimiento buscadas. Los términos correspondientes
al conmutador con H, son:

f ! = df 0. cOm Oy — al Oxr cOmt 00 (4.22)
a)\/m/,/a)\ml/aacnuacn,u = Ay CenpON,cOmnOv,pu acnuakmy M,eUm/ nVv' 1 .
T _ 0
|:a)\'m/,/a>\ml/7 alq—mavnu - a)\/mlylavnué)\,vém,néu,u - azn“a)\mu(s)\’,vém’,néu’,u
donde en Hy se suma sobre los indices n y u, n’, p'. Los términos corresponidentes a H;,;
son:
al, . .a a . a = al,  GnpOrcOmanOuy — A Gy On O O (4.23)
Nm/v! YAmys Yepryr Qonp - Nm/ v YonpfX,cmn/ Vv, p en! ! PAMvON 0 Om/ n O/ .

1 T T T
|:a)\/m/ v Amu avnlulacnu Ay Qenp 5)\,1) 5m,n’5u,u’ - avn’,u/ Army 6A’,05m’,néu’,u

donde en H;,; se suma sobre los indices n y pu.

Escribimos entonces la expresion para las ecuaciones de movimiento. Para ello conside-
ramos la evolucién de tres tipos de operadores densidad: pemiv’ cmvs Pom/v/ omy ¥ Pom/v’ emy
(coherencias interbanda). Entonces, usando la expresién para H, = Hy+ H;,(0) en la ecua-

cion de movimiento 4.20, obtenemos las ecuaciones de movimiento analogas a las obtenidas
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para un semiconductor en la referencia [3]:

Ld .
Zﬁ%pcm’u’,cmu - th(Qmu - qm’u’)pcm’u’,cmu + (424>
+ Z Z ({emv|Hipni(0) |Unlu>ﬁcm/u’,vnu — (vnpu|Hips (o) |leyl>ﬁvnu,cmu)
o nu
d . .
ih%pvm’u’,vmy - th(Qm’u’ - Qmu)pvm’u’,vmu + (425)
+ Z Z ((UmV|Hint(O-) lcnu>ﬁvm’u’,cnp, - <Cn,U/|Hmt(O-) |Umlyl>lécnu,vmu)
o np
d . R
Z.hapvm’u’,cmu = hUF(Qm/Z/’ + me)pvm’l/,cmz/ + (426)

S (emu Huns(0) [0ns) s s — el Hona(0) [om' v )
o np

4.5. Reégimen de baja excitacion

Debido a la imposibilidad de realizar un tratamiento analitico de las ecuaciones de movi-
miento en la forma en la que se encuentran en las ecuaciones (4.24)—(4.26), consideraremos
el caso de baja fotoexcitacién, en el cual podremos encarar el problema analiticamente en
forma perturbativa. Consideraremos ahora sélo un tipo de polarizacién circular para la luz
incidente, es decir, Hy,y = Hyp(0).

Como en [3], vamos a considerar las ecuaciones de movimiento para los valores de ex-
pectacion de los operadores p, tomados sobre el estado inicial del material. Notaremos estos
valores medios como p = (¢ (t = 0)[p|y(t = 0)), y éstos cumplen que pmv xmv = P A
Estos valores medios representan poblaciones cuando tienen indices repetidos, y coherencias
cuanticas cuando son elementos de matriz de fuera de la diagonal. Los estados iniciales sobre
los que se tome valor medio corresponderan a la banda de valencia completamente llena y la
banda de conduccién completamente vacia, puesto que la energia de Fermi para el grafeno
es ep =0 [5].

Vamos a resolver entonces las ecuaciones (4.24)—(4.26) utilizando un método iterativo. Es
decir, en primer lugar resolveremos la ecuacién (4.26) utilizando las coherencias intrabanda
a orden cero en el potencial vector. Asumimos que las poblaciones de las dos bandas a orden

cero estan dadas por distribuciones de Fermi-Dirac (aproximacién de cuasi-equilibrio), es
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decir:
pf)(;)@/l/’,vmy = pgg)n’z/’,mu = 6m,m’5l/,l/’fv,m1/ (427)
pirr)L’l/’,cmz/ = ((:(,)T)n’y’,my = 5m,m’5u,u’fc,mu

donde fy,,, es la funcién de Fermi-Dirac para la banda \. Si ademas consideramos que las
temperaturas son bajas comparadas con la temperatura de Fermi del sistema, y recordando
que la energia de Fermi para el grafeno es e = 0, se tiene que a orden cero en el potencial
vector, la banda de valencia estd completamente llena (en los dos puntos de Dirac) y la banda

de conduccién completamente vacia, es decir, fy 0 =1y feme = 0, por lo que tomamos:

p'f)(,)zn/zz’,my = 5m,m’6u,1/’ (428)
pé,or)n’z/,mzz = 0.

Utilizando la expresién para los elementos intrabanda dados por (4.28) en la ecuacién de

movimiento para la coherencia interbanda (4.26), se tiene:

d
ih%p&jﬂu’,cmu = hUF(Qm’V’ + qml/)pi(;ln)l’u’,cmu + %:<CmV|Hint(o->|Un:u>5m'n5V/M‘

De este modo obtenemos la ecuacién de movimiento para la polarizaciéon interbanda a primer

orden en el potencial vector:

d
ih% — B (G + qmy)} pf}ir)ﬂz/,cmu = (cmv|Hp (o) |om'V'). (4.29)

La solucién de la ecuacién (4.29) es de la forma:

— /B e—i(écmy—é‘vmlyl)t/h + e—i(ecmy—évm/yl)t/ﬁg(t) )

Po,m! v em,v

con:

) t
g(t) = _% <CmV| Hlont<0') "Um/V/> / dt/ei[(scm’uigvm/u’)fm] tl/h
0

ei[(EcmV*EUm/U/)fhw] t/h _ 1

o _ 0 /.7
- <Cm1/| Hmt<0-) |Um v > (5cmu - 5vm’l/’) — hw 7
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donde, en la dltima ecuacién, definimos (c, m, v| H) (o) |[vm’, ') como la parte independiente
del tiempo de (¢, m, v| Hy (o) [vm/, V'), es decir, en este caso, recordando la forma general de
los elementos de matriz dada por (4.17) y (4.18), y en la RWA:

(emv| Hypi(0) [om/V') = e emy| HY, (o) [om/V').
La condicién inicial a t = 0, pymi emn(0) = 0 resulta en § = 0, de manera que la solucién

para la polarizacion interbanda al orden mas bajo (primer orden en Ay) es:

p(l) _ 1 — e*i[’l}F(l]mu+qm/Ul)7w]t
vmevnLemy hUF(QmV + Qm’z/’) — hw
= Youwmw () {emu|Hipy (o) |om/v').

{emv|Hip (o) |om/v") (4.30)

1)

Teniendo la solucién a primer orden para las coherencias interbanda pf}m,,j, emyps POdemos vol-

ver a las ecuaciones (4.24) y (4.25) y obtener una solucién para las coherencias o poblaciones
(2)

c,m/v i my*

intrabandas a segundo orden en el potencial vector. Por ejemplo, para p

d
ih%pgr)ﬂu’,cmu = th(qu - qm’l">pgr)z’1/,cml/ +

3 ((emv Hont0)onnd o)y = (0 Hina () em'v ) o0, )
nu

2)

v,m/v mu?

y de forma andaloga para p de modo que:

L d
i3y = e = 1) | P = S e Ho ) o (onp s
np

X [ Ju,m’y’(t) _YmV,nu(t)}

L d
[Zh@ - th<Qm’u’ - qu):| pszﬂl/,vmu = Z(Uml/]Him(o)]cnu> <Cn/“L|Hint(o-)|/Um,V,> X
np

X Yot () = Vi (8)] -

Podemos encontrar la solucién a estas ecuaciones de manera analoga a lo hecho para (4.29).

Para la banda de valencia, elegimos pym' v/ vmy(t) = e F (@t =m0 )t gu(t), v la ecuacién
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para g,(t) resulta:

igv(t) - _ie_iUF(qm’,u’_q"L,u)t %

dt h
X Z<Um’/| Hy(0) [emun) (emin| Hy, (o) [om'V') [Ynmm’V’ (t) — Y’:w,nu(t)] ’
nh

recordando que, debido a su dependencia temporal, (vmv| Hi, (o) |emuy) (emuy | Hipe(0) |[om/v') =
(vmv| Hyp, (o) [emn) (8)(emun | Hi (o) [om/v') ().
1
9(t) = 9u(0) = 3 > _{vmw| Hyy(0) enps) (enp| Hyyy(o) [omy') x
np

t
% / dtleﬂ)F(qmlyl_Q'm,V)t [Ynu,m’v’ (t) —_ YT:(LV,HM(.[;)] 5
0

donde la condicién inicial €s pymp wmy(0) = S my; entonces, g,(0) = 0y 1m0y . Entonces,
la solucién a segundo orden en Ay para la polarizacién intrabanda, en el caso de la banda de

valencia, es:

pf)zr)t/l/’,vmy(t) - 5m’,m5y’,y - %e_ivF(qml’V,_qm’y)t (431)
X Z(Umv| Hini(0) |enu) (enp| Hine (o) [vmy)
np

t
% /0 dtlewp(qm/,,/—qm,u)t [Ynu,m/l/ (t) — Yntu,n/L(t)] .

Para la polarizacion intrabanda correspondiente a la banda de conduccion, el calculo es
completamente andlogo, utilizando la condicién inicial pei pwm(0) = 0, de modo que
9:(0) = 0, y la polarizacion a segundo orden es:

(2) (t) = R L Z(cmu| Hii(o) lonu) (vnp| Hiy(o) [em'v'Y(4.32)

Pom/v ,omuy h
np

t
« /0‘ dt/el’UF(Qmufqm/,u’)t |: 'r:u,,le/ (t) - le/,nﬂ(t)} :

Entonces, tenemos expresiones para las coherencias al orden mas bajo no trivial, que resulta

ser a orden Ay para las coherencias interbanda, y a orden A3 para las poblaciones y las
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coherencias interbanda. Para calcular estas tultimas, necesitamos obtener el producto de dos
elementos de matriz. Utilizando la forma general para los mismos en la RWA dados por (4.19),
tenemos (notemos que por tratarse de un producto de dos elementos de matriz, desaparece
la dependencia en «, por lo que omitimos ese indice para simplificar la notacién):

/.

4 + _ 2.2 42 m—l,pu ym—Llp
cmy| Hint |Unlu’ ’UTL/J| Hint |cm v = de UFAO(Smam'(Sn,m—(l-H)]m,l/ M]m,u’

]m+1—l,u]m+1—l,u

— — 2.2 42
emw| Hy,, [ongs) (onp] H, = APV G T T

nt
2.2 A2 m+1+lp rm+1+lu
= 4e UFAO(Sm,m/5n,m+(l+1)[m+1,u [m+1,u'

= 4PV AL Sy LI (4.33)

m,v’

( )
( )
(vmu| H}, lenp){enp| Hi Jom'v
( )

vmv| H,, |enp) (enp| H,,, [om/v
donde H;, hace referencia a luz con polarizacién circular izquierda (o = 1), y H, , a luz
circular derecha (0 = —1), y hemos dejado implicita la dependencia con ¢ y [ de las integrales,
es decir, I} = I(q,l). Con estas expresiones podemos calcular, a modo de ejemplo, las
poblaciones para la banda de conduccion y de valencia. Para la banda de conduccion, segtin

la ecuacion (4.32), se tiene:

. t
—? in *
nz(:gr)w(t) = E Z(le/‘ Hint |Unlu> <UTL,U’ H™ ’CTYLV) /0 [}/;nu,vmu(t/) - Knu,vmu(t/)] ) (434)
n,pn

donde Y, vmu(t) estan definidos en la ecuacion (4.30). Realizando la interacién en t', se

obtiene:

2 .
ni(8) = 75 > (emv| Hing [vngs) {onp H™ |emw)

n,p

{1 — cos[(vr(Gmp + Gnu) — w)t]}
[UF <Qmu + Qn,u) - w]Q

. (4.35)

donde se observa una evolucién lenta para frecuencias cercanas a vp(¢my + o) = (Ecmy —
Eonpu) /T, €s decir a la frecuencia de detuning [8]. Entonces, usando los resultados para el
producto de dos elementos de matriz encontrados en la ecuacién (4.33), podemos escribir las

poblaciones para el sistema estudiado, que resultaran, como ya se ha mencionado, cuadraticas
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en Ag e independientes del punto de Dirac:

R () = 8@22;%140 Z I{r';yl,u )7 {1 = cos[(vp(gmp + Gm—(s1)0) — W)t }

emy [vp(qm,l, + Q1)) — w} 2

) {1 = cos[(0p (s + ooy ) — )]} )
2 )y \Fe

@00 = Y (
[UF(Qm,l/ + an—(l—l)vu> - w]
donde queda en evidencia que los términos correspondientes a las transiciones intermedias
(la suma en v) sélo pueden diferenciarse en momento angular del estado del sistema por la
cantidad asociada al momento angular de un fotéon. Debemos recordar que, si bien no existe
dependencia implicita con el indice «, estas poblaciones estan asociadas a un determinado
punto de Dirac, si se desea obtener la poblacion total debe multiplicarse por el 2 de degene-
racion de valles.

La poblacién de valencia a orden mas bajo no trivial en Ay queda, de acuerdo a la ecuacién

(4.31):

. t
? n *
nq(;%r)w(t) =1- ﬁ Z(Uv m, V| Hint |Cv n, :u> <Cv n, :u| H ! |Ua m, V> /0 [}/C”Mavmlf( ) }/cnu vmu( ,)} :
n,pn

(4.37)
De manera analoga a lo realizado para conduccién, se obtiene para la poblacién para la banda
de valencia para este sistema:
m~+1+1,
8e?v% A2 Z <—7mj:1t ”) {1 cos[(Vp(Gmp + Gm+41),0) — w)t]}

n(2),(+)(t) - 11— =

vmvyr

[vp(qm,y + Gt (1)) — w} i

nSI(t) = w)t]}, (4.38)

m
Se%%AO Iﬁtl”‘ ) {1 = cos[(vp(@my + Gmr-1)0) —
Z )
[UF(qm,V + Qm+(lfl),u> - W}

4.6. Dinamica de los electrones foto-excitados

La excitacién de sélidos mediante haces de twisted light produce una dinamica de porta-
dores dependiente de las coordenadsa espaciales, cuya descripcion requiere la utilizacion de
variables locales. Para visualizar el movimiento de los electrones foto-excitados, calcularemos

en esta seccion la densidad de corriente, inhomogénea en el espacio. Calcularemos, ademas, la
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transferencia de momento angular, que es una magnitud global que caracteriza la interaccion
del material con la twisted light. Utilizaremos los resultados para la matriz densidad hallados
en el capitulo anterior, y trabajaremos al orden mas bajo no trivial, es decir, hasta orden
cuadratico en la amplitud del campo incidente. La utilizacién del formalismo de ecuaciones
de movimiento de Heisenberg para las poblaciones y coherencias permite el tratamiento de
un sistema en el cual se excitan multiples electrones, y tiene la ventaja de poder extenderse

eventualmente para incluir interaccién entre electrones.

Estudiaremos separadamente las contribuciones al momento angular y a la corriente
eléctrica correspondientes a las coherencias interbanda, por un lado, y a las poblaciones
y coherencias intrabandas, por el otro. Esta separacion resulta conceptualmente 1til ya que
en la seccién anterior se ha observado que las coherencias interbanda tienen una dependen-
cia temporal oscilatoria rapida (del orden de los femtosegundos) alrededor de un valor nulo,
mientras que las poblaciones y las coherencias intrabanda tienen una dependencia temporal
lenta cerca del detuning. Se espera que estas dependencias temporales de las coherencias se

reflejen en la corriente eléctrica y en la transferencia de momento angular.

4.6.1. Transferencia de momento angular

Para estudiar la transferencia de momento angular a los electrones, escribimos los opera-
dores de momento angular para el sistema de muchas particulas que estamos estudiando, en
el formalismo de segunda cuantizacion. Para ello consideramos los operadores de momento
angular orbital y de momento angular total para un electrén, definidos en la seccion 3.3.
Consideramos primero el momento angular total. Al ser diagonal en la base de estados
elegido, es facil escribirlo en el formalismo de segunda cuantizacién, como se estudi6 en la
seccién 2.2: .

= X (et ) il 0)
Amy
Tomando ahora valor medio sobre el estado inicial, al igual que en las secciones anteriores,

obtenemos la evolucion temporal para el momento angular total:

L) =23 (m + %) n® (@), (4.39)
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En la ecuacién (4.39) hemos realizado la suma sobre el indice a que resulta en un 2 de
degeneracion de valle, puesto que sélo aparecen contribuciones de poblaciones, que, como
ya hemos visto, son cuadraticos en Ay y no dependen del punto de Dirac. Por esta razon,
la evolucién temporal de J,(t) es lenta, como hemos visto en la seccién 4.5. También se ha
dejado implicito un indice o, ya que las poblaciones dependen de la polarizacion de la luz

incidente.

Podemos, por otra parte, escribir el operador momento angular orbital en segunda

cuantizacion. Ya hemos visto que la base utilizada no es autoestado de L., de modo que:

Lo(t) = Z Z (Amva| L, INm/v'a)aST (t)aS,.(1). (4.40)

Amyv Nm/v!

Entonces, es necesario calcular los elementos de matriz del operador L,. Ya hemos visto en
la seccién 3.3 la forma en la que este operador actia sobre los estados, de modo que sélo es
necesario realizar integrales de dos funciones v, que, utilizando la forma de la normalizacion

para las funciones de Bessel, resulta [6]:

/dr¢;v(r0>wm'V’ (TQ) = 5m,m’6u,y’

Utilizando esta expresion, podemos escribir los elementos de matriz para el operador momento

angular orbital:
h
(Amva| Lz INm'Va) = §5m7m/51,,1,/ [(2m + 1)0xn + a(l — Gy n)] - (4.41)

Utilizando las expresiones para los elementos de matriz en la ecuacién (4.40) y tomando valor

medio sobre el estado inicial, al igual que en las secciones anteriores, se tiene:

L =Y (m + %) B (nE@ () + 52 0) + 3 (m + %) B(nE2 () +nl2 )

- 5 Z Z <p/\/7(n’)/a)\m1/(t) - p)\/7£Ll/),AmV<t)> :
my A#EN

Entonces, recordando las expresiones halladas en la seccién 4.5, sabemos que las poblaciones

no dependen del punto de Dirac, y que las coherencias interbanda son proporcionales a los
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elementos de matriz. Por esta razén, por ejemplo:

K(1
IO)\’gnz)/,)\mu X 5m,m+(l:|:1) = 0.
De esta manera vemos que el valor medio del momento angular orbital coincide con el del

momento angular total:

L(t) = D @m+1h0E,0) +nl,0) + 533 o) () (4.42)

my my A£N

= 2) (m + %) h(n2), ) +n2, @), (4.43)

lo cual es esperable dados los resultados hallados en la seccién 3.3 para los operadores de una

particula en primera cuantizacién.

Si recordamos la forma de las poblaciones, encontradas en la secciéon 4.5, dadas por las
ecuaciones (4.36) y (4.38), podemos notar que, ademds de la suma en p y v, habrd una
suma para p correspondientes a los estados intermedios. Sin embargo, por la presencia de
las integrales estudiadas en la seccion 4.3, sabemos que serdn pocos los valores de p que
efectivamente aportaran a la sumatoria, e incluso podria aproximarselo por el valor v,
donde la integral se hace méxima, funciéon de v, m y [, multiplicado por el ancho A, funcién
también de estos pardmetros. Analizando la forma de las poblaciones, vemos que los términos
méas grandes en la suma sobre m y v seran aquellos en los que el denominador se haga chico,
es decir, para fw & €x ., — €xm+(+1),,° cerca de la resonancia. Estos términos, que serdn los

mas importantes en la suma, evolucionaran en el tiempo con una oscilacién lenta.

4.6.2. Contribucién diamagnética al momento angular

Al momento de escribir el Hamiltoniano para la interaccién de luz con materia en la
seccion 4.1, hemos realizado el cambio p — p + eA para que la teoria resulte invariante
de gauge. Por esta razén, para que el momento angular sea invariante de gauge, debemos

calcularlo como:
L =1 x (p+eA). (4.44)
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De modo que, a lo calculado en la secciéon anterior, debe agregarse una contribucién dia-

magnética para la componente z del momento angular, dada por:

LW = e(rxA),

= ercos§A, —sinfA,]. (4.45)
Escribiendo A, y A, segin las ecuaciones (4.5) y (4.6), obtenemos:

I \dia) _ eiJAorJl(qr) [e—iwtei(l+o)0 _ 6iwt6—i(l+o)9} ' (4.46)

z

Esta cantidad, como puede observarse, es en si misma de orden 1 en Ay. Por esta razon, al
momento de escribirla en segunda cuantizacion, la contribuciéon diamagnética sera siempre
un orden mayor en Aj que la contribucion paramagnética estudiada en la seccion anterior. Es
decir, por ejemplo, para la contribucién de poblaciones el momento angular paramagnético
es cuadratico en Ag, de modo que el momento angular diamagnético sera cubico en Ag, y
para intensidades pequenas del campo incidente podremos despreciarlo. El tinico término
diamagnético que debemos tener en cuenta es el correspondiente a la contribucién de cohe-

rencias, ya que el término paramagnético se anula.

Para calcular la contribuciéon de coherencias del momento angular diamagnético, necesi-

tamos los elementos de matriz de Lgdm). Cerca del punto K, por ejemplo, estan dados por:

(N'm/'V'K| L% IAdmrK) = eioAg [5m/7m+(l+o)e_i”t — 5m/,m_(l+g)em] X (4.47)
X f dT’T2 [Jm’Jrl,z/(Qm’Jrl,V’r)Jm+1,u<Qm+1,uT)Jl<qr> - Jm’,u’(Qm’,u’r)Jm,u<Qm’,u’r)Jl(qr)]

. di . .y
Ahora bien, al momento de calcular L% en segunda cuantizacion, debemos sumar sobre

todos los m,m/,v y v/ posibles. La suma sobre m’ aporta sélo un término a causa de las

deltas. Al sumar sobre todo m, es posible pensar que:

vafdrrz[Jmi(l+a)+l,V’(Qmi(l-‘ra)—i-l,l/’r)Jm—l—l,y(Qm-‘rl,VT)Jl(qr)] (448)
- vafdrr2[l]mi(l+a),1/<Qmi(l+a)+1,1/r)Jm,u(Qm,Vr)Jl(qr)]' (449)

Como uno en verdad no suma nunca para todo m, sino en algun intervalo acotado, la

expresién anterior sélo es aproximadamente cierta. En verdad, las expresiones difieren en dos
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términos, por lo que al hacer la resta obtendremos sélo dos términos, y los despreciaremos

en este trabajo.

4.6.3. Corrientes inducidas

Para calcular las corrientes inducidas por la luz en el sistema consideramos, primera-
mente, el operador corriente en primera cuantizacién. Para ello, tenemos en cuenta que el
Hamiltoniano de interaccién escrito en primera cuantizacién dado por la ecuacién (4.3) debe
poder escribirse como [7]:

H®, = —3.-A, (4.50)

int —

de modo que debe ser:

Jo = —aevp(o,, —aoy). (4.51)

Escrita en segunda cuantizacién, la densidad de corriente tendra la forma:

Jo = evF@/)L(r,t)(—aal,,ay)wa(r,t), (4.52)

donde W, es el operador de campo asociado a los estados del sistema. Este resultado es con-
sistente con la expresion para la corriente obtenida del hamiltoniano de Dirac para fermiones
libres [1]. Entonces, escribimos los operadores de campo en la base utilizada en las secciones

anteriores:

Z\I’,\mu )@ (1),

Amuy

donde el operador a$,., (a5t ) destruye (crea) un electrén en la banda A, en el valle o
(es decir, cerca del punto de dirac K,), con momento angular total j, = (m + 1/2)h y
energia B = +hvpq,,,. Entonces, el operador densidad de corriente en segunda cuantizacion

expresado en esta base de estados resulta:

Ja(r,t) = —evp Z Z Z TS (0) (00, —aay) WS, ()al® (£)aSh, . (). (4.53)

M mom! vy
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El caracter vectorial de este operador viene dado por el término correspondiente a las matrices

de Pauli, que esta expresado en coordenadas cartesianas, es decir:
(04, —aoy) = 0,8 — aoyy.

Sin embargo, dada la simetria del problema, y para intentar relacionar la corriente inducida
con la transferencia de momento angular, nos interesa estudiar las componentes polares de la

corriente, que vendran dadas por las componentes en 7 y 6 de la ecuacién anterior, es decir:
0,8 — aoyy = (0, cos0 — aoysinf) 7 + (—o, sinf — ao, cos ) b,

de modo que las componentes polares de la corriente (4.53) resultan:

Jra(r,t) = —aevp Z Z Z st (1) (0, cos @ — ao, sin 6) WS () P N ()
AN mom! v
Joa(r,t) = —aevp Z Z Z Ut (1) (—o,sinf — oy cos ) WS (T) P8y armn (1)

AN mom! v’

La dependencia espacial de la corriente vendra dada por el producto de las matrices de Pauli

y los espinores definidos en las ecuaciones (3.24) y (3.25) de la seccién 3.2, que resultan ser:

M (1, 0)0 U5, (r,0) = =Ny (7, 0) 0 (1,0) + N0, (7, 0) 1,00 (7, 0)
U (1, 0)o, Uk (1 0) = =N, (1, 0) (1, 0) — X2, (7, 0) 1,00 (1, 0)
U, 0) 0, U8 (1, 0) = =N (1, 0) i1 (1,0) + NG5,y (7, 0) b 1 (1, 0)
W (1, 0) o, UE (1, 0) = =N (1, 0) Wi (1, 0) = MO,y (1, 0 1 (1, 0),

donde los indices A\, \ son +1 para la banda de conduccién y —1 para la banda de valencia;
y las funciones de onda ), ,(r,6) fueron definidas en la ecuacién (3.20) de la seccién 3.2.
Utilizando estos resultados, y la posibilidad de intercambiar los indices primados por los

indices sin primar al estar sumando sobre todos ellos, se obtiene para la componente r de la
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corriente:

Nm VNm’ 17
Jralr,t) = 2evp Z Z %Jmﬂ(Qm+1,u7’)Jm’(Qm’,u’T) (4.54)

X [Sin [(m/ - m)e] (pgml/,vm’l/’ (t) - p?ml/ cm/v! (t))
+ tacos [(ml - m)e] (pgml/,cm’l/’ (t) pg:m/ em/v! (t))]

Para la componente en 0 se tiene:

]H,Cy(r, t) = 2evp Z Z m+1 o Mo Jm+1(Qm+1,Vr)Jm’ (Qm’,l/’r) (455)
X [COS [(m/ - m>0] (pgmz/ om/v’ (t> - p?mzz cm/v! (t))
- SiIl m —m 8] (pvmu cm l/’ pvr*m/ cm/v! (t))]

Para estudiar las corrientes inducidas con méas detalle, separaremos la contribucién de las
coherencias interbanda de la de las poblaciones y coherencias intrabanda. Comenzamos con la
contribucion de la coherencias interbanda, es decir, el segundo término en las ecuaciones
(4.54) y (4.55). Estas seran lineales en Ay, vy podemos encontrar su expresion utilizando la

. 1
forma funcional de ,03,(%3 e/

dada por la ecuacién (4.30), y las expresiones para los elementos
de matriz en la RWA de la ecuacién (4.19). Para luz con polarizacién circular izquierda se

obtiene, para la componente en 7:

Nm VNm v/
jff;)(c"h)( t) = —4Ape*v% cos|(l + 1)) Z L o i, Im1(@ma1,07) Intir1 (Gmrir,0m)
<L (@, 0) [em Yt () + €Y (8)] - (4.56)

Para el caso de luz circularmente polarizada a derecha:

Nm VNm -1,
jg‘a)(a)h)( ) = 4A062U12V COS[<l_ 1)0] Z aus ot HoL Jm+1(Qm-l—l,l/T)Jm-‘rl—l(Qm—‘rl—l,u’f'ﬂ)

m,v,v’

x mﬁtW(q, 1) [e7“Y st () + €Yt 1w ()] - (4.57)

Podemos observar que la componente en 7 de la contribucién de coherencias a la corriente

no se anula absolutamente para ningin valor de [, si bien cuando el momento angular total
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de la luz es cero (I = —o) desaparece la dependencia azimutal. Para la componente en 0 se

tiene, si 0 = +1:

co . Nm ,I/Nm !
jé,tx)( h)<rat) = 4Apevgsin[(l + 1)0)] Z = e Ins1(@ma1,07) It 1 (Gmrir1,0m)

m, 2m
X I (@ 0) [ Y (8) 4 €Y 0 (8] (4.58)
y para o = —1:
Jéjoé)(COh)(rat) = —4Aoupsin[(l—1)0] Y Nmﬂ’ygrmﬂ_l’y/ s 1(@mi1,07) Imti-1(Gmr1—1,07)
I 0D [ ot l8) + Y (8] (4.59)

En todos estos términos se observa una oscilacién rapida a la frecuencia del haz, y una
oscilacion lenta relacionada con el detuning. La componente en f se anula absolutamente
cuando [ = F1 para 0 = +1, algo que muestra que si el foton no tiene momento angular neto
(I = —0), no transfiere momento angular y no va a generar una corriente que “rote”alrededor
del eje del haz. Observemos, ademas, que la dependencia con « desaparecio, pese a que las
coherencias en si mismas dependen del punto de Dirac, puesto que el término de coherencias

de la corriente también es lineal en «.

Calculamos, ahora, la contribucién de las poblaciones y coherencias intrabanda.
El orden méas bajo no trivial serda cuadratico en Ay, y no dependera del punto de Dirac,
pues tanto el término de coherencias intrabandas de la corriente como dichas corrientes en
si mismas son independientes de . Para hacer este calculo debemos recordar las expresiones

para el producto de dos elementos de matriz dados por la ecuacién (4.33), y notar que:

(2) ’
p)\ml/,/\m’y’ X 6m:m/ V)\? v,v.
Por esta razon, la componente en 7 de la corriente serd idénticamente nula a orden dos en

Ag, puesto que:
J@oP) (v 1) o sin[(m/ — m)0]Spmm = 0, (4.60)



Capitulo 4. Interaccion con luz con momento angular orbital 75

y la componente en # no presentara dependencia azimutal, siendo:

o Nm LVNm,l//
jé )(pop) (I’,t) = 2€UF Z +—Jm+1(qm+1,yT)Jm(Qm,y’T) (pi(i))lu,vmu’ (t) o pg)zl/,cmz/(ﬂ) :

m,nu,v’ 2m
(4.61)
Podemos aplicar un razonamiento similar al utilizado al final de la secciéon anterior, para
afirmar que los términos mas relevantes en la suma son aquellos cercanos a la resonancia, y
que la evolucion temporal es una oscilacién lenta. El indice asociado al momento angular de la
luz, [, sélo aparece en la contribucion de poblaciones de la corriente mediante las coherencias
intrabanda p®(t).

Para finalizar cabe mencionar que aun en el caso [ = 0 (es decir, cuando la luz no lleva
momento angular orbital y se trata simplemente de un haz con una dependencia radial tipo
Bessel en lugar de Gaussiana) existe una transferencia de momento angular a los electrones,
evidenciado por una corriente que rota alrededor del eje del haz. Esto puede verse como una
transferencia del momento angular de espin de los fotones al momento angular orbital
de los electrones. Esto se evidencia desde el célculo mismo de los elementos de matriz para
el Hamiltoniano, pues se encuentra que éstos son proporcionales a 0y’ m+i+1), 1o que puede
escribirse como 0,/ m+(1+0), & diferencia de lo ocurrido en el caso de transiciones interbanda
en semiconductores [3], donde los elementos de matriz resultan proporcionales a 0,/ ;4. Este
resultado si es hallado cuando se estudian transiciones intrabanda en semiconductores. La
razén de esta diferencia es que en un semiconductor regular las bandas de conduccion y de
valencia tienen distinta simetria [9], y el espin de la luz “se gasta’en que el electrén pase
de una banda con una cierta simetria (es decir, con orbitales con un determinado momento
angular total) a otra. En el caso del grafeno, en cambio, los orbitales tanto de la banda de
conduccién como de la banda de valencia son del tipo 2p., y por esta razén el espin del fotén
es absorbido como momento angular. Esta es una diferencia importante entre el grafeno y
otros semiconductores, pues por esta razon las transiciones interbanda del grafeno presentan

caracteristicas similares a las transiciones intrabanda un semiconductor regular.
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Capitulo 5
Conclusiones

En este trabajo hemos estudiado la interaccion de grafeno con twisted light. Utilizamos el
Hamiltoniano efectivo para longitudes de onda largas, que se encuentra mediante el modelo de
tight-binding al desarrollarlo cerca de las esquinas de la primera zona de Brillouin, llamados
puntos de Dirac. Este Hamiltoniano efectivo es un Hamiltoniano de Dirac no masivo para
2 4+ 1 dimensiones y sus autoestados tienen forma de espinores de dos componentes. En
el cardcter espinorial de los autoestados se condensa la informacion de la red, que parecia
haberse perdido en el Hamiltoniano efectivo, pues cada componente del espinor se asocia a
una de las subredes del panal de abejas. Esta variable es llamada pseudoespin, y resulta ser

un momento angular.

En este trabajo, dada la simetria de los haces de twisted light, hemos encontrado los au-
toestados del problema en coordenadas polares, para las bandas de conduccion y de valencia.
Si bien estas soluciones ya se conocian, hemos estudiado con mayor detalle algunas de sus
propiedades, relevantes a la hora de estudiar la interaccién con la luz. Hemos hallado que
dichos estados no son autoestados del momento angular orbital ni del pseudoespin, sino del
momento angular total formado por la suma de estas dos variables. Esto no se debe a una
mala eleccién de la base de estados: el Hamiltoniano no conmuta con el operador de mo-
mento angular orbital ni con el operador de pseudoespin, en analogia a lo ocurrido con el
Hamiltoniano de Dirac. Encontramos, ademas, que el autovalor del momento angular total
coincide con el valor medio del momento angular orbital, pues el valor medio del pseudoespin
es nulo, ya que los electrones se hallan homogéneamente distribuidos entre las dos subredes.

Ademas del momento angular total, encontramos otro buen niimero cuédntico: la helicidad.
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Este operador tiene la ventaja de distinguir entre los estados de valencia, que tienen helicidad

—h/2, y de conduccién, que tienen helicidad +h/2.

Luego hemos escrito el Hamiltoniano de interacciéon con luz con momento angular orbital,
utilizando la prescripcién habitual que garantiza invariancia de gauge. Hemos encontrado que
la matriz Hamiltoniana de interaccion solo posee elementos fuera de la diagonal. Recordando
que las componentes de los espinores estan asociadas a la variable pseudoespin y por ende a las
subredes, pudimos interpretar este hecho de la siguiente manera: si tuviéramos originalmente
un electrén localizado en una subred, la accion de la luz sobre éste seria hacerlo pasar a la
otra subred (cambiarfa la componente z de su pseudoespin). Este hecho es independiente
del hecho de que la luz posea o no momento angular orbital (es decir, vale para [ = 0). Sin
embargo, como no es posible tener electrones localizados en una sola subred, la accién general
de la luz sobre el grafeno es mas compleja, y para entenderla calculamos los elementos de
matriz para el Hamiltoniano de interaccion, considerando estados de conduccién y valencia
asociados a alguno de los puntos de Dirac. Encontramos que los elementos de matriz dependen
linealmente de «, variable con la que etiquetamos uno u otro punto de Dirac, y presentan
deltas de Kronecker que hacen referencia a la transferencia de momento angular entre los
fotones de la luz y los electrones del grafeno. Las deltas halladas son de la forma 0, m+(140), €5
decir, tanto el momento angular de espin de la luz como el orbital se transfieren al momento
angular orbital de los electrones. Esto ya se ha hallado para transiciones intrabanda en
semiconductores, pero en el caso del grafeno es vélido para las interacciones interbanda. La
razon es que la simetria de las dos bandas en el grafeno es la misma (orbitales tipo 2p,),
de manera que en ese sentido las transiciones interbanda en grafeno son como transiciones

intrabanda en otros semiconductores.

Luego hemos estudiado numéricamente el comportamiento de las integrales involucradas
en los elementos de matriz. Existe otro parametro que etiqueta nuestros estados, v, asociado al
momento lineal. Encontramos que no existe una regla de seleccién exacta para esta variable,
sino que existe una dispersién en los ¢/ finales posibles. Encontramos que esta dispersion
tiene forma de campana Lorenztiana, con un maximo en un v,,,, # v, y caracterizada por un
ancho A. Estudiamos cémo varian estos parametros al modificar v, m y [. Encontramos que
esta dispersién en v estd asociada a la utilizacién de un haz real (con ancho bien definido) y

no a la utilizacion de luz con momento angular orbital.

Hemos realizado el planteo del problema en el formalismo de segunda cuantizacion, es-
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cribiendo las ecuaciones de movimiento de Heisenberg para las poblaciones, polarizaciones
interbanda e intrabanda, que hemos resuelto analiticamente en el régimen de baja excitacion,
de manera iterativa, utilizando los elementos de matriz hallados. Hemos encontrado que el
orden mas bajo no trivial para las coherencias interbanda es lineal en Ay, mientras que las
poblaciones y coherencias intrabanda son cuadraticas en Ay. La importancia de estas magni-
tudes radica en que aparecen en las magnitudes fisicas que nos interesa calcular para estudiar

la dindmica de los electrones fotoexcitados.

Para estudiar la transferencia de momento angular, hemos considerado en primer lugar
el operador momento angular total. Por ser diagonal en la base de autoestados utilizada,
este operador tiene una expresiéon muy sencilla en segunda cuantizacion, y sélo involucra
términos asociados a poblaciones. El operador momento angular orbital no es diagonal en
la base utilizada y por lo tanto su expresion en segunda cuantizacion es mas compleja. Sin
embargo, al tomar valor medio en un estado inicial, encontramos que coincide con el momento
angular orbital, como esperabamos del planteo en primera cuantizacién. Encontramos que
estos operadores oscilan lentamente en el tiempo, y son cuadraticos en Ay, por no poseer

contribucién de coherencias interbanda.

Hemos considerado, ademas, el término diamagnético del momento angular, necesario
para conservar la invariancia de gauge. Los elementos de matriz para este operador son pro-
porcionales a Aj, de manera que siempre es un érden de magnitud menor que el término
paramagnético del momento angular. Es decir, el término de poblaciones (o de coherencias
interbanda) del momento angular diamagnético es de orden A3, y lo despreciamos frente al
término paramagnético. Sin embargo, al ser nula la contribuciéon de coherencias del término
paramagnético, hemos calculado la del término diamagnético, encontrando que también po-

demos despreciarla.

Por ultimo, hemos estudiado las corrientes inducidas, separandolas también en sus contri-
buciones de poblaciones o coherencias intrabanda, y de coherencias interbanda. Escribimos
las componentes en 7 y é, pues respetan mejor la simetria del sistema, y ayudan a relacionar
la corriente con la transferencia de momento angular. Las contribuciones de coherencias in-
terbanda a la corriente poseen una oscilaciéon rapida a la frecuencia del haz, y una oscilacion
lenta asociada con el detuning. La componente en 6 se anula absolutamente (para todo t)
cuando | = —o, es decir, cuando el momento angular total del fotén es cero. Entonces, si el

foton no tiene momento angular neto, no transfiere momento angular a los electrones, y no
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genera una corriente que rote alrededor del eje del haz. En la contribucién de poblaciones
la componente en 7 es nula para todo tiempo, y en la componente en 6 el parametro [ sélo
aparece dentro de las coherencias p(?(t).

Es decir, como resultado final de este trabajo hemos obtenido la evolucion temporal de
variables fisicas relevantes al problema de la excitacién de grafeno con luz con momento
angular orbital, en la aproximacion de baja fotoexcitacion. Para lograrlo hemos estudiado
con detalle las propiedades de los estados del grafeno, clarificando la manera en la que el
potencial vector actiia sobre éstos. Si bien la mayoria de los resultados cualitativos obtenidos
no son inherentes de la interaccién con luz que posea momento angular orbital, fue esta
caracteristica de la luz la que nos impulsé a estudiar con mas detalle el momento angular
orbital de los estados del grafeno, y con él también el momento angular total, el pseudoespin
y la helicidad. Algunas perspectivas para el futuro son el cdlculo de otras magnitudes fisicas

relevantes, como por ejemplo la conductividad optica o la opacidad.



Agradecimientos

Quiero agradecerle en primer lugar a mis papas, Marcelo y Patricia, por haberme dado
todo lo que estuvo en sus manos siempre, haberme apoyado, incentivado a mejorar y aguan-
tado en cada crisis que tuve a lo largo de la carrera (que no fueron pocas). Es gracias a
ellos que estoy acd. También les agradezco a mis hermanos porque (casi siempre) bajaron el
volimen de la play cuando les dije que tenfa que estudiar :) je, no, saben que los adoro y les

agradezco por divertirme y hacerme compania.

A Andrés, por ser mi amor, mi companero, mi mejor amigo. Por estar conmigo todos
los dias y tenerme paciencia y confianza, por aguantar mis multiples ratos de mal humor y

siempre lograr hacerme reir.

A mis directores, Pablo y Guillermo, por la infinita paciencia que me tuvieron, y por
haberme permitido trabajar con ellos. Les agradezco por todo lo que aprendi durante el

desarrollo de esta tesis.

Quiero agradecer a mis amigos que, desde adentro o desde afuera de la carrera, me acom-
panaron durante estos anos. A los que me explicaron las materias, a los que se colgaron
conmigo de los arboles o compartieron cafés y porciones de torta. Me encantaria nombrarlos
a todos, pero como no puedo, voy a mencionar algunos casos particulares. En primer lugar,
quiero agradecer a los que me bancaron en mis momentos de mayor histeria de la carrera,
es decir, a mis companeros de labo: Antu, Esteban, Yago. A Tomi, que me dio una mano
inifnita con la parte numérica de esta tesis, sin él y su mucha paciencia no tendria ni medio
grafico; decir que me ayudaste es poco, gracias Tomi! A Manu y Sole, porque pasan los afios
y nos vemos poco, pero cada vez que las veo siento que estamos en el Havanna de Av. de
Mayo festejando que terminé el trimestre. Y a Turiax, porque si no fuera por él no sélo no
habria aprobado ni la mitad de las materias, sino que probablemente no me habria animado

a estudiar fisica.

81



Capitulo 5. Conclusiones 82

Ademas, queiro agradecer a los docentes que tuve a lo largo de la carrera, que en ge-
neral siempre le pusieron mucha onda y tuvieron muy buena predisposicién, me bancaron
consultando todos los dias hasta las 10 de la noche, preguntando cosas por mail, etc.

Por tltimo, quiero agradecerle a Mirta Bindstein, que me ensené muchas cosas ademas
de matematica, y que cuando era muy chiquita me ensend que no se puede pactar con las

dificultades, o las vencemos o nos vencen.



	Resumen
	Introducción
	Bibliografía

	Formalismo teórico
	Modelo de enlaces fuertes o tight-binding
	Formulación general

	Segunda cuantización
	Estados de Fock
	Operadores Lineales y Bilineales
	Hamiltoniano de tight-binding
	Representación de Heisenberg y Ecuaciones de movimiento

	Twisted Light
	Generación de haces
	Representación matemática

	Bibliografía

	Grafeno: modelo de enlaces fuertes
	Estructura de bandas
	Resolución en coordenadas polares
	Pseudoespín, Momento Angular y Helicidad
	Bibliografía

	Interacción con luz con momento angular orbital
	Hamiltoniano de interacción
	Cálculo de elementos de matriz
	Comportamiento de las integrales Ia,b,(q,l)
	Planteo en segunda cuantización y ecuaciones de movimiento
	Régimen de baja excitación 
	Dinámica de los electrones foto-excitados
	Transferencia de momento angular
	Contribución diamagnética al momento angular
	Corrientes inducidas

	Bibliografía

	Conclusiones
	Agradecimientos

