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Capitulo 1

Introduccion

Los semiconductores son los materiales apropiados para la construccion de disposi-
tivos electronicos debido a que su distribucién de carga puede ser manipulada permi-
tiendo la creacion de compuertas logicas. El aumento de las velocidades de respuesta
y transmision de informacién de dichos dispositivos arrastra a la industria al diseno y
construccion de dispositivos cada vez mas pequenos. Esta reduccion de tamano pronto
se encontrara con la “complicacion” de los efectos cuanticos, cuyo comportamiento es-
tadistico introduce fluctuaciones aleatorias que pueden afectar el funcionamiento de los
mencionados sistemas. Llevados a considerar métodos alternativos para contemplar dicho
comportamiento cuantico, los cientificos estan investigando la posibilidad de desarrollar
dispositivos que aprovechen los efectos cuanticos. Esto ha formado una rama de la tec-
nologia electronica, conocida como espintronica, donde los dispositivos electronicos estan
basados en el espin de los electrones, en lugar de su carga. A partir de esta motivacion se
ha vuelto a despertar el interés en el estudio de los tiempos caracteristicos de relajacion
de la magnetizacion electronica en estructuras construidas con semiconductores, cuyas di-
mensiones caracteristicas son de decenas de nandmetros. En éstas seria esencial preservar
la polarizacion del espin de los portadores por tiempos lo mas largos posibles, y por ello

se hace necesario desarrollar modelos tedricos que permitan calcular dicho tiempo de vida



de espin en diferentes estructuras. Sistemas como pozos cuanticos y puntos cuanticos fab-
ricados con materiales semiconductores del tipo III-V, como el arsenuro de galio (GaAs)
y el arsenuro de galio con aluminio (AlGaAs) han sido fundamentales en el estudio ex-
perimental y tedrico de la fisica de sistemas electrénicos de dimensionalidad reducida.
Ademas de haber permitido la creacion numerosos dispositivos préacticos, estos sistemas
de aleaciones semiconductoras han conducido al descubrimiento del efecto Hall cudntico,

que ha sido motivo de una intensa actividad cientifica y dos premios Nobel.

Uno de los descubrimentos més interesantes recientemente realizados sobre estas es-
tructuras es que la presencia de un gas de electrones de baja densidad donado al material
extiende unos tres 6rdenes de magnitud el tiempo de dephasing de espin [1]. El tiempo
de desfasaje es el tiempo de decaimiento de la magnetizacién que resulta de la combi-
nacién de la decoherencia por colisiones de los electrones individuales con el desfasaje
colectivo debido al ensanchamiento inhomogéneo de los niveles de energia magnéticos de
los diferentes electrones. El presente trabajo se encuentra motivado, precisamente, por
una reciente serie de experimentos realizados por Awschalom y colaboradores [1, 2, 3, 4, 5]
donde este fendmeno ha sido observado tanto en sistemas en volumen como en pozos y
puntos cuanticos. Dicho grupo estudié la dindmica del gas de electrones foto-excitado
en GaAs dopado negativamente. Al incidir pulsos ultracortos de luz circularmente po-
larizada sobre un semiconductor, con energias por encima del gap de energia entre las
bandas de valencia y conduccién se promueven electrones de las primeras de las bandas a
las segundas. La incidencia con dichos pulsos acopla, de acuerdo a las reglas de seleccion
6ptica, fotones con cierta polarizacién circular a electrones con una de las orientaciones
de espin, dejando huecos en las bandas de valencia. Controlando la polarizacion de lasers
ultra-rapidos, es posible excitar un gas de electrones con una polarizacion inicial especifica.
Una vez creada tal polarizacion en el gas de electrones, es debido a las interacciones que

se pierde la coherencia entre estados. Para poder medir la magnetizacion del ensamble de



espin se aplica un campo magnético perpendicular a la direccién de propagacion de la luz
y, empleando un segundo pulso laser, se determina la magnetizacién luego de comenzada
la precesion de espines. La polarizacion de este pulso es lineal y rota un angulo pro-
porcional a la magnetizacion. Esta técnica, conocida como rotacién de Faraday, permite

determinar la evolucién de la magnetizacion al variar el retraso entre los pulsos aplicados.

En GaAs no dopado, el tiempo de relajacién de espin es del orden de 100ps de-
bido principalmente, al eficiente mecanismo de electrom-hole exchange propuesto por
Bir-Aronov-Pikus (1975) [6]. Cualitativamente podemos decir que, al haber electrones
donados al sistema, éstos se combinan con los huecos excitados formando antes de que los
huecos puedan interactuar con los electrones polarizados en espin. Por lo tanto, luego de
ser absorbidos, los huecos no pueden destruir la coherencia de espin. recombinarse con
los electrones excitados. Es entonces que para describir la evolucion de este gas hasta el
momento se han propuesto tres mecanismos fundamentales que producen la pérdida de
coherencia del ensamble, los cuales, para ciertos regimenes, han sido parcialmente confir-
mados experimentalmente. El primero de ellos se conoce como Elliot-Yafet (1954) [8] y es
debido a que las funciones de Bloch que describen las autofunciones no son autoestados de
spin sino superposicién de ellas. Esto da lugar a que pueda producirse la inversién de espin
pese a que la interaccién en cuestion se independiente del espin. Otro de los mecanismos
es el conocido como D’yakonov-Perel’” (1970) [9] y esta relacionado con la remocién de la
degeneracion de la banda de conducciéon para k # 0 debido a la la ausencia de simetria
de inversién. Y, por tltimo, el mecanismo de Bir-Aronov-Pikus anteriormente descripto
debido a la aniquilacién de pares electron-hueco. Para calcular los tiempos de relajacion
de cada uno de estos mecanismos, deben considerarse las contribuciones debidas a difer-
entes vias de scattering, como por ejemplo el scattering electrén-electron, scattering con
impurezas, scattering con impurezas ionizadas, scattering con fonones, etc. [10].

Si bien los calculos de los tiempos de relajacion de espin fueron iniciados a media-



dos del siglo pasado, fue el gran avance registrado recientemente en el area experimental,
gracias al uso de Optica ultra-rapida y el crecimiento de cristales por molecular beam-
epitaxy, que actualmente ha resurgido el interés cientifico por el tema. De todas formas,
hasta el momento, el avance experimental no ha sido acompanado por un progreso tedrico
comparable y aun no existe una descripcion teodrica satisfactoria de estos experimentos.
Los tratados teéricos clasicos de Overhauser (1953) [7], Elliot-Yafet, D’yakonov-Perel’ y
Bir-Aronov-Pikus fueron seguidos por escasos y algo aislados trabajos teéricos que no

contemplan las condiciones experimentales actuales.

El objetivo del presente trabajo consiste en contribuir con el modelaje teérico mi-
croscopico que describa la evolucién temporal de un gas de electrones creado por pulsos
cortos de luz en semiconductores, para identificar los mecanismos relevantes en la pérdida
de coherencia de espin. La teoria empleada para el cdlculo de los tiempos de relajacion
de la magnetizacion electrénica en arsenuro de galio (GaAs) dopado negativamente es de-
bida al mecanismo de Elliot-Yafet a través del scattering electrén-electréon por interaccion
coulombiana en la aproximacién de Born en ausencia de campos magnéticos externos.
Este estudio es efectuado en tiempos posteriores a la etapa inicial de polarizacion del gas,
donde del proceso de relajacion donde es predominante el scattering electron-hueco. Si
bien se toma como punto de partida el cilculo realizado por Boguslawski [11], que data
de 1980, para la realizacion del calculo, existen notables diferencias entre lo realizado en
este trabajo respecto al de Boguslawski. Por un lado, Boguslawski aproxima las funciones
de distribucién de los electrones por distribuciones de Maxwell-Boltzmann, mientras que
en este trabajo se emplean distribuciones de Fermi-Dirac para describir en forma exacta
ambas poblaciones de espin. De esta forma, los resultados obtenidos en el trabajo de
Boguslawski quedan fuera del rango de validez de las experiencias citadas que se intentan
describir, ya que las mismas son a temperaturas en un rango entre 5K y 100K, aproxi-

madamente. Por otro lado se realiza un estudio de la dependencia de dicho tiempo con la



variacion de parametros como la densidad de electrones cedidos, la densidad de electrones

fotoexcitados y la temperatura.

En el Capitulo 2 se presenta la teoria desarrollada para el cdlculo de los tiempos de
relajacion de la magnetizacion electrénica en semiconductores tipo ITI-V por el mecanismo
anteriormente citado. En el capitulo 3 se presentan los resultados obtenidos para el GaAs
variar parametros como el dopaje, la densidad de electrones excitados y la temperatura.
Ademas se realiza un breve estudio de la relajacion de espin a temperatura cero. Por otro
lado, en el Capitulo 4 se comparan los resultados obtenidos por el mismo mecanismo en
otros dos semiconductores del tipo III-V, el arsenuro de indio (InAs) y el antimonuro de
indio (InSb), ambos dopados negativamente. En el capitulo 5 se analizan aspectos varios
de los resultados presentados en los dos capitulos anteriores, y finalmente se formulan las

conclusiones del trabajo.



Capitulo 2

Calculo del tiempo de relajaciéon

El calculo del tiempo de relajacion T causado por el mecanismo de scattering Elliot-
Yafet debido a la interaccién de coulombiana electrén-electron toma como punto de par-
tida un sistema donde a un gas de electrones de densidad n donados al semiconductor
y sin polarizacién, se le agrega una densidad de electrones foto-excitados n., ocupando
estados con polarizacién definida. Al estudiar el sistema luego de haberse producido la
recombinacién de huecos y electrones, se asume ambas poblaciones de espin pueden ser
descriptas por distribuciones de Fermi-Dirac con temperaturas comiun 7. Si bien el po-
tencial de interaccién de Coulomb es independiente del espin, la posibilidad de que se
produzcan inversiones en el espin radica en que las funciones de onda que describen a los
electrones en la banda de conducciéon no son autoestados de espin sino que corresponden
a una mezcla de ellos. En un semiconductor, donde la degeneracion de las bandas de
conduccién se remueve debido a la interaccion espin-érbita, los estados de electrones en la
banda de conduccion pueden describirse empleando el modelo de bandas de tres niveles
de Kane [12]. Si Er << E,, donde EF es la energia de Fermi del gas de electrones en
la banda de conduccién y E; es el gap de energia entre las bandas de valencia y con-

duccion del semiconductor, se obtienen como resultado las funciones de onda de Block



para electrones en la banda de conduccién descriptas por

-

(ko) =e*lug,) (2.1)
donde
(Ep 3E,+2A \'? [k -|R,0) 2A S (k% |R, o))
oy = ZF 9%y T A8 2.2
ik 0) |S’J>+Z<E93(Eg+2A)> kr  (2A+3E,)  hkr (2:2)

siendo kr el vector de onda asociado a la energia de Fermi y A la separacion de las bandas
de valencia debida al acoplamiento espin-6rbita. Como podemos observar las funciones
no son autoestados de espin S, debido a la presencia del término S - (k x |R, o)), el
cual mezcla estados de espin. En el “borde” de la banda de conduccién (k << kp), las
autofunciones de los electrones poseen practicamente la simetria de los orbitales | s), pero
en cuanto se alejan del borde comienzan a aparecer componentes importantes del tipo | p)
de espin opuesto debidas al acoplamiento k -p con las bandas de valencia y a la interaccién
espin-6rbita. Por convencién, se las rotula con el espin del primer término de la funcién
de onda, correspondiente al orbital | s,o). Una observacién importante es que si bien
el autoestado tiene una componente predominante de espin, es la mezcla de estados de
espin en las autofunciones electronicas, la que que permite que se produzca la relajacion
de espin por medio del scattering electron-electrén, en la cual no se acoplan autoestados
de espin.

Supongamos que se tiene un semiconductor con un dopaje negativo n, en el cual se ha
fotoexcitado ademéds una densidad de electrones n,., polarizandolos en espin y obteniéndo,
por ende, se una magnetizacion electrénica no nula. Entonces, n., también es la diferen-
cia entre las densidades electrénicas con espin + (n,) y espin — (n_), respectivamente.
Definimos entonces el tiempo de relajacion de electrones 77 como la tasa temporal con

que varia la densidad de electrones polarizados, es decir,

1 1 dne,
- _ 2.3
T1 Neg dt ( )
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Empleando la hipdtesis de que ha transcurrido el tiempo suficiente como para ya no haya
recombinacién electron-hueco, la densidad de electrones en la banda de conduccién se

mantiene constante (n, (t) + n_(t) = n + ne ), se tiene que:

1 2 dn
— = (2.4)
T1 Neg dt

El trabajo consistird, por lo tanto, en calcular d;’—; a partir del scattering de dos

electrones considerando la interaccién coulombiana entre ellos. Para esto, tendremos en
cuenta las contribuciones donde s6lo uno de los dos electrones que interactian invierte su
espin. No consideraremos el caso en que ambos electrones inverten su espin, puesto que,
como se verda luego, en la mayoria de los semiconductores dicha probabilidad es mucho
menor. Para calcular la probabilidad de que una inversiéon tenga lugar, tendremos que
considerar los dos posibles canales de scattering: el directo y el de intercambio. La figura
2.1 muestra los esquemas de los diferentes canales. En el scattering de electrones via
interaccién coulombiana, donde éstos son considerados particulas libres, debe conservarse
la energia cinética total y el momento total del sistema. Por conveniencia se ha elegido
como momentos inciales & y K y finales k+ qy i — q. De esta manera, al quedar sélo
como variable libre ¢ siempre se ha de conservar el impulso total.

En la figura 2.1 se muestran los cuatro posibles canales por los que se producen
inversiones de espin. En dos de ellos (directo e intercambio), uno de los electrones pasa
de polarizacién 4+ a —, mientras que el otro mantiene su polarizaciéon y en los otros dos
canales, la polarizacién de uno pasa de — a + y al tiempo que el otro mantiene la propia.
De acuerdo a estos diagramas,

dn+

= Z{f,(i?)fg(/&) [1 — fo(k+ é)] [1 — fo (k' — ci)] Tk b krgrif—go—

;QlPN
Q=

— () (R [1 - f,(lZ+<T)] [1 — fo (K~ d)] Tﬂ;zaﬁqu;;af@g} (2.5)

siendo f, (k) las distribuciones de Fermi-Dirac para la poblacién de electrones con polar-

izacibn oy T la probabilidad de transicion asociada a los canales.

kit K ok T3k, of
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TE—;IQJ—)E+Q‘+;IQ—JU

k+q,+ k'—q,o k'—q,o k+q,+

q
k, — ko
Canal Directo: Canal Intercambio:
(k+§+ K —Go|V|k—; ko) K —qo; k+q + |V|k—; K o)
k+qg,— k’—q,o0
q
k, + ko
Canal Directo Canal Intercambio:
E+q— kK —Go|V|k+; Ko i~ o k+q - k4 ko
(k k' V| k k' o) (k' k V| k k' o)

Figura 2.1: Canales de scattering electron-electrén.
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Teniendo en cuenta el término de intercambio dicha probabilidad la escribiremos, de

acuerdo a la regla de Oro de Fermi, como:

N N N N N N N 2
JF+@ 45 F -0l VIE 5, 0) — (F =G0 F+d + V IE, 5 #,0)| (26)

Desarrollando los términos dentro del médulo de la ecuacion anterior tenemos:

o o o o o o o 2
<k+(j‘7+a ,__‘70-|V|k7_;k170->_ <k’—q-;0"k+(j:+|‘/|k,—,kl,0'>‘ -

2

2

+ ‘(/;’—(j’,a; k+q, +|V|/;,—;I~;’,a>

—2Re |:<E+_;+a I_(Tao-| 4 |E7 ) ]{7,0’)“?-(7,0’; E‘i‘tf, +| 4 |Ea ) 147,0'>:| (27)

En la ecuacién (2.7) podemos identificar las contribuciones debidas a los términos directo,
de intercambio y de interferencia, respectivamente. Veamos ahora que sucede con cada
uno de estos términos.

Al calcular los elementos de matriz, teniendo en cuenta que el potencial de interaccion
V(r) varia lentamente en la escala de la celda unidad, y usando que los autoestados |u; )
tienen la periodicidad de la red, el elemento de matriz correspondiente al término directo

de la ecuacién (2.7) puede factorizarse en:

—

(E+q+3k —qo |V k= K o)~ Ve{ug g lug_ X ug_gp | ug,) (2.8)

donde V; es la transformada de Fourier del potencial. Resta entonces, calcular los coefi-
cientes de acoplamiento de electrones en la banda de conduccién.
Es facil ver que si ambos electrones tienen espin paralelos, el acoplamiento entre sus

funciones de onda resulta:
<UE’U|UE+Q"0’> =1 (29)
En cambio, si los electrones tienen espin opuesto, se obtiene que (ver cdculo detallado

en el Apéndice 6.1):

Er A(2E, + A) qg_k, — q,k_
Lo — 2.10
Uk’) B, (A + Ey)(2A +3E)) k% ( )

<UE+6,+

13



donde se han elegido los autoestados de espin sobre el eje 7.
En nuestro caso, el potencial de interaccion corresponde al potencial de Coulomb
apantallado:
V(r)y=e*"/r (2.11)
siendo k, la inversa del radio de apantallamiento. De acuerdo a la teoria de Debye-Hiickel,

en el caso de distribuciones de Fermi-Dirac, se obtiene que
k2 = 3n/2¢ Bp (2.12)

Aplicando la transformada de Fourier del potencial de la ecuacion (2.11) resulta:

1 i s 13 e 1
%:V///eq V(T)dTi%:Wm (2.13)

Empleando los resultados obtenidos en las ecuaciones (2.8), (2.9), (2.10) y (2.13),

obtenemos que:

. . . Er AQE,+A)  k_q,—k.,q_
k — 'kl— — k_.k/ ~ . 9
Bt qtsk = qo \VIk= ko)~ Vi g (R E oA+ 3E,) &

(2.14)

donde ki = k, £ 1k,

Aqui se puede ver que si EFp << Fg, la probalidad de que se produzca la inversién del
espin de uno de los electrones es pequena con lo cual, la probabilidad de que se invierta
el espin en dos electrones luego de la interaccion resulta practicamente despreciable.

En la expresién (2.6), la expresién §(E; — E;) corresponde a la conservacién de la
energia cinética de los electrones durante el scattering. Al considerarlos como electrones

libres de masa efectiva m*, la conservacion de la energia resulta:

By E = (F+)° + (= 7)° = ¥ — "] _ (F-#+7)=0 (215
2m* m*

por lo tanto, para que se conserve la energia,

7q=(F-F)-q (2.16)
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Del resultado de la ecuacién (2.16) se puede deducir que dados los dos impulsos iniciales,
k y k' los posibles vectores de onda ¢ intercambiados en el scattering, se encuentran en

el lugar geométrico descripto por un casquete esférico, centrado en el origen, de didmetro

—

E—k

como se muestra en la figura 2.2. Por esta razon, podemos determinar que:

1F] = 1] (2.17)

<171 < ||E]+ 1]

Finalmente, teniendo en cuenta los resultados de las ecuaciones (2.7), (6.5) y (2.15) en

Figura 2.2: Representacion posibles vectores ¢.

la ecuacién (2.6), la probabilidad de transicién resulta:

TE,*;]&?,U%E‘FQ‘:‘F;H*Q‘,J = ?6 |:_*q' (k — K +q>:| :

Para determinar el tiempo de relajacion de espin del sistema debemos considerar todos
las posibles funciones de onda electrénicas. Al considerar todas los términos en las sumas
sobre E, K y ¢, la contribucién de los términos de interferencia se anula por una cuestién de
simetria [13]. Entonces sélo resta calcular el resultado del acoplamiento entre el término
directo y el de intercambio. En el apéndice 6.2 se muestra que la contribucion del término

de intercambio es igual a la del término directo. Este resultado es distinto al senalado en

15



su trabajo por Boguslawsky [11], quien afirma que la contribucién de intercambio es la
cuarta parte de la del término directo.
Finalmente, desarrollando la expresién anterior y agrupando convenientemente, la

inversa de T) resulta:

— - F+ D] = ) L= F G+ D)}
— fr (B =) + £ 1= 2 (F - )]} (2.10)

Pasando la suma discreta al continuo y considerando empleando simetrias del cédlculo a

realizar (detalladas en el apéndice 6.2), la expresién anterior resulta:

L A(2E, +A) / / / / ' 43/( — cos” )
T - [Eg(A+Eg><2A+3Eg>] s s ), daf dteostg [ e

{f+(k) [1 —f (VR + P+ 2chos€,])] — f-(k) [1 — (VR + @+ 2chosﬁq)]}
{ Fo(k) [1 — £+ (\/E= = 2kqcos eq)] + () [1 — f_ (/2= = 2kq cos eq)] }

(2.20)

donde sélo quedan cuatro integrales para resolver.
El tiempo de relajacién es no nulo a temperatura nula ya que, si 7' = 0, la expresion

de la ecuacion (2.20) resulta:

1 A(2E, + A Fre p2krs by 1 —cos?
. (CE, +2) : 3/ / / dlcosty) k' KoK (1~ cos”fy)
Ty | Ey(A+E,))(2A +3E,) | ne;m* 2w (¢® + k2)

[e(kp+—k) 9(\/k2 ¢+ 2k qcos Gq—kF_> —O(kp—k) <\/k2 NP 2chos9q—kF+>]

[9(kp+—k') 9(\/k’2—q2—2 % ¢ cos Qq—kF+>+9(kp_—k’) 0<\/k’2 P2 —2kqcos 9q—kp_)]
(2.21)

donde kp4 representa el vector de Fermi asociado a la distribucion de electrones con

polariacién =+:
1/3

kpy = (67" ny) (2.22)

16



y la funcién 6(z) es:

1 sixz>0
6(z) = (2.23)
0 siz<0

Los limites de integracién en la ecuacién (2.21) fueron asignados de acuerdo teniendo en
cuenta los limites de las funciones f, (k) y lo expresado en la ecuacién (2.16).

Los célculos de T; fueron realizados con un cédigo sobre Fortran 77 paralelo. Resulté
conveniente la implementacion del cdlculo en programacién paralela ya que cada punto

de los gréficos requeria de al menos 30 minutos empleando sélo una computadora.
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Capitulo 3

Resultados en GaAs

En este capitulo se presentaran los resultados obtenidos para los cdlculos del tiempo
de relajacién de espin T; en arsenuro de galio (GaAs) para scattering electrén-electrén
por el mecanismo de Elliot-Yafet de acuerdo a la ecuacién (2.20) del capitulo anterior. La
discusion de los resultados presentados serd realizada en el capitulo 5.

Los célculos se realizaron para diferentes dopajes n, diferentes densidades de elec-
trones excitados n., y diferentes temperaturas T. Los dopajes n fueron variados en-
tre 10"cm™3 y 10"%cm™3, las densidades de electrones fotoexcitados se tomaron entre
108em 2 y 10%¥cm 3, teniendo en cuenta que siempre fuese menor que la densidad de
dopaje. Las temperaturas del sistema se variaron entre 1K y 300K. Dentro de este rango
de los parametros T, n y n.; se encontraban las condiciones experimentales del trabajo
realizado por Kikkawa et al [1], las cuales mediante los célculos de T se intenta modelar.
Ademas se realizaron los calculos de la relajacion de espin a temperatura cero por este
mecanismo.

En el caso del arsenuro de galio, los parametros caracteristicos del material son:
m* = 0.067 e=13.1 E, = 1519meV A = 341meV

Debido a que se hard un analisis del tiempo de relajacion en funcion de la temperatura

es conveniente, antes de describir los resultados, calcular la temperatura caracteristica de

18



cada poblacion de espin para las distribuciones de Fermi-Dirac para tener idea de su orden
de magnitud frente a la temperatura del sistema. Para una distribucién de electrones con
polarizacién o, se define la temperatura de Fermi Tx, como:

2 (672 ny )*?

Tre =
F 2m*kB

(3.1)

donde kp es la constante de Boltzmann y n, la densidad de electrones con polarizacién
o. En la figura 3.1 se puede notar que para dopajes de 10”cm™ hasta 10%cm=3, las
temperaturas de Fermi asociadas a dichas poblaciones van se encuentran en un ragno
desde 0.6K hasta 60K aproximadamente. Esta es la razon por la cual resulta adecuado
emplear distribuciones de Fermi-Dirac para descrbir a las densidades electrénicas y no

emplear Maxwell-Boltzmann, ya que estas tltimas pueden son adecuadas si T' >> Tp.

103 — T T

10!

Tr (K)

10°

107l
1015 1016 1017 1018
n (cm™®)

Figura 3.1: Tr vs n para GaAs.

Comenzando ahora con los resultados de los célculos, se define la densidad de excitados
relativa neg, como la relacién entre la densidad de excitados y el dopaje (negr = neg/n).
En primer lugar, la figura 3.2 muestra los resultados de 7} en funcion de n para ne.,
de 0.001, 0.010 y 0.100 y temperaturas en un rango entre 1K y 315K. Se observa en

dicha figura que el tiempo de relajacion decrece fuertemente a medida que aumentan
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el dopaje y la temperatura. En la figura 3.2 podemos separar el grafico en regiones de
acuerdo a los diferentes regimenes del sistema, teniendo en cuenta los resultados de la
figura 3.1. Para T > 100K y n <10%cm 2 podemos decir que el sistema se encuentra en
un régimen de alta temperatura (7" >> Tr). Mientras que en la “esquina” opuesta del
grafico, T < 3.2K y n ~ 108cm=3, es un régimen de baja temperatura donde T < TF.
En el resto de las regiones, podemos decir que 7" =~ Tr. Tal como es de esperarse, se
aprecian comportamientos diferentes segin la relacion entre la temperatura del sistema T’
y la temperatura de Fermi asociada al sistema Tr. Por ejemplo, para altas temperaturas
(Tr < T), el tiempo de relajacién resulta practicamente independiente de la densidad
relativa de electrones excitados. Mientras que a temperaturas bajas y densidades altas
(donde Tr > T), el tiempo tiempo de relajacién decrece mas pronunciadamente con el
dopaje cuanto mayor es la densidad relativa de electrones fotoexcitados. Observando, en
particular, el caso en que ... de 0.100 se puede ver que, a altas densidades (n > 10*7cm?)

y temperaturas bajas, que T} resulta practicamente independiente de T

n (ecm™?)

Figura 3.2: T7 vs n para diferentes 7' y ney, de 0.001, 0.010 y 0.100
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Centrandonos ahora en la regién correspondiente al régimen de baja temepratura, se
calculo el tiempo de relajacién en el limite de T" = 0, de acuerdo a la expresién de la
ecuacién (2.21). En la figura 3.3 se representaron los tiempos de relajacién del sistema
a T = 0 en funcién de n para distintos valores de n.,,; mientras que en la figura 3.4, se
muestran los resultados en funcién de n,,, para diferentes valores de n. De acuerdo estos
graficos podemos observar que 77 obedece leyes de potencias en su dependencia con n.
En el caso de la dependencia con n,,,, el comportamiento es aproximadamente una ley de

potencia. Las tablas 3.1 y 3.2 muestran los resultados obtenidos para cada una de estas

curvas.
0 e A 108
108+ . 6| 7
729% x> 10 2 <
~ | 72 00] | ~ ]OJSQO]
n 10*F e 8 noaal % S
3 7 X 0.]0 3 10 > 10160
~ 21 2 N — 7” < O)\?
~ 10 S« &~ 102 {p1> |
]00 n 0122\6
o F N 1p1s
107 h 0oL Cmy ~3 |
1072 S
il il R 10727 . R | . ]
10%° 1018 10" 10'® 0.010 0.100 1.00
-3
n (Cm > nexr

Figura 3.3: T} vs n para diferentes n.q, a Figura 3.4: T} vs n.,; para diferentes n a

T =0. T =0.

Observando el resultado de la ecuacién (2.21) es posible obtener via adimensional-
izacién de las variables a integrar la dependencia de T con la kg y por lo tanto con la
densidad a T = 0. Observando dicha ecuacion se puede concluir que el tiempo de rela-
jacién a T' =~ 0 deberia variar con la temperatura con una ley de potencias de 77 ~ T
con « entre —5/3 y — 7/3. El hecho que el exponente no pueda ser determinado a priori

se debe a que en el denominador del integrando de la ecuacién (2.21) tenemos la suma
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Tabla 3.1: Exponentes T} ~ n® Tabla 3.2: Exponentes T} ~ ng,

Newr | B n(m™) | «
0.01 | -2.24 10'° -1.65
0.10 | -2.20 10'6 -1.72
1.00 | -2.21 107 -1.73

10'® -1.70

de dos términos ¢ y ks, los cuales varian con el dopaje con exponentes de 1/3 y 2/3,
respectivamente (ver ecuaciones (2.12) y (2.22)).

En la figura 3.5 se superponen los resultados obtenidos de 77 en funcién de n para
Negr = 0.10 a diferentes temperaturas entre 1K y 17.8K con el resultado obtenido bajo
iguales condiciones a 7' = 0. Se puede apreciar en dicha figura, para cada temperatura,
a partir de una cierta densidad, a la que llamaremos n., el tiempo es independiente de T’
y coincide con el correspondiente a 7' = 0. La densidad critica n. correspondiente a cada

temperatura es mayor cuanto mayor es 7'.

105§\\\\H

Ll Ll Ll Eh
1015 1016 1017 1018
n (cm™®)

Figura 3.5: T; vS Ngens T =0y 1K < T < 17.8K para n.,, = 0.10.
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Figura 3.6: T; vs T para n y Ne,, constantes

Haciendo ahora un estudio del comportamiento del tiempo de relajacién en funcion
de la temperatura, la figura 3.6 muestra la variaciéon de T} vs T para distintas densidades
n y para densidades relativas de excitados n.,,. de 0.001, 0.010 y 0.100. Nuevamente se
pueden distinguir las regiones correspondientes a T >> Tp (n > 10%cm =2 y T 2100K
ylade T < Tp (n > 107em 3 y T < 10K). En esta figura se puede ver para altas n
Vv Nep que T satura a bajas temperaturas volviéndose constante. Este comportamiento
se observa més claramente para n = 10"%cm=3 y n = 10"cm ™ con n., = 0.100. La
temperatura critica por debajo de la cual se produce la saturacion aumenta con n. Tal
como se observo en la figura 3.2, aqui se puede apreciar que para altas temperaturas, los
tiempos de relajacién no dependen de la densidad relativa de excitados.

El hecho que para n.,;,. de 0.100, en el régimen de bajas temperaturas el tiempo de
relajacion presente una saturacion al disminuir la temperatura resulta consistente con que

en el limite de 7" = 0 el tiempo T} resulta no nulo. El mismo comportamiento pareceria
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comenzar a aparecer para N, de 0.010 a T ~ 1K y n = 10'%cm™2. Lo mismo se esperaria
que ocurriera para cualquier n.,. y cualquier n pero a temperaturas menores a 1K, por
lo que en este rango no serian apreciables.

Por otro lado, en el régimen de n.,. = 0.001 se puede observar en dicha figura,
la dependencia con la temperatura (si 7 S10K). Se calcul6 la pendiente de T) y se
obtuvo una relacién de ley de potencias T} ~ T 2. Luego, el la medida que aumenta la
temperatura, la dependencia con la dicha magnitud tiene una potencia menor.

A partir de estos resultados, se estudié en mayor detalle el tiempo de relajacién T} en
funcién de la Ty negr. En primer lugar se describird el comportamiento de T} al variar
la temperatura desde 1K hasta 100K para diferentes densidades de electrones excitados,
considerando densidades de dopaje n de 10'%cm™2, 10'"em ™2 y 10"®cm 3. Los resultados
obtenidos se muestran en la figuras 3.7, 3.8 y 3.9. En las dos primeras de estas figuras
se representaron sélo tres densidades de excitados indicadas. En cambio, en la figura
3.9, se representaron mayor cantidad de curvas correspondientes a diferentes densidades
de excitados. Analizando, en particular, esta ultima figura, se observa que para cada
densidad de electrones excitados aparece una temperatura cierta temperatura, a la que
denominaremos 7., a partir de la cual el tiempo de relajacién cambia su dependencia
con la temperatura. Para T < T, el T} practicamente no depende de la temperatura,
mientras que para 1" > T, el tiempo comienza a disminuir con la temperatura. Otra de
las apreciaciones que pueden hacerse aqui es que cuanto menor es n,,, menor es el valor
de T.. También puede apreciarse en dichas figuras que para n., << n, T} practicamente
no depende de n,;, tal como habiamos observado en la figura 3.6. Dicho comportamiento
se observa para altas temperaturas y bajas densidades de fotoexcitados.

Del andlisis de las pendientes de dichos graficos para densidades de electrones fo-
toexcitados bajas y bajas temperaturas, se observa, nuevamente, que la dependencia del
tiempo de relajacién con la temperatura es T} ~ T 2.

Por ultimo se determiné el comportamiento del tiempo de relajacion T; al variar la
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densidad de excitados n.,, para diferentes temperaturas, manteniendo el dopaje fijo. En
las figuras ??, ?? y ?? se muestran los resultados obtenidos para dopajes de 10'cm=3,
107em =3 y 10"®em 2 variando las temperaturas entre 1K y 100K. Como es posible apreciar
en las figuras para n., bajas respecto a n, el tiempo de relajacion practicamente no
depende de la densidad de excitados. En cambio, cuando n., del mismo orden que el
dopaje del semiconductor, el tiempo de relajacién obtenido parece ser independiente de
la temperatura. Esto es més notable cuanto mayor es el dopaje. Esto se condice con lo
encontrado en las figuras 3.7, 3.8 y 3.9. En la figura ?? es posible observar que al aumentar
la densidad de electrones fotoexcitados, el tiempo de relajacién se hace independiente de

—2

la temperatura, y se aprecia un comportamiento 17 ~ n,_:.

Nuevamente se observa en dichas figuras, la presencia de densidades de excitados
criticas (negze) en las cuales el forma funcional del tiempo de relajacién cambia notoria-

mente. El valor de n.;. aumenta, ccuanto mayor es 7"y menor es n.
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Figura 3.8: T} vs n., para n = 10%em=3.
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Capitulo 4

Comparacion con InAs y InSb

Se calculé el tiempo de relajacién en los semiconductores arsenuro de indio (InAs) y
antimonuro de indio (InSb) empleando el mismo cédigo para comparar con los resultados

de GaAs. La tabla 4.1 detalla las diferencias entre los parametros correspondientes a cada

material.

Tabla 4.1: Propiedades de los Semiconductores

Material | m* € E, A

[meV] | [meV]

GaAs 0.067 | 13.1 | 1519 341
InAs 0.026 | 14.6 | 450 380
InSbh 0.015 | 17.7 | 240 810

Como se puede apreciar, en el GaAs E;, > A, mientras que en el InAs, F;, ~ Ay en
< * * * . . ’
el InSb E, < A. Ademds mg, 45 > M5 > Mg con lo cual a igual dopaje, la energia
de Fermi del sistema sera mayor cuanto menor sea la m*.
Se realizaron calculos similares a los del GaAs para los dos semiconductores, variando

los mismos pardmetros del sistema (n, ne;, y T) y se compararon los resultados obtenidos.
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Figura 4.2: T7 vs n para ng; = 0.10n4.,s en GaAs, InAs y InSb a diferentes temperaturas.
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Las figuras 4.1 y 4.2 muestran los gréficos correspondientes al tiempo de relajacion
en funcién del dopaje para cada uno de los semiconductores con n,,,. de 0.01 y 0.10,
respectivamente. Ademas se ha agregado el tiempo correspondiente a 7' = 0. Como se
puede apreciar, en iguales condiciones, los tiempos de relajacién para semiconductores
(GaAs son mayores a los de InAs. Estos tltimos a su vez son mayores a los del InSb. La
dependencia con el dopaje y la temperatura parece practicamente similar. En las figura
4.2 puede notarse que si bien forma funcional se asemeja en los tres semiconductores, la
densidad n. (a la cual T} no depende de T') es mayor el GaAs respecto a los otros dos
materiales. A su vez, en el caso del InAs la densidad es mayor respecto al InSb.

En las figuras 4.3 y 4.4 se muestran los resultados obtenidos de T} vs n,, para el InAs

con n = 10%ecm=3 y n = 10®¥cm™3, respectivamente. Los graficos 4.3 y 4.4 muestran

igules curvas para el InSh.

n : n
2 2
_ 10K _
= i =
1071 & 20K
i 50K
1077k 100K E
N, (cm™) N, (cm™)
Figura 4.3: T} vs n,, para (n = 10'°%cm™3)  Figura 4.4: T} vs n,, para (n = 10"%cm™3)
para InAs a T constante. en InSb a T constante.

En las figuras 4.7 y 4.8 se muestran los resultados obtenidos de T} vs T para el InAs
para diferentes n y diferentes n.,. Aquise puede apreciar nuevamente la presencia de

una temperatura critica 7T, donde el tiempo de relajacion cambia su dependencia con la
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temperatura. Lo mismo ocurre también para el InSbh, como se muestra en las figuras 4.9

y 4.10, siendo, en iguales condiciones, mayor la T, del InSb respecto a la del InSh.
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Capitulo 5

Analisis de Resultados

En este capitulo se realizard un analisis detallado de la dependencia de T7 en GaAs
con las variables n, n., y, especialmente, T'. En particular analizaremos los cambios en
los tipos de dependencia que muestra 7T} con T que han sido ilustrados en el capitulo 3.

En segundo lugar, se compararan los resultados resultados de los calculos debidos a

este mecanismo con los resultados experimentales de Kikkawa y Awschalom ?77.

5.1 Analisis del la dependencia con la temperatura

En las figuras 3.7, 3.8 y 3.9 del capitulo 3 hemos senalado la existencia de una tem-
peratura critica debajo de la cual T} es practicamente independiente de T y por encima
de la cual T} decrece con T obedeciendo una ley de potencias de T} ~ T~2. Dicho de otra
forma, habiamos distinguido tres situaciones diferentes:

(I) neg S ny T < Te: donde el tiempo de relajacién practicamente no dependia de la
temperatura.
(IT) ner << n: donde el comportamiento era Ty ~ T2

(IIT) T >> T, y n bajas: donde la dependencia con la temperatura era menos débil que

T2
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Figura 5.1: Distriubciones de Fermi segin los diferentes

casos: (I) ney Sn (I1) ne, <<ny T >T, (II1) T >> T,

Segiin la relacién entre los tres pardametros (7', ne., n) podemos diferenciar tres tipos
de situaciones en que se produce la relajacién de espin de acuerdo a la las distribuciones
de Fermi de cada poblacién las cuales estan representadas en la figura 5.1. La situacién (I)
corresponde a temperaturas tales que el ancho tipico de la distribucion de Fermi es menor
a la diferencia de las energias de Fermi de cada una de las polarizaciones (kT < p11 — p2).
El caso (IT) corresponde a distribuciones de Fermi pronunciadas pero el ancho tipico
donde la distribucién es mayor a la diferencia entre las energias de Fermi de cada estado
de polarizacién (AkgT > uy — pg). Por tltimo, el caso (III) donde la temperatura ya es
lo suficientemente alta como para suavizar las distribuciones de Fermi.

Para corroborar que dicho cambio de comportamiento en los tiempos de relajacion
al variar la temperatura se debia a las situaciones descriptas anteriormente, se estimo la

temperatura critica T, a partir de la cual, para cada densidad de excitados, se produce
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dicho cambio. Dicha estimacién fue realizada para un dopaje de 10®¥cm™3, debido a que
en ese caso el efecto es mas notable. Para esto, en la figura 5.2 se graficé el cociente
T (T, nez)/T1 (T, ney; = 10%cm™3) en funcién de la temperatura (siendo n., = 10%cm >

la mds baja de las densidades de excitados considerada).
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Figura 5.2: Cociente Ty (ne,)/Ti(10%em™3) vs T

A su vez, en la figura 5.3, se calculé para cada densidad de excitados y dopaje la
temperatura asociada a la diferencia entre las energias de Fermi de los electrones con
espin + y —, es decir,

Er, — FEp_

T, =——7— 5.1
=S (5.1)

En la figura 5.4 se representé la temperatura 7, en funcién de T, _ para cada n., en
el caso de n = 108¢m 3, densidad a la cual el efecto era méas notable. En dicha figura

muestra que ambas temperaturas practicamente coinciden. De esto podemos desprender

R R S

El resultado de la ecuacién (5.2) resulta coherente con lo observado anteriormente en las

entonces que:

figuras 7?7 donde se puede apreciar que la temperatura 7, disminuye al aumentar la masa

efectiva m* del semiconductor.
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En la situacién (II), donde T > T, el comportamiento de la inversa del tiempo de
relajacion T; puede explicarse segin la expansiéon de Sommerfeld [14] para temperaturas

bajas respecto a la temperatura de Fermi asociada a la distribucién (T ~ Tr) , donde:

0oH(&:)f(s) de = MH(&:) de + Z(kBT)Q"an%H(e) (5.3)

o % =y
Juntando las condiciones anteriormente mencionadas, la ecuacién 5.3 resulta valida si
T, _ < T <Tr. Lainversa del tiempo de relajacién T; puede expresarse como la diferencia
de dos de estas integrales. Por lo tanto, a bajas temperaturas, la ecuacién de T} (2.20)
resulta una resta de dos expansiones de Sommerfeld. En el primero de los casos, donde
las temperaturas son mucho mas bajas que la diferencia de energia de Fermi entre los dos
niveles, la inversa del tiempo de relajacion es practicamente constante y es la diferencia
entre los primeros términos de cada una de las expansiones para las distintas proyecciones
de espin.

En la medida en que la densidad de excitados es pequena frente al dopaje y las
temperaturas son los suficientemente bajas como para que el desarrollo de Sommerfeld
sea valido pero elevadas como para situarnos en el segundo caso de la figura 5.1, el primer
término de ambas integrales es practicamente igual, y por lo tanto, la inversa del tiempo
de relajacion es proporcional al cuadrado de la temperatura.

Esto ademas es acorde a lo observado al comparar los tres semiconductores ya que
cuanto menor es la masa efectiva del electrén m*, mayor es diferencia de las energias de

Fermi y por lo tanto, también es mayor 77 _.

5.2 Comparacién con el experimento

Observando los resultados obtenidos para el arsenuro de galio, se puede observar que
para regimenes en los que Kikkawa et al [3] realiza el experimento , correspondientes
a temperaturas entre 5K y 100K y dopajes entre 10'® y 10'%¢cm™2, la aproximacién re-

alizada por Boguslawski [11] de considerar las distribuciones electrénicas correctamente
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descriptas por distribuciones de Boltzmann resulta algo poco apropiado. El caso de altas
temperaturas pareceria corresponder a temperaturas mayores que la ambiente, donde los
semiconductores dejan de “comportarse como tales”, o dopajes muy bajos.

La figura 5.5 muestra los resultados obtenidos de T} vs T para n = 10'%cm~=3 para
el scattering electrén- electrén y los resultados experimentales [3]. Comparando con los
resultados obtenidos en ref. [3], en ausencia de campo magnético, los tiempos de re-
lajacién de espin obtenidos por interaccién de Coulomb para el arsenuro de galio son
aproximadamente 100 veces mayores, pese a que dicho autor estimaba que de acuerdo

1/2 podria representar la dependencia més

a las predicciones de Boguslawski 177 ~ T~
débil con la temperatura que dicho grupo encontré para temperaturas menores a los 30K.
Ademas este mecanismo tampoco predice la dependencia con la densidad de electrones

excitados (T} ~ n_>*) obtenida experimentalmente.
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E 1 L1 \\‘ 1 1| \\‘:
1 10 100

T (K)
Figura 5.5: Comparacion de T vs T para el scat-

tering electrén-electron con los resultados experi-

mentales para n = 10'%e¢m 3.
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Capitulo 6

Apéndices

6.1 Calculo de elementos de matriz

A partir del modelo de tres bandas de Kane [12], tenemos que las funciones de onda
que representan a los electrones en la bandas de conduccion de un semiconductor, si

Er << E,, resultan:

/2;‘-|1§,a>+ i2A S (k% |R, o))
ki (2A + 3E,) hkp

Ep 3E, +2A \'?
lL)) (6.1)

o) = s, 0) +i <Eg 3(E, + 2A

donde el primer término es el que contiene la componente mas importarte de orientacion

/2. Sin embargo, es la presencia

de espin puesto que los otros poseen el factor (Er/E,)
de la mezcla de estados de polarizacion de espin la que permite la relajacion del sistema
mediante la interaccién de Coulomb.

Si se calculan los elementos de matriz de dos funciones de onda de espin paralelos,

resulta casi directo notar que:

<UE,J| UE,0> = 1 (62)

En cambio, al calcular el solapamiento entre dos funciones de onda de dos electrones
de espin opuesto, el cdlculo no resulta tan directo. Para obtener dichas expresiones debe

tenerse en cuenta que (s|z)=(s|y) = (s|z) =0. Ademds deben usarse las relaciones
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de conmutacién entre los operadores de espin y los operadores de creacién y destruccion
de espin:

Sy S,
2 2
Sil+)=5]-)=0 S_|+)=h]-) Sil=)=nhl+) (6.4)

[Sz s S]] = eiijk S_|_ (63)

Empleando las ecuaciones (6.1), (6.3) y (6.4) obtenemos que el elemento de matriz

resulta:
o sy Fr AR+ koK, — kK
YAl TR A Y E,)2A + 3E,) k2

donde ky = (k, £1ky)/2.

(6.5)

Algunas propiedades de estos coeficientes que se usaran luego son descriptas a con-

tinuacion. En primer lugar, si Ep << Ej:

(ug ol ug,) << (uglug ) (6.6)

Por otro lado, si en la ecuacién (6.5) que si se sustituye k — k + k', se obtiene que:

e g ) = ErA(2E,+A) (k- + Kk, — (k. + kK. s )
Ei+ =1 T B N+ B,) (24 + 3E,) k2 = VT
(6.7)

Por ltimo, también es posible ver que :

koK — k" = ‘(/Z x /5) 3 (6.8)
Por lo tanto,
‘< e ) 2 EprA(2E,+ A) gk, — q.k_|? _
YU | Ey (A + Eg)(2A + 3E,) kp -
EF A (2Eg + A) 2 q2k2 . 92 .92 .92
= O (1 — 0 0 .
[Eg B+ E AT 30| I sin” O, (1 — sin® 6, sin® 0y ) (6.9)

40



6.2 Calculo del tiempo de relajacién

Para determinar el tiempo de relajacion de la polarizacion de espin debe calcularse el

promedio de las probabilidades de transicién indicadas en las ecuaciones (2.5) y (2.18),

resultando la expresién,

= g S B [t 0] [ 1o )] o] (R 4d)

_2Re[VVk_k,+q(k+q,+|k —\ (k! —q*a|/2,—><12+c7,+|/§',a>]} (6.10)

La contribucién de la sumatoria de los términos directos de la inversion de espin de

un electrén con espin — a otro con +, podemos escribirla, haciendo la suma sobre o, como

@R B[ ) 1D 1- £ - 0]+

Qe

7) (@4 F ) V21— FF )] 1 - (- )] =

@k [ ver® - fE+a]-

P RCIIE AR I EN A BRI (6.11)

Se estudiard ahora el término correspondiente al intercambio de la ecuacién (6.10).

Como la suma es sobre todos los valores de k, k" v ¢, es posible realizar la suma sobre

—k—k+ ¢. Aplicando dicho cambio de variables y teniendo en cuenta el resultado de

la ecuacién (6.7), dicho término resulta,

Zf () f,(k )[1—f+(k+(j)] [l—fa(/;’—(j)] 5{:;@ (E—/ﬁ?—l—(f)]

;Ql?&"l
Q=
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‘(k’—q,a|k,—)(E+",+|k’,a>‘2v(l§—l;’+q“)2—
S IAGI IEFACRY) B YR SV B
£ ) [U= o = D) i@+ 1F ) Vi) +
I SVRCHEVALEVIIL R I
FR)[1 -5 GF=D) @R )] Vi) (612)

donde si en la primer suma se cambia q-7 por —q-7, dicha suma no se altera, puesto que la
misma es sobre todos los posibles vectores de onda. Entonces, dicho término se transforma,
en el segundo de la ecuacién (6.11). Andlogamente, en el segundo término de la ecuacién
anterior, si se invierten los nombres de k y i , obtenemos el primer término de la ecuacion
(6.11). Como consecuencia, el término directo resulta igual al término de intercambio al
hacer la suma sobre todos los vectores de onda. Esto contradice lo que Boguslawski [11]
aseguraba que el término de intercambio era la cuarta parte del término directo.

Debido a la simetria el término de interferencia de la ecuacién se anula al sumar sobre
todos impulsos [13].

Entonces la expresién de la inversa del tiempo de relajacion 77 resulta,

—

ka—w+®]w

— —

T\ h &
kK g

At 1= £ F+ D] = o) 1= £+ |-
Ay 1= =]+ 100 [1- 07 -9} (6.13)

1 8r [hQ

Si ahora se pasa la suma al continuo, reemplazando los resultados de las ecuaciones

(6.9), (2.10) y (2.13), se obtiene:

1
T, hnex <27r> /// k? Slngkdkdekd¢k/ // q” sin0,dq df, de,

co T (2 h2 - ErA(2E,+A) 77
”2 e F 2

42



k2 k’2
ks

sin? s (1 — sin Oy sin® O ) { £ () |1 = f-(F+ )| = £-(0) [1 = fo(F+ )] }-
Ar L= =]+ 100 [1-F -9} (6.14)

Debido a la simetria del sistema, las integrales no pueden depender de dos de los
angulos azimutales de cualquiera de los tres momentos. Por otro lado, la orientacion de
los ejes Z para dos de los momentos también puede ser elegida arbitrariamente con lo cual
haciendo un cambio de variables conveniente, evitando de esta forma hacer otras dos de
las integrales. Ademas, empleando la funcién 6(Ey — E;) se realiza otra de las integrales.

Por lo tanto, restan sélo resolver cuatro integrales, quedando la expresién:

1 A(2E, + A) E*'@3k' (1 — cos? 0,)
_ dk [ d 0,)[ dk'k g
T1 {EQ(A + E,)(2A + 3E, ] / / q/1 o / (¢* + k3)?

{f+(/€) [1 — [ (VI + @+ 2chos9q)] — f-(k) [1 — [+ (VR + ¢+ 2chos9q)]}
{ Fo(k) [1 — Fo(V/FP= = 2kq cos 9q)] + (K [1 — f_ (/K= = Zkq cos eq)] } (6.15)
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