Computacion cuantica - 1 cuatrimestre 2006
Guia 3: Modelo de circuitos - Compuertas basicas

1. Dada una funcién f(z) desarrollable en serie de potencias, f(z) = 3772, f;27, y una matriz
cuadrada A, se define f(A) =Y °2, f;A’7. Mostrar que:

a) si A es diagonalizable, A = )", ai|dr)(dx|, resulta f(A) = >, f(ar)|Pw){(Pk-
b) si A es tal que A? = I, entonces e'4” = cos(z)I + isen(z)A.

2. Dado el estado de un qubit [¢)) = a|0) + b|1), se llama “vector de Bloch” al formado por
los valores de expectacién de las matrices de Pauli en el estado |¢): U = (vg,vy,v,) =

= ((X), (Y),(2)).
a) Calcular ¥ en funcién de a, b.

b) Mostrar que 7 = 1, y por lo tanto los posibles @ estdn en el borde de una esfera de
radio 1 (la “esfera de Bloch”).

¢) Mostrar que la aplicacién del operador R, (¢) = e~**7+/2 rota @ en un dngulo ¢ en
torno del eje x (usar el resultado del ejercicio 1.b, y pensar cémo se transforman las
componentes de un vector al rotarlo respecto del eje x).

3. Cualquier operador unitario de un qubit U puede escribirse como U = e*“R;(¢), con
Ri(9) = e~@n3/2 Hallar valores de «, 71, ¢ que correspondan a las compuertas:

m=la) 5o 6)

4. Probar que HXH =7, HYH =-Y, HZ/H = X.
5. a) Probar que XR,(¢)X = Ry(—¢), XR.(¢)X = R.(—¢).

b) Cualquier operador unitario sobre un qubit U puede descomponerse en la forma
U = e“R,(8)Ry(7)R.(0); probar que puede entonces escribirse U = e/ *AXBXC,
con ABC = 1.

Ayuda: tomar A = R,(8)Ry,(v/2), B = Ry(—v/2)R.(—(0 + 3)/2).

6. Probar que la compuerta C-U (U controlado):

a) es equivalente a |0)(0] ® I 4 |1)(1| ® U (donde el primer qubit es el control).
b) no es equivalente a C-e®U (excepto cuando ¢ = 2km, k € Z).

7. El error al aproximar la compuerta U por el operador V' (U y V unitarios) se define como
E(U,V) =maz,||(U = V)[$)[|; mostrar que E(UUn, VaVi) < E(Ua, Va) + E(U, V1).

8. a) Si Ry(a)y R,(B) son dos rotaciones en torno del mismo eje, mostrar que
E(Ry(@), Ra(B)) = [e'*/? — ¢P2| < |(a — B)/2].

b) Sea a € [0,27) tal que 5/7 ¢ Q. Mostrar que dados € > 0, 6 € [0, 27), existe k € N tal
que E(R,(a)*, R, (0)) < € (pista: tomar un nimero N € N / N > 27 /e, y considerar
los dngulos aj = jacon j = 0,1,..., N; ver que debe haber dos de ellos cuya distancia
—sobre el circulo de radio 1- sea menor que €).



