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Capitulo 1

Introduccion

En Fisica 2 vamos a estudiar ONDAS (y en unas lineas veremos qué son). Nos pro-
ponemos dos objetivos:

e i) introducir conceptos basicos de los mecanismos ondulatorios (para esto nos
basaremos esencialmente en sistemas mecéanicos, cuya descripcion deberia resultar
familiar por haber sido estudiada en Fisica 1);

e ii) mostrar que estos conceptos ondulatorios son comunes, y permiten la unifica-
cion, de una gran diversidad de fenémenos fisicos, no solamente mecanicos, sino
también de fenomenologias que hasta el momento no se han visto en la carrera.

Para avanzar con el punto ii) vamos a tener que proceder por analogias y decir cosas
como “si con las ondas mecanicas pasaba esto, entonces con las ondas electromagnéticas
(o acusticas, o sismicas, o gravitatorias, o lo que sea) también tiene que pasar lo mismo”.

Como cuando se cursa Fisica 2 todavia no se ha visto casi nada de electromagnetismo,
o de actstica, o de sismica, es muy normal al principio sentirse un poco (o bastente)
inseguros. No hay que asustarse cuando esto pasa. Para superar esta inseguridad y para
poder desarrollar los objetivos del punto ii) exitosamente, iremos viendo a lo largo del
curso evidencias de cuando las analogias funcionan y de cuando NO funcionan. No de-
bemos perder de vista que la fisica es una ciencia experimental, y que las analogias sirve
para “intuir” comportamientos posibles, pero sélo son validas cuando estan comprobadas
empiricamente.

La palabra unificacién empleada mas arriba se refiere a que el estudio de las carac-
teristicas de los fenémenos ondulatorios no depende del tipo de propiedad perturbada o
del medio en cuestién. Sin embargo, no tenemos que olvidarnos que los distintos origenes
fisicos confieren propiedades muy particulares a cada onda.
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1.1. ;Qué es una onda?

Una definicién minimalista: “Una perturbacion que se propaga”.

La perturbaciéon de la que estamos hablando es de alguna propiedad fisica (por ejemplo,
velocidad, posicién, densidad, presién, campo eléctrico o campo magnético), de un sistema
de partes moviles o de un medio continuo. Y si es una perturbacién, se mide con respecto
a un estado de referencia, que por lo general es el estado de equilibrio. Veremos que el
sistema o el medio perturbado pueden ser de naturaleza muy diversa, como las cuentas
de un collar unidas por resortes, aire, agua, un metal, etc. Incluso, el medio puede no
ser un medio, como sucede cuando se propagan ondas electromagnéticas en el vacio. La
perturbacion se propaga a través del sistema, pero el sistema como un todo no se propaga.
Por este motivo, conviene ampliar la definicién minimalista anterior y explicitar que en
una onda no hay transporte neto de materia, diciendo que una onda es una perturbacion
que se propaga y que transporta energia pero no materia. Y como hay que saber
parafrasear, también podriamos decir que llamamos onda a la propagacién de una
perturbacion, con transporte de energia pero sin transporte de materia.

Para que haya propagacién, el medio tiene que ser extenso o tener muchas partes
moviles, como una fila de fichas de dominé (con una sola ficha no se propaga nada). Por
eso tenemos que aprender a tratar fisicamente la perturbacién del estado de equilibrio
en sistemas con muchas partes. También tiene que haber un mecanismo restitutivo,
que tienda a regresar las partes moviles a su posicién de equilibrio. Sin este mecanismo
restitutivo, el apartamiento del equilibrio no seria muy interesante, como sucede con
muchas fichas de domind, donde el apartamiento del equilibrio se propaga, pero el proceso
termina cuando cae la iltima ficha y tendriamos que volver a posicionar las fichas a mano
para volver a empezar.

En Fisica 1 se estudia como evoluciona la perturbaciéon del estado de equilibrio de
sistemas muy sencillos, en general una masa puntual o un cuerpo rigido con vinculos
adecuados que sélo permitian un grado de libertad, como el péndulo o el resorte. Una de
las primeras cosas que vamos a ver en Fisica 2 es como estudiar la evolucién temporal de
la perturbacion del estado de equilibrio en sistemas mecdnicos con muchas partes moviles
(es decir, con muchos grados de libertad) y que interactian entre si mediante fuerzas que
son las que proveen el mecanismo restitutivo. En particular también prestaremos atencién
al limite de N partes moviles con N — 0o, que es la idealizacién de medio continuo.

1.2. Repaso de 1 GL (grado de libertad)

A continuacion, una lista de cosas que en las clases tedricas voy a dar por sabidas
(repasar de lo visto en F1):

1. equilibrio estable e inestable, sistemas conservativos, condiciones sobre el potencial
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en el punto de equilibrio;

2. si el equilibrio es estable la perturbacién produce un movimiento limitado en el
espacio;

3. sila fuerza restitutiva es lineal (el potencial cuadratico), el movimiento es oscilatorio
armoénico, con una frecuencia caracteristica wy que es igual a la fuerza restitutiva
por unidad de desplazamiento y por unidad de masa;

4. sila perturbacién del equilibrio estable es pequena (hay que cuantificar “pequena”),
el movimiento es oscilatorio armonico, con una frecuencia caracteristica wg que es
igual a la fuerza restitutiva por unidad de desplazamiento y por unidad de masa
(d*V/dz* > 0);

5. soluciones de la ecuacién diferencial del oscilador arménico amortiguado (segundo
orden, lineal, homogénea y a coeficientes constantes);

6. condiciones iniciales;

7. amplitud, frecuencia, periodo, fase inicial, velocidad, aceleracién, energia cinética,
energia potencial, energia mecanica total, tiempo de decaimiento;

8. cémo cambiar entre distintos tipos de representaciones:

v z(t) = Acos(wt + @a)

» 2(t) = Bsin(wt + ¢p)

(t) = C cos(wt) + D sin(wt)

» z(t) = R a exp(tiwt) (RN parte real);

n T

9. oscilador armoénico amortiguado forzado, fuerza impulsora armonica de frecuencia
w, solucion transitoria y estacionaria, resonancia;

10. la soluciéon transitoria representa soluciones de la ecuacién diferencial homogéneo
y tiene informacién sobre las condiciones iniciales;

11. la solucién estacionaria es una solucion particular de la ecuacion diferencial no
homogénea, no tiene informacién sobre las condiciones iniciales, tiene la misma
frecuencia que la fuerza impulsora armonica;

12. principio de superposicién.

1.3. Uso de programacién y aplicaciones

Como la Fisica es una ciencia experimental, es claro que la experimentacién tiene una
gran importancia en su ensenanza. En el plan de estudio de la Licenciatura en Fisica
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de la UBA, la parte experimental estd cubierta con al menos siete materias que se de-
sarrollan directamente en los laboratorios de ensenanza, ademas de las demostraciones que
se pueden hacer en clase en las materias tedricas. Sin embargo, el tiempo que tienen los
estudiantes para jugar con experimentos y manejar la instrumentacion es, desde limitado
en los Labos hasta casi nulo en las demostraciones en el aula y en ambos casos no es
posible seguir experimentando al salir de la facultad.

Este problema desaparece cuando se incorpora a la ensenanza de la fisica los progra-
mas y los conocimientos necesarios para poder realizar experimentos numéricos con
computadora. Estos experimentos numéricos son habituales en todo equipo de inves-
tigacién y son cada dia mas usados para evitar montajes experimentales muy costosos
o para investigar situaciones que valga la pena someter a experimentacién. En pleno
siglo XXI resulta anacrénico no introducir desde un principio alguna de las herramien-
tas numéricas mas convenientes para que los estudiantes puedan seguir explorando los
diferentes fendémenos fisicos de manera independiente e ilustrar de manera grafica el com-
portamiento de los fenémenos estudiados en las clases tedricas y de problemas. No es
muy importante qué herramienta se usa, lo importante es empezar a usar alguna. Pero al
principio y para entendernos todos, conviene usar una herramienta comun y en el curso
vamos a usar Python. Python es un programa libre que emplea un lenguaje de alto
nivel, muy 1til para cdlculos numéricos y visualizaciéon de resultados. Se puede instalar y
usar facilmente tanto en Linux como en Windows como en [OS. Permite ejecutar érdenes
de dos formas distintas: a) de forma interactiva (la forma que usaremos primero para ir
aprendiendo sobre la marcha); y b) en forma de script o archivo de érdenes (un programa
usualmente simple, que por lo regular se almacena en un archivo de texto plano). En
el curso usaremos mucho una tercera manera: a través de Cuadernos de Jupyter, o
Jupyter Notebooks, una aplicacién web que permite incorporar en nuestros documentos
elementos de cddigo abierto (en nuestro caso, Python, por eso la Py the Jupyter), de tex-
to enriquecido (con todas las cosas que necesitamos los cientificos para escribir nuestras
férmulas y ecuaciones) y graficos diversos de una forma sencilla y fluida.

Un cuaderno de Jupyter es simplemente un archivo con extensién . ipynb hecho por una
aplicacion web. Contiene muchas ‘celdas’ con c6digo, texto con formatos muy convenientes
(en particular admite el formato LaTeX, imprescindible para los fisicos y muy conveniente
para los foros del campus virtual), o metadatos. Jupyter interpreta estas celdas y hace
que tengan una apariencia muy similar a la de un documento de texto. Las celdas que
contienen codigo son ejecutadas, mostrando el resultado dentro de la celda. Es muy comin
el uso de librerias como matplotlib para mostrar graficos, videos o imagenes que cambien
o se actualicen a lo largo del tiempo y que se pueden guardar como archivos locales en
cada dispositivo. En el sitio oficial de Jupyter se puede obtener informacién sobre diversas
maneras de usar Jupyter en un dispositivo propio o en la nube. Para empezar, en el curso
(empieza broma) nos vendimos a Google (termina broma) vamos a usar la aplicacién
Colab, una versién de los Cuadernos de Jupyter que tiene la ventaja de que no requiere
ninguna instalacién local, se ejecutan en la nube y estdn altamente integrados con Google
Drive, lo que los hace faciles de configurar, acceder y compartir.


https://jupyter.org/try
https://colab.research.google.com/notebooks/intro.ipynb

1.4. REPASO DE 1GL: EJEMPLO NUMERICO 5

Un consejo, tanto Python, como Jupyter Notebooks y Google Colab se aprenden sobre
la marcha, es decir, usandolos. ;O acaso hay gente que hace cursos de WhatsApp o de
otras aplicaciones del celular? No!! Todos aprendemos usdndolas. Y si nos trabamos con
algo, preguntamos al que sabe, o buscamos respuestas en internet. Lo mismo pasa con
estas herramientas numéricas, hay muchisima informacién en las redes y todas (o casi
todas) las dudas estdn discutidas en los foros especializados.

Al trabajar con cuadernos (notebooks) Colab descubrirdan que es muy facil hacer sus
propios apuntes. Y que estos apuntes, ademas de quedar super-prolijos y en formato
digital, son INTERACTIVOS. Veran también que lo que hicieron en un cuaderno sirve
también para otros, cortando y pegando, y adaptando convenientemente. Todos los fisicos
hemos aprendido a usar herramientas digitales asi, partiendo de algo ya hecho, tratando
de entenderlo y luego adaptandolo a nuestras necesidades.

1.4. Repaso de 1GL: ejemplo numérico

Figura 1.1: Esquema del péndulo simple

Este ejemplo estd adaptado de un cuaderno publicado en NumF'ys, dedicado al péndu-
lo simple con y sin rozamiento. NumFys es un sitio web con recursos computacionales
en linea para el uso de fisica computacional, con moédulos de aprendizaje en Python y
ejemplos que cubren temas muy variados. A continuacién veremos una simplificacién de
este cuaderno para el caso ideal sin rozamiento. En el esquema de la fig. 1.2 se muestra el
caso del péndulo simple, un modelo idealizado del péndulo real. Consiste en una masa
puntual m suspendida por una cuerda (o varilla) no extensible y sin masa de longitud L.
El péndulo solo se mueve en un plano y no hay fricciéon. Usamos 6 para denotar el angulo
entre el eje vertical y la cuerda, en el equilibrio # = 0. Como bajo estas circunstancias la
posicién del péndulo se puede especificar usando solamente la variable 6, decimos que el
problema tiene un grado de libertad (GL). Cuando se aparta la masa del equilibrio,
aparece una oscilacion y para estudiarla tenemos que plantear la ecuacion de movimiento.

Hay dos fuerzas que actian sobre la masa: la fuerza gravitacional F = mg y la ten-


https://nbviewer.jupyter.org/urls/www.numfys.net/media/notebooks/simple_pendulum.ipynb
https://www.numfys.net
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sion de la cuerda S. Las fuerzas se pueden descomponer en una direccion a lo largo de
la cuerda (direccién radial, 7) y una direccién a lo largo de la trayectoria de la masa
puntual (direccién azimutal, é) Dado que se supone que la cuerda no se puede estirar,
solo la atraccion gravitacional en la direccion azimutal, Fy, contribuira al movimiento del
péndulo. La fuerza gravitacional en la direccién radial, F,., se cancela con la tension de
la cuerda: F,, = —S. De la figura es claro que

Fy = —mgsiné. (1.1)

Ahora usaremos la segunda ley de Newton, F = ma, para encontrar una ecuacién di-
ferencial que describa el movimiento del péndulo. Sea t el tiempo. La aceleracién de la
masa puntual se puede escribir

426 - -

=L—60=100 1.2
a=1L, , (12)

y entonces el movimiento del péndulo se describe con la ecuacion

. d%0
Lo = L@ = —gsinf. (1.3)

1.4.1. Aproximacion analitica

La ecuacién (1.3) no se puede resolver analiticamente. Sin embargo, teniendo en cuenta
que para 0 < 1 vale que sinf ~ 6, para angulos pequenos el movimiento se puede
aproximar mediante

L ~ —gb, (1.4)

que tiene la sencilla soluciéon conocida como oscilacién arménica
0 = 6y cos(wt), (1.5)

con 6 la posicién angular inicial a ¢ = 0 y w = /g/L la frecuencia angular. El periodo
de la oscilacién es T = 27 /w = 274/ L/qg.

1.4.2. Soluciéon numérica

Ahora resolveremos la ecuacién (1.3) numéricamente. Para ello recurrimos al método
de Euler, un método de primer orden utilizado para resolver ecuaciones diferenciales
ordinarias. Existen métodos muy superiores, pero el método explicito de Euler es el mas
simple y el mas facil de entender. Hay métodos mas avanzados y precisos, como el método
de cuarto orden de Runge-Kutta, pero ahora nos conformamos con el de Euler.

Necesitamos escribir la ecuacién (1.3) en una forma que la computadora pueda evaluar
mas facilmente. Comenzamos por desacoplar la ecuacion diferencial de segundo orden en
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dos ecuaciones de primer orden introduciendo la velocidad angular w = 6:

dw = —%sinth,
df = w dt.

(1.6)

La computadora no puede manejar valores infinitesimales y, por lo tanto, necesitamos
aproximarlos como finitos (pero pequenos)

dt =~ At,  dwo~Aw  df~ A6, (1.7)

y cuanto menores sean estos valores, mas preciso sera el método. Para poner en marcha
el algoritmo del método de Euler, comenzamos a ¢t = 0 sin velocidad inicial

6(O> = 607

w(0) = 0. (1.8)

Con los valores de 6(0) y w(0), es decir, con la informacién que tenemos para t = 0, la
ecuacion (1.6) permite evaluar las tasas de variacién, o sea las derivadas df/dt y dw/dt,
de las variables de interés. Para estimar las variaciones que tendrian estas variables en un
futuro instante muy cercano t = 0+ At, usamos las aproximaciones (1.7) y extrapolamos
linealmente

Aw (0) ~ _% sin0(0) At —  w(0+ At) ~ w(0) + Aw(0),
Af (0) =~ w(0) At — (04 At) = 0(0) + w(0) At.

(1.9)

Notar que este procedimiento equivale a moverse por la recta tangente a las funciones
0(t) y w(t). Y ahora, con los valores de las variables en ¢t = At, la ecuacién (1.6) permite
evaluar nuevos valores de las tasas de variacion de 6 y w. Y si volvemos a extrapolar
linealmente, obtenemos estimaciones de las variables de interés en el instante ¢t = 2At

Aw (At) ~ —% sinO(A) AL —  w(At+ At) & w(AL) + Aw(At),
A (At) ~ w(At) At s (AL + AL ~ O(AL) + w(At) At.

(1.10)

Repitiendo el mismo procedimiento, podemos encontrar los valores de 6 y w en cualquier
instante t = jAt, con j =0,1... JMAX, de la siguiente manera

A@b%wj At — 0j+1%6]'+A9|j.

Asi como lo planteamos, el valor de At se mantiene constante en todos los pasos, pero
no habria en principio ningtin inconveniente para cambiar At, adaptandolo segin se
esperen zonas de variaciones lentas (en este caso lo aumentariamos, para ganar tiempo
de cémputo), o zonas de variaciones répidas (en este caso lo disminuirfamos, para ganar
precision).
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1.4.3. Puesta en marcha

Python va a ser el idioma que vamos a usar para comunicarnos con la computadora.
Si queremos que la computadora repita sin protestar los aburridos pasos del método de
Euler, es muy conveniente subdividir el algoritmo en tareas que se puedan explicar de la
manera mas sencilla posible. Dicho de otra manera, hay que aplicar la conocida estrategia
del “divide y venceras”.

Las tareas sencillas, una vez programadas, se conocen como funciones, tienen argumen-
tos como entrada y dan datos en formatos muy versatiles como salida. En una funcion, la
primera cadena literal que se encuentra es interpretada como documentacién, sin impor-
tar si se usan triples comillas, un par de comillas dobles o simples o el simbolo # que se
usa para incluir comentarios: todo lo que esta después del # es un comentario. Es muy
importante tener en cuenta que el bloque de una funcién debe estar separado del margen
izquierdo mediante una sangria (indentacién es un anglicismo pero es mas usado).

Antes de empezar se importan librerias especializadas que amplian el poder de Python,
por ejemplo como primera celda vamos a poner

# Primera celda de mi primer cuaderno Colab

# Curso de F2, 2do cuatrimestre virtual 2020

import numpy as np #numpy = Numerical Python
import matplotlib.pyplot as plt #graficos
plt.style.use(’bmh’) #estilo

figsize = (12, 5) #12x5 pulgadas

dpi = 600 #Resolucion de figura

El procesador de textos que estoy usando (ITEX) reconoce que estoy escribiendo cédigo
Python y colorea en azul las palabras reservadas para comandos del lenguaje.

Ahora, en otra celda introducimos los datos y codificamos las funciones en que dividimos
el procedimiento descripto por (1.11)

segunda celda de mi primer cuaderno Colab
Curso de F2, 2do cuatrimestre virtual 2020
9.81 # m/s"2

= 25 # m

= 40 # kg

8 00w H# #H
I

def approx(t, thetal):

""" para evaluar el resultado analitico aproximado
nmnn

return thetaO*np.cos(t*x(g/L)**.5)

def RHS(theta, w, dt):
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""" devuelve el lado derecho de 1la
ec. dif. ordinaria (1.6)

dw = -np.sin(theta)x*dtx*g/L

dtheta = w*xdt

return dtheta, dw

def euler_step(theta, w, dt):
""" avanza un paso del algoritmo de Euler
dtheta, dw = RHS(theta, w, dt)
w = w + dw
theta = theta + dtheta
return theta, w

def euler_method(thetal0, wO, dt, n):
"vt Integra Euler en 0 <= t <= T (intervalo) """
theta = (n + 1)*[0]
w = (n + 1)*[0]

theta [0] = thetal
w[0] = wO
for i in range(n):
thetali + 1], wl[i + 1] = \
euler_step(thetalil], w([il], dt)

return theta, w

La barra inclinada a la izquierda es una continuacion explicita de linea, si consultan
un manual veran que se puede obviar bajo ciertas circunstancias (acd no hace falta). Y
ahora usemos el método de Euler y grafiquemos el resultado. Para comparar el resulta-
do numérico con la aproximacion analitica véalida para angulos pequenos, tomamos dos
angulos iniciales diferentes 6 = {15°,60°} = {w/12,7/3}

# tercera celda de mi primer cuaderno Colab
# Curso de F2, 2do cuatrimestre virtual 2020
theta0l = np.pi/12
theta02 = np.pi/3

T = 20
n = 10000
t = np.linspace(0, T, n + 1)

dt = T/float (n)

thetal, wl = euler_method(thetaO1l, 0, dt, n)
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theta2, w2 = euler_method(theta02, 0, dt, n)

Las variables thetal y wi contienen los valores de 6(t) y 6(t) obtenidos para 6(0) = 15°
y discretizados en la grilla de tiempos creada con el comando np.linspace(0, T, n +
1). Anélogamente las variables theta2 y w2 contienen los valores de (t) y (t) obtenidos
para 0(0) = 60°, también discretizados en la misma grilla. Para obtener los gréficos de la
variable angular #(t) en funcién del tiempo, usamos los siguientes comandos contenidos
en una nueva celda

# cuarta celda de mi primer cuaderno Colab

# Curso de F2, 2do cuatrimestre virtual 2020

plt.figure(figsize=figsize, dpi=dpi)

plt.title("Angular position")

plt.plot(t, thetal, "m", label=r"$\theta_0=%.0f" \circ$"%(
theta01*180/np.pi))

plt.plot(t, approx(t, thetalOl), "m--", label=r"Aproximado
")

plt.plot(t, theta2, "g", label=r"$\theta_0=%.0f \circ$" %(
theta02*180/np.pi))

plt.plot(t, approx(t, thetal02), "g--", label=r"Aproximado
")

plt.xlabel(r"$t$, [s]1")

plt.ylabel(r"$\theta(t)$, [radl")

plt.legend ()

plt.show ()

Matplotlib es una biblioteca muy completa para hacer visualizaciones estaticas, animadas
o interactivas en Python. Por ser tan versatil, hay muchisimas maneras de encarar un
grafico. Aca conviene saber solamente que el comando central es plt.plot, que grafica el
primer argumento en las abcisas (eje horizontal) y el segundo argumento en las ordenadas
(eje vertical). Se recomienda cargar a mano las celdas anteriores en un nuevo cuaderno
Colab o tratar de ejecutar el cuaderno que se encuentra en este enlace.

Observar que para 6y = 15° la aproximacién # < 1 es bastante buena, pero se vuelve
menos precisa a medida que aumenta 6.

1.4.4. Conservacion de la energia

Como no hemos incluido mecanismos disipativos, la energia mecanica total del sistema

1 .
E=U+K =mgL(1 — cosf) + §mL292, (1.12)


 https://bit.ly/2QKPXQ0
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1.0 -
0.5 -
=)
o
— 0.0-
=
S~
-0.5 -
—_— fy=15°
== Aproximado
—_— ) =60°
-10- - Aproximado
0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0
t, [s]

Figura 1.2: Comparacién entre resultados numéricos obtenidos para 6(t) con el método
de Euler y con la aproximacion analitica valida para angulos pequenos para casos con
angulos iniciales # = 15° y 6§ = 60°.

debe conservarse. Esta ley fisica sirve entonces como indicador de la calidad del algoritmo
y de los valores asignados a pardmetros numéricos, como dt (o sea, At), que fueron elegidos
bastante arbitrariamente. Para calcular la energia, introducimos una celda nueva con dos
funciones Python

# quinta celda de mi primer cuaderno Colab
# Curso de F2, 2do cuatrimestre virtual 2020
def get_U(theta):
""" Energia Potencial U
return m*xg*L*(1 - np.cos(theta))

def get_K(w):
""" Energia cinetica K
return O0.5*xm*xL**2%np.array (w) **2

y otra celda nueva para hacer los graficos

# sexta celda de mi primer cuaderno Colab

# Curso de F2, 2do cuatrimestre virtual 2020

plt.figure(figsize=figsize, dpi=dpi)

plt.title(r"Energia mecanica, $\theta_0=%.0f \circ$" %(
theta02+%180/np.pi))

plt.plot(t, get_U(theta2), label=r"Energia potencial')

plt.plot(t, get_K(w2), label=r"Energia cinetica")
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plt.plot(t, get_U(theta2) + get_K(w2), label=r"Energia
total")

plt.xlabel(r"$t$, [s1"™)

plt.ylabel (r"$E$, [JI")

plt.legend(loc=0) #0 mejor, 1 arriba izquierda

from google.colab import files

plt.savefig("penduloeulerOlenerg.png")

files.download ("penduloeulerOlenerg.png")

plt.show ()

Colab trabaja en la nube de Google, pero no guarda las figuras en sus servidores, por
eso es necesario importar el comando file desde la biblioteca especial google.colab y
asi poder guardar la figura como archivo de imagen, en este caso en formato .png. La

Energia mecanica, 6,=60°
5000 -

4000 -

3000 -
- Energia potencial

—— Energia cinética

- Energia total
2000 -

E ]

1000 -

0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0
t, [s]

Figura 1.3: Energias F/, K y U en funcién del tiempo para 6y = 60°.

figura 1.3 muestra las curvas de energia cinética, potencial y mecanica total en funcion
del tiempo para 6, = 60°. Observamos una pequena variacion de la energia mecanica
que parece indicar que el valor de At seria bastante satisfactorio. Para ser un poco mas
precisos, evaluemos numéricamente la diferencia entre la energia mecanica total a t=0 (el
primer punto de la grilla temporal) y la energia mecénica total al tiempo final (el dltimo
punto de la grilla temporal) en las dos condiciones iniciales consideradas (fy = 15° y

0o = 60°)

# 7ma celda de mi primer cuaderno Colab
# Curso de F2, 2do cuatrimestre virtual 2020
def get_error (theta, w):
""" Chequea error relativo en E=cte """
EO = get_U(theta[0]) + get_K(w[0])
El = get_U(thetal[-1]) + get_K(w[-11)
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return np.abs((E0O - E1)/EO0)

print ("Cambio relativo en E:")

print ("Theta = %.0f: %.2e"%(theta01%*180/np.pi, get_error (
thetal, wi)))

print ("Theta = %.0f: %.2e"%(theta02%180/np.pi, get_error(
theta2, w2)))

En ambos casos, para n=10000 el error relativo en la conservacion de la energia se mantiene
por debajo del 2% mientras que para n=100000 el error relativo en la conservacion de la
energia disminuye y se mantiene por debajo del 0.2 %.

1.4.5. Péndulo con rozamiento

Debido a la friccion, los péndulos reales no oscilan eternamente, si no que se van
frenando hasta detenerse. A velocidades bajas, la fuerza de friccién producida por el aire
es proporcional a la velocidad, f = —b6 v entonces la ecuacién diferencial que describe
el movimiento se escribe

Lé—ﬂmgsine:o. (1.13)
m

Igual que en el caso anterior, la ecuacién (1.13) no tiene solucién analitica, excepto en
el caso de pequenas oscilaciones # < 1. Para velocidad inicial nula, la solucién tiene la
forma

0(t) = C e ™ cos(wit), (1.14)

2 .
donde I' = b/m, 7 = 1/T, w? = w2 — % y wp es la frecuencia angular cuando no hay
rozamiento. La forma aproximada de esta ecuacién se obtiene con el mismo procedimiento
que usamos para la ecuacién (1.3)

_ 9 r
Aw = Lsm@ At + 7w (1.15)
A = w At.

Comparando con la ecuacién (1.9), vemos que la tinica diferencia es cémo se evalia Aw en
cada paso temporal y entonces podemos aprovechar todo lo programado anteriormente,
cambiando solamente la definicion del cédigo Python que hace avanzar el algoritmo de
Euler en cada paso temporal, o sea, solo hay que cambiar la funcion RHS de la siguiente
manera

# 8va celda de mi primer cuaderno Colab
# Curso de F2, 2do cuatrimestre virtual 2020

def RHS(theta, w, dt):
""" o devuelve el lado derecho de la ec.
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del oscilador armonico con rozamiento """
dw = -np.sin(theta)*dt*g/L - gamma*w*dt/L
dtheta = w*xdt

return dtheta, dw

- Método de Euler
== Aproximado

0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0
t, [s]

Figura 1.4: Comparacién entre los resultados numéricos obtenidos para 6(t) con el método
de Euler y los resultados aproximados dados por la ecuacién (1.14). Los pardmetros son
0y =60°, 0p =0, m=1kg, L = 1lm y I' = .5bm.

Ahora podemos comparar los resultados obtenidos con el método de Euler con los
predichos por la ecuacién aproximada (1.14). A diferencia de lo obtenido en la figura 1.2,
en el caso #, = 60° atn se observa una coincidencia bastante aceptable (ver figura 1.4).
A qué se debe esta diferencia, teniendo en cuenta que la condicién inicial no verifica la
aproximacién 6 < 17 A continuacion se transcribe el cédigo usado en este ejemplo

#
#

B 09

w0

T

b

n=

9na celda de mi primer cuaderno Colab
Curso de F2, 2do cuatrimestre virtual 2020

= 9.8 # m/s"2
=R # kg -- masa
=1 # m. longitud

=0 # 1/s -- velocidad angular inicial

theta0 = np.pi/3 # rad angulo inicial

= 20. # s intervalo de simulacion
100000 # nro de pasos
= .5 # kg m. factor rozamiento

gammab=b/m # m
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omegal=(g/L-gammab**x2/4) *x(1/2)
tau=1/gammab

t = np.linspace(0, T, n + 1)
theta, = euler_method(theta0, wO, T/float(mn), n)

theta_aprox = thetaOx*np.exp(-t/(2xtau))*np.cos(omegalx*t)

plt.figure(figsize=figsize, dpi=dpi)

plt.plot(t, theta, "m", label=r"Metodo de Euler")
plt.plot(t, theta_aprox, "m--", label=r"Aproximado")
plt.xlabel (r"$t$, [s1")

plt.ylabel(r"$\theta(t)$, [radl")

plt.legend(loc=0) #0 mejor, 1 arriba izquierda
plt.show ()

Exploremos ahora un caso donde la aproximacién # < 1 seguramente no seria valida.
Llevemos la masa hasta una posicion inicial 6y = 3, casi coincidente con la vertical, y
empujémosla con una velocidad inicial 6y = 105~ ., Cémo se interpreta el resultado que
se muestra en la figura 1.57 Primero, notar que hay un intervalo donde el crecimiento de
la posicion angular con el tiempo es casi lineal, lo que indica un predominio de la energia
cinética sobre la energia potencial maxima. Si no hubiera rozamiento, en estas condiciones
el periodo del péndulo seria infinito, porque la particula nunca quedaria atrapada en el
pozo de potencial alrededor de la vertical. Pero como el trabajo realizado por la fuerza
de rozamiento disminuye la energia total del sistema, llega un momento en que la energia
cinética comienza a ser del mismo orden que la energia potencial méxima, hasta que
la energia total toma un valor que obliga al sistema a quedarse oscilando alrededor de
la posicién de equilibrio estable, que en esta descripcién corresponde al valor 6 = 67
mientras sigue perdiendo energia. Aqui el comportamiento del péndulo empieza a ser
similar al visto anteriormente en la figura 1.4. Se deja como ejercicio comprobar que
los tiempos caracteristicos (periodo temporal y tiempo de decaimiento) en esta zona se
pueden predecir con los valores que se obtienen analiticamente a partir de la ecuacién
aproximada (1.14) y que con estas condiciones iniciales el periodo tiende a infinito a
medida que disminuye el valor de b.

Una manera muy recomendada de visualizar resultados de este curso es mediante ani-
maciones. Hay varias maneras de hacerlas, acd dejo una receta que pueden adaptar para
otros problemas. El archivo de video que corresponde a las condiciones de la figura 1.5 se
puede ver en este link.

Xx = np.sin(theta)
y -np.cos(theta)

from matplotlib import animation
from IPython.display import HTML
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2.5- i i i i i i ' i i
0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0

t, [s]

Figura 1.5: Resultados obtenidos con el método de Euler para 6, = 3, 0y = 1051 y el
resto de los parametros como en la figura 1.4.

FPS=30
plt.style.use(’default’)

# Define la figura

fig = plt.figure(figsize=(14, 14), dpi=60)

ax = plt.axes(xlim=(-1.1, 1.1), ylim=(-1.1, 1.1))
ax.set_aspect (’equal’)

ax.axis(’off’)

# Define elementos de la animacion

rod, = ax.plot([], [], color="grey", linewidth=2)
ball plt.Circle((x[0], y[0]), 0.1, fc="grey")
ax.add_patch(ball)

# Calcula nro. de frames
framesNum = int (FPS*t[-1])

# Funcion que define animacion

def animate(j):
i = jxint(n/framesNum)
ball.center = (x[i], y[il)
rod.set_data ([0, x[i]l], [0, y[ill)

# Crear animacion
anim = animation.FuncAnimation(fig, animate, frames=
framesNum, interval=1000/FPS)
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plt.close(anim._fig)

# Mostrar animacion
HTML (anim.to_html5_vwvideo ())

17
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Capitulo 2

Oscilaciones libres y modos normales

2.1. Dos grados de libertad

= El primer objetivo de este primer ejemplo es mostrar la nueva dificultad que aparece
en sistemas con dos partes moviles que interactiian entre si. Es claro que llegaremos
a dos ecuaciones de movimiento (una para cada parte mévil). La novedad es que la
ecuacion de movimiento para una parte movil no se puede resolver sin tener antes
la solucién para la otra parte movil. Es decir, las dos ecuaciones diferenciales que
representan la ley de Newton para cada parte mévil estan acopladas.

= El segundo objetivo sera entonces encontrar un método que permita tratar el siste-
ma de dos ecuaciones diferenciales acopladas.

= El tercer objetivo es introducir los conceptos de coordenadas normales, modos
normales y frecuencias normales.

= Y el cuarto objetivo sera poner en evidencia que el movimiento mas general de
este sistema con N = 2 grados de libertad que se perturba y se deja evolucionar a
partir del equilibrio es una superposicién de N = 2 movimientos oscilatorios
armonicos. Luego veremos que esta caracteristica se generaliza a cualquier sistema
de N grados de libertad y con fuerzas de interaccién lineales con los desplazamientos
de la posicién de equilibrio.

2.1.1. Primer ejemplo con N =2

Consideremos la configuracion de la figura 2.1, donde se muestra el sistema en la posi-
cién de equilibrio (arriba) y el sistema perturbado (abajo). Las dos masas son idénticas

19
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k m k m k

>

¢a ¢b

Figura 2.1: Primer ejemplo de 2GL

(masa m) y los resortes tienen la misma constante eldstica k y la misma longitud natural
que en el equilibrio. No hay rozamiento y los movimientos ocurren solo en la direcciéon
horizontal. Elegimos describir el movimiento con las coordenadas 1, (t) v ¥,(t), que dan
la posiciéon de cada parte moévil en el instante ¢t. Las dos ecuaciones diferenciales que
representan la ley de Newton para cada parte movil son

@La = _%wa + %(wb - ¢a) )
(2.1)

P, = —E (i — g) — £y,

cada término del miembro derecho en cada ecuacion estd asociado a una fuerza. El sistema
se puede reescribir como

&a = _2%wa+%wb>
(2.2)

by = Ly, —2ky,

De paso notar que, usando matrices y vectores columna, el sistema se puede representar

simbdlicamente como
d_2 ¢a — Mll M12 ¢a (2 3)
dt? \ vy My M) \Uy) '

donde cambiamos la notacion para las derivadas segundas y definimos M7, = 2%; My =
—£§ My = —% y My = 2%-
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El sistema de la ecs. (2.2) es un sistema homogéneo de 2 ecuaciones diferenciales lineales,
acopladas, de segundo orden que tiene como incégnitas a las funciones 1, (t) y ¥y(t). Si
se definen dos nuevas incégnitas ¥4 (t) y ¥o(t) de la forma

1/11:%4-%,
1/12:?/1a—¢b,

(2.4)

la simetria que tiene el sistema fisico (masas iguales, resortes iguales) permite ver facil-
mente, simplemente sumando y restando miembro a miembro la ecs. (2.2), que las nuevas
incégnitas 11 (t) y ¥o(t) satisfacen las siguientes ecuaciones diferenciales desacopladas

772)'1 + %wl = 07
_' (2.5)
Uy + 3Ly = 0.

iQué bueno! Porque 11 (t) y 12(t) no sélo satisfacen ecuaciones diferenciales desacopladas,
sino que cada ecuacién en el sistema (2.5) tiene la misma forma que la ecuacién del
oscilador armonico. jGenial! Porque ahora podemos usar lo que sabiamos del repaso de
F1 y asegurar que las funciones incognitas 11 (t) y ¥(t) son funciones arménicas, de la
forma

1 (t) = Aj cos(wr t + 1),

(2.6)
Po(t) = Agcos(wa t + o),
con
k k
OJ% = E ) wg = 3% ’ (27)

y A1, As, o1 ¥ @9 cuatro constantes que todavia no sabemos, pero que tenemos mucha
confianza que vamos a poder encontrar, porque sabemos muy bien que hasta ahora nunca
usamos las posiciones y velocidades iniciales de cada parte movil, es decir, 1,(0), 1(0),
¥a(0) y 15(0). Estos son cuatro datos fisicos que seguramente tenemos que saber si sabe-
mos como se perturbé el sistema. Antes de encontrar Ay, Ay, ¢1 y @2 en funcién de 1, (0),
¥p(0), 14 (0) y 15(0), quedémonos pensando en el hermoso resultado que hemos obtenido:
en este sistema el movimiento més general de cada parte mévil (dado por 1, (t) v (1))
es una combinaciéon lineal de dos funciones armonicas con frecuencias caracteristicas wy
y wa. Esto es asi porque la ec. (2.4) muestra que 1,(t) y ¥5(t) son combinaciones lineales
de Y1 (t) y 12(t) y hemos demostrado que v (t) y 19(t) son funciones arménicas dadas
por las ecs. (2.6).

Las nuevas funciones 1;(t) y ¥o(t) que desacoplan las ecuaciones de movimiento del
sistema se llaman coordenadas normales y las frecuencias caracteristicas w; y wo se
llaman frecuencias normales o también frecuencias de resonancia (;por qué les
habréan dado este nombre?).
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2.1.2. Condiciones iniciales

Para encontrar Ay, Ay, @1y 2 (ver ec. (2.6)) en funcién de 1,(0), ©5(0), 1q(0) y 15(0)
imponemos las condiciones iniciales. Segin las ecs. (2.4) y (2.6)

¥1(0) = Arcospr = 14(0) +1(0),
U1(0) = —wi Ay singy = 1,(0) + ¥4(0),

%(O) = Aj cos py = wa(O) - ¢b(0) )

(2.8)

’(,DQ(O) = —Wa AQ sin Y2 = ¢a<0) - ¢b(0) .
Elevando al cuadrado y sumando miembro a miembro, de las dos primeras ecuaciones se
obtiene A? y de las otras dos ecuaciones se obtiene A3

47 = [60(0) +03(0)] "+ 2 [da(0) +4(0)]
(2.9)

2 ) : 2

A3 = [10) = 1(0)] + 5 [da(0) = 4(0)] -
Dividiendo miembro a miembro las dos primeras ecuaciones se obtiene tan ¢, y dividiendo
miembro a miembro las otras dos ecuaciones se obtiene tan ¢

1 %a(0)+4(0)

tanthZ'—wl¢4m+wM®’

(2.10)
1 %a(0)—¥(0)

tan g, = w2 Ya(0)—(0)

y como las ecs. (2.8) dan los signos de los senos y cosenos, se obtienen ¢; y ¢y en el
intervalo [O, Qﬂ. Si las velocidades iniciales son cero, @1 = @y = 0.

Invirtiendo la ec. (2.4) para obtener las viejas coordenadas 1,(t) y 1y(t) en funcién
de 11(t) y 1s(t), vemos que cuando el sistema de la Fig. 2.1 se aparta del equilibrio, su
movimiento més general resulta una superposicion de dos movimientos arménicos simples

Yo (t) =5 [Al cos(wy t + 1) + Ay cos(wa t + @2)} ,
(2.11)
y(t) = % [Al cos(wy t + 1) — Ay cos(wa t + @2)] ,

con wy y wy dados por (2.7), Ay y As por (2.9), y 1y @2 por (2.10).

2.1.3. Los modos normales

Hasta acé el cambio de coordenadas dado por la ec. (2.4) ha sido muy 1itil para pasar
de un sistema diferencial acoplado para las viejas coordenadas 1,(t) y 1(t) a un par
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de ecuaciones diferenciales desacopladas para las nuevas coordenadas 1 (t) y 12(t). Las
nuevas coordenadas realizan movimientos arménicos simples, pero segin (2.11) las par-
tes moviles no realizan un movimiento armoénico simple sino una superposiciéon de dos
movimientos armoénicos simples.

Como fisicos curiosos no solamente es normal sino que es casi obligatorio que nos
preguntemos si es posible observar el movimiento armoénico simple en las partes médviles.
Para que esto suceda es necesario que una de las amplitudes A; o As se anule. Las ecs.
(2.9) muestran que esto es posible si se elijen las condiciones inciales en dos casos distintos

= Modo 1: 4; = 0, cuando 1,(0) = 4,(0) v 14 (0) = ¢/(0).
En este caso ¥, (t) = ¥p(t) = Ay cos(wi t + ¢1).

= Modo 2: A; = 0, cuando 1,(0) = —,(0) y ¥ (0) = —1(0).
En este caso ¥, (t) = —y(t) = Az cos(wa t + @2).

Observar que el modo 1 describe el movimiento del centro de masa del sistema mientras
que el modo 2 describe el movimiento interno, a través de la distancia relativa entre
masas 1, (t) — ¥y(t). Y también observar que w? es la fuerza restitutiva por unidad de
desplazamiento y por unidad de masa sobre cada parte mévil cuando el sistema se mueve
en el modo 1, con idéntica consideracién para w3 (caracteristica que excede el ejemplo
particular que estamos viendo).

Vemos entonces que mediante una eleccion adecuada de las condiciones iniciales po-
demos hacer que todas las partes moviles de este sistema oscilen con un movimiento
armoénico simple de frecuencia w; (modo 1) o de frecuencia ws (modo 2). Esto quiere
decir que podemos ver experimentalmente los modos normales de este sistema sin saber
matematicas o sin mencionar cambio de variables ni desacoples, simplemente jugando
para ver cuando todas las partes moviles del sistema oscilan con la misma frecuencia y
pasan por la posicion de equilibrio simultdneamente. Justamente esta parte resaltada es
la definicién de modo normal de todo sistema fisico, no solamente sistemas mecanicos.
Bajo ciertas circunstancias, a los sistemas fisicos, cuando se los aparta del equilibrio, “les
gusta” oscilar colectivamente. La cantidad de maneras (o modos) en los que les gusta
oscilar depende del nimero de grados de libertad del sistema, un sistema de 2 GL, como
el del ejemplo, tiene 2 modos y veremos que un sistema con N grados de libertad tiene
N modos.

2.1.4. Modos normales y forzado estacionario

.,Como explorar experimentalmente los modos normales de un sistema? De acuerdo
con lo discutido en el parrafo anterior, el método consistiria en usar distintas condiciones
iniciales para perturbar el sistema a partir de la posicion de equilibrio y asi, mediante
prueba y error, encontrar determinadas condiciones iniciales muy especiales, para las
cuales todas las partes moviles del sistema se mueven con la misma frecuencia y pasan por
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la posicién de equilibrio simultdneamente (en nuestro ejemplo estas condiciones iniciales
especiales son justamente las que dan Ay = 0 (modo 1) y A; = 0 (modo 2)).

Pero hay otra manera distinta que no necesita de una eleccion especial de condiciones
iniciales y estd basada en forzar el sistema con una fuerza impulsora externa armoéni-
ca de frecuencia w. Si suponemos que hay una pequena disipacion, imprescindible para
amortiguar el movimiento transitorio pero suficientemente pequena como para que pueda
despreciarse en los calculos, llegard un momento en que el sistema se habra olvidado de
las condiciones iniciales y se movera siguiendo a la fuerza impulsora. Debido al fenémeno
de resonancia, este movimiento, que en el problema forzado corresponde a la solucion es-
tacionaria, es notablemente apreciable cuando la frecuencia de la fuerza impulsora toma
un conjunto de valores que son justamente los de las frecuencia de los modos normales y
es por este motivo que los modos normales reciben también el nombre de modos resonan-
tes. Como se ve, este segundo método tiene la ventaja de no requerir condiciones iniciales
especiales, un punto especialmente importante cuando se estudian ciertos sistemas fisicos
donde no es facil modificar experimentalmente las condiciones iniciales.

La existencia de dos métodos experimentales para estudiar los modos normales, pone en
evidencia la intima relacion que existe entre el problema de modos, es decir, el problema
de encontrar la evoluciéon del sistema cuando se lo aparta del equilibrio sujeto a sus
propias fuerzas restitutivas, y el problema forzado estacionario, es decir el problema de
encontrar cuan bien oscila el sistema a la frecuencia de la fuerza impulsora. En ambos
casos, todas las partes moviles del sistema oscilan con la misma frecuencia y pasan por la
posicién de equilibrio simultaneamente. Sin embargo, en el primer caso, la frecuencia es
una caracteristica emergente del sistema de partes moviles, mientras que en el segundo
caso, la frecuencia viene impuesta por la fuerza impulsora.

2.1.5. Energia cinética y potencial

En el sistema de nuestro ejemplo, la energia total se conserva, debido que no tuvimos
en cuenta mecanismos disipativos, como la friccion entre las masas y el piso, o con el
aire. Sin embargo, cuando el sistema se aparta del equilibrio con condiciones iniciales
arbitrarias, siempre habra un juego continuo entre la energia cinética y potencial del
sistema. La energia cinética total del sistema estd en las masas, que van cambiando su
velocidad, mientras que la energia potencial total esta en los resortes, que van cambiando
su longitud. Tanto la energia cinética total

T(t) = %m[%]? + %mwb]Q (2.12)
como la energia potencial total
k k k
V() = 5la]® + 5[t — va]” + S0P, (2.13)

son funciones del tiempo. Notar que mientras T(¢) resulta una forma cuadrética en las
velocidades de las partes méviles, sin términos cruzados, V(¢) es una forma cuadrética
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en los desplazamientos de las partes moviles, pero contiene términos cruzados. Usando la
transformacion (2.4) es facil demostrar que

T(t) = %[1&1]2 + %[%]Q, (2.14)

V()= S+ Epp (2.15)

es decir, que la energia cinética T'(t) y la energia potencial V' (¢) del sistema, expresadas en
términos de las coordenadas normales v (t) y ¥5(t), son formas cuadréticas sin términos
cruzados. Esta caracteristica subraya el rol fisico que tienen las coordenadas normales: en
cuanto a la energia total del sistema se refiere, todo ocurre como si los modos del sistema
se excitaran separadamente.

Las expresiones (2.14) y (2.15) se pueden reescribir usando la dependencia temporal
de las coordenadas normales dada por (2.6)

mw? mws
T(t) = LAZsin®(wi t + 1) + 1 2 A2sin®(wy t + @3), (2.16)
y
koo o 3k 4o

V(t) = ZAl cos” (w1 t + 1) + ZAQ cos”(wa t + ¢2). (2.17)

Usando (2.7), la energia total del sistema E = T'(t) + V() resulta

2 2

B=" A+ 24 (2.18)

es decir, independiente del tiempo, de acuerdo con nuestra suposicion original de excluir
mecanismos disipativos. Con la ayuda de (2.9), es facil comprobar que este valor de E
coincide con la energia entregada al sistema en el instante inicial.

2.1.6. El ejemplo de N =2 se complica

Al revisar los pasos que permitieron desacoplar las ecuaciones diferenciales, nos damos
cuenta que el cambio de coordenadas (2.4) que define las nuevas coordenadas 1 (t) y ¥ (t)
era evidente, gracias a la simetria del sistema fisico elegido. Si las masas de las partes
moéviles a y b no son iguales y si los tres resortes tienen distintas constantes elasticas,
como se indica en el esquema de la figura 2.2, es facil verificar que el sistema de ecuaciones
de Newton se escribe ahora como

I%a - _kifz % + :;_iwb 5
(2.19)
by = By, - Rty

que, usando matrices y vectores columna, también estd representado por la ec. (2.3), pero
ahora My, = &tk Ay = — ke pp, = k2 y Moy = Eitkz F] cambio de coordenadas
Mgq Ma my my
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kl Mg k2 mp k3

OO~

MO

> L

¢a wb

Figura 2.2: Segundo ejemplo de 2GL

que diagonaliza al sistema no es tan evidente. Y si bien es un buen ejercicio usar un poco
de intuicién y tratar de “adivinar” la transformacién andloga a (2.4) para este nuevo
problema, queda claro que es necesario un método sistematico que permita encontrar las
coordenadas normales y resolver el problema en cualquier situacion donde las fuerzas son
lineales.

2.2. Busqueda sistematica de modos normales

2.2.1. Notaciéon y N grados de libertad

Ya vimos en nuestro ejemplo que las ecuaciones de movimiento (2.2) se pueden repre-
sentar simbdlicamente de la manera mucho mas compacta (ver ec. (2.3))

P (v (Mu M\ (Y
d? (%) o (M21 M22) (%) ’ (2.20)

usando matrices y vectores columna. Como siempre vamos a tener una ecuacién diferencial
para cada parte mévil (la ec. de Newton) y en el caso en que se linealicen las fuerzas que
actian sobre cada parte mévil (todo un tema, para ver en cada problema), nadie podra
dejar de admitir que en un sistema con 3 GL las ecuaciones de movimiento se tienen que



2.2. BUSQUEDA SISTEMATICA DE MODOS NORMALES 27

representar simbélicamente como

2 [ Pa My My Mg\ (v
a2 Yo | =— | Mar Mz Moz | |t | - (2.21)
Ve Mszy Mszy Mss) \¥.

A esta altura nos tenemos que dar cuenta que etiquetar las coordenadas de cada parte
moévil con letras no siempre es una buena idea. Porque si queremos seguir usando esta
notacion tan linda y tan compacta para un sistema con 40 partes méviles, no van a
alcanzar las letras. Asi que mejor le decimos chau a la notacién con letras y pasamos a
etiquetar las coordenadas de cada parte movil con niimeros naturales. Entonces, en un
sistema de cuatro partes méviles (y luego de linealizar las fuerzas), tendremos que las
ecuaciones de movimiento son

(1 My My Mz My ()
P | _ | Mo My Myy Moy | | 4 (2.22)
dt? | ¥s Mz Mszy Mg Msy Py | '
Py My Mys My My Py
7 M

donde definimos el vector columna J, la derivada segunda de este vector columna y la
matriz M. Lo bueno de esta notacion es que si en vez de cuatro GL tenemos N, las
ecuaciones de movimiento también se escribiran como
d2 — —
—p=-M¢v , 2.23
- J (2:23)
pero ahora el vector columna 1/7 tendra N elementos y la matriz M tendra N filas y N
columnas.

Por lo general la matriz M que aparece en estos sistemas diferenciales no es diago-
nal, es decir las ecuaciones diferenciales estan acopladas. Para buscar las coordenadas
“buenas” que desacoplan el sistema, tendremos que hacer como hicimos en el ejemplo, es
decir buscar combinaciones lineales de las coordenadas “malas”. Notar que no podremos
seguir llamando como antes a las coordenadas “buenas”, porque ahora estamos usando
las etiquetas de ntiimeros naturales para identificar a las partes méviles.

2.2.2. Busquemos un modo fisicamente

El vector columna J(t) que aparece en (2.23) representa en cada instante de tiempo
el estado del sistema apartado del equilibrio para el caso més general posible (es decir,
condiciones iniciales arbitrarias). Supongamos que existen condiciones iniciales particu-
lares para las cuales todas las partes méviles del sistema oscilan con la misma frecuencia
y pasan simultaneamente por la posicién de equilibrio. Es decir, vamos a proceder como
en las demostraciones por el absurdo, suponemos que existe un modo y queremos ver si
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esta suposiciéon nos lleva a conclusiones compatibles con el resto de suposiciones. En este
caso, suponer que existe un modo nos lleva a admitir que el vector columna 1;(25) tiene
que tener todos los elementos de su columna con la misma dependencia temporal, de la
forma cos(wt + ), todos con el mismo w y el mismo ¢, aunque podrian tener distinta
amplitud, por ejemplo si una parte movil tiene mucha mas masa que el resto, esperamos
que se mueva menos. Esto quiere decir que si existe este modo, el vector columna 7,[7(75)
tiene que tener la forma

Y (t) Ay

2 7/}2(75) Ay -

W(t) = 5 =1 . cos(wt + ) = Acos(wt + ¢) , (2.24)
Un(t) Ay

donde definimos el vector de amplitudes A. El vector columna ¢(t) de (2.24) describe el
movimiento en un caso especial de condiciones de contorno, pero no esta exceptuado de
satisfacer las ecuaciones de Newton (2.23). En este caso especial es muy facil calcular la
derivada segunda del vector ¢(t), como se ve en (2.24) debe ser ;—;J = —w2A cos(wt+ ).

Y por otro lado, %ﬁ = —M@/j =-MA cos(wt + ). Con esto concluimos que
MA = w?A (2.25)

0, dicho de otra manera: si existe un modo, entonces el vector columna de las amplitudes
del modo tiene que ser un autovector de la matriz M y la frecuencia del modo es la raiz
cuadrada del autovalor correspondiente w?.

2.2.3. Buscamos un modo y encontramos N modos

La ec. (2.25) se puede reescribir como
M—-w?T)A=0, (2.26)

donde T es la matriz identidad. Si la matriz Ml — w? I de este sistema homogéneo tuviera
determinante distinto de cero, las amplitudes incégnita A serfan cero. Y esto querria decir
que la tnica situacion donde todas las partes moéviles del sistema oscilan con la misma
frecuencia y pasan simultaneamente por la posicién de equilibrio es cuando oscilan con
amplitud cero . .. jes decir cuando permanecen siempre en la posicion de equilibrio (1; (t) =
0)! No es por criticar ni porque el resultado esté mal, pero claramente este resultado
no es precisamente lo que estabamos buscando, por no decir que es una trivialidad. Si
queda alguna posibilidad para que exista un modo y se cumpla la ec. (2.27), entonces

necesariamente deberia cumplirse que
det (M — w?T) =0 . (2.27)

El determinante de la matriz M — w?1I es un polinomio de grado N en la variable w? y
se denomina polinomio caracteristico de M. Veremos en los ejemplos que en los casos sin
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disipacién M tiene N autovalores reales y la multiplicidad de cada uno de ellos (como raiz
del polinomio caracteristico) coincide con la dimensién del subespacio propio generado por
los correspondientes autovectores. Y asi llegaremos a la conclusion de que no sélo existe
un modo, sino que existen N modos que representan N maneras distintas en las que todas
las partes moviles del sistema oscilan con la misma frecuencia y pasan simultaneamente
por su posicién de equilibrio. Cada manera esta caracterizada por w; (la raiz cuadrada
del autovalor w?) y por Al (el autovector correspondiente), que satisfacen

M A = ,2A0 | (2.28)

coni=1,2,... N y que sirven para armar el vector columna 1@ (¢) = A® cos(w;t + ¢;)
que describe el movimiento particular de cada modo.

2.2.4. El movimiento mas general

Si cada ﬁ(i) (t), i =1,2,... N es una solucién de las ecuaciones de movimiento, toda
combinacion lineal de los ﬁ(i)(t) también sera solucién, es decir que a partir de las solu-
ciones modales podemos construir nuevas soluciones donde las partes moviles del sistema
ya no necesariamente oscilan con la misma frecuencia ni pasan simultaneamente por la
posicion de equilibrio. Escribimos esta combinacion lineal como

N
D(t) = Z C; A9 cos(wit + 1) | (2.29)

=1

donde hemos adoptado la convencién usual de trabajar con autovectores de norma uno
(recordar que los autovectores estan definidos a menos de una constante multiplicativa).
En la notaciéon original de las coordenadas “malas”

N
Ui(t) =Y C AV cos(wit + i), j=1,2,... N. (2.30)

i=1

En las ecs. (2.29) (o (2.30)) hay 2N constantes a determinar, que se obtienen a partir
de las 2N condiciones iniciales, N posiciones iniciales dadas por ¥(0) y N velocidades

iniciales dadas por 1;(0) Si aceptamos que el conjunto de todas las soluciones modales
es equivalente al conjunto de todas las soluciones del sistema diferencial desacoplado,
entonces tenemos que admitir que la expresién de la ec. (2.29) representa el movimiento
mas general del sistema mecanico como superposicién de modos normales. Pero si no
se acepta que el conjunto de todas las soluciones modales es equivalente al conjunto de
todas las soluciones del sistema diferencial desacoplado, entonces hay que perfeccionar los
argumentos “fisicos” sobre la plausibilidad de la afirmacion, o pasar a hacer el tratamiento
matemadtico riguroso que estuvimos evitando (pero que si hicimos en el ejemplo), que es
ver el tema del desacople de las ecuaciones diferenciales.
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2.2.5. El método aplicado al ejemplo

En el ejemplo de la figura 2.1 descripto por las ecs. (2.1), la matriz M es (ver ec. (2.3))

ok _k
M = . (2.31)
~& 2

Es f4cil verificar que los autovalores de esta matriz son w? =
tores correspondientes son

3=

y w3 = 3£ y los autovec-

sl Ne N (2.32)

o1 qjo_ 1

., Cémo seria la matriz M si en el sistema de la figura 2.1 se cambia solamente el resorte del
medio, con una constante elastica K # k7 ;Y los autovalores y los autovectores? Repetir
para los tres resortes con constantes elasticas distintas K, Ky y K3. Y por ultimo, repetir
para constantes elasticas distintas y las dos masas m; y ms también distintas.

Siguiendo con el ejemplo, formemos la matriz D cuyas columnas son los autovectores
AW y A®)

D=— . (2.33)

Seguramente a esta altura muchos ya deben haber recordado que D es una matriz de
cambio de base, en este caso entre la base de coordenadas “malas” y la base de modos
normales o coordenadas “buenas”, como se puede comprobar observando que el vector de

desplazamientos ¥ (t) (en la base “mala”) y el vector de desplazamientos ®(t) (en la base
“buena”), estén relacionados por

O(t) =D d(t) , (2.34)

que a menos de un factor constante, es completamente equivalente a la inversa de la
transformacion definida en la ecs. (2.4). Notar que D' M D (donde D' representa la matriz
transpuesta) es una matriz diagonal. Claro, porque

1
D'MD = - - . (2.35)
2 k
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2.2.6. Todo lo anterior en el lenguaje del algebra lineal
Sistema desacoplado y coordenadas normales

En 2.2.2 buscamos un modo imponiendo que todas las partes moviles del sistema fisico
realicen el mismo movimiento oscilatorio arménico (la misma frecuencia para todas las
partes moviles) y pasen por su posicién de equilibrio simultdneamente. La manera formal
y matematicamente correcta de ver que con esta suposicion no hemos perdido soluciones
y que la solucién general para condiciones iniciales arbitrarias es la superposicion de N
movimientos de este tipo, es justamente a través de la transformacién de semejanza
D!MD que transforma la matriz M en una matriz diagonal, siempre que las columnas
de D sean los autovectores de M y que ademaés la matriz M satisfaga ciertas condiciones
que tendremos la precaucion de verificar si este tema nos pone nerviosos, pero que ahora
supondremos que se cumplen. En este caso, multiplicamos miembro a miembro la ec.
(2.23) por D' y observando que D no depende del tiempo y que es una matriz ortogonal
(D~ = D), obtenemos

d2

D' = ~[D'MD]| D' . (2.36)

Teniendo en cuenta que D' M D es diagonal, resulta entonces que el vector
d=D", (2.37)

satisface un sistema de ecuaciones diferenciales desacopladas, es decir cada componente
del vector de desplazamientos d satisface una ecuacién como la del oscilador arménico
donde cada autovalor juega el papel de una frecuencia al cuadrado. Usando el resultado
ya familiar de que la solucién mas general de cada una de estas /N ecuaciones diferenciales
desacopladas es de la forma C; cos(w;t + ¢;) y volviendo a las viejas coordenadas

V=D&, (2.38)

queda justificado el resultado de la ec. (2.30) que obtuvimos con argumentos fisicos,
aunque menos rigurosos desde el punto de vista matematico.

Condiciones iniciales

Las 2N constantes Cj, ¢;, t = 1,2,... N en (2.29) (y en (2.30)) se obtienen a partir

de las 2N condiciones iniciales representadas por 1(0) = D®(0) y ©(0) = D&(0). Pero
tal como hicimos en (2.8), es mds conveniente imponer las condiciones iniciales en las
coordenadas normales. Esto es asi porque, tal como se ve en (2.8), las dos ecuaciones
que representan la condicién inicial sobre la coordenada normal 1 y sobre su derivada,
solamente involucran a las dos incognitas C, @1, las dos ecuaciones que representen la
condicién inicial sobre la coordenada normal 2 y sobre su derivada, solamente involucran
a las dos incognitas Cy, @9, etc. Y en general, las dos ecuaciones que representen la
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condicién inicial sobre la coordenada normal i-ésima y sobre su derivada, solamente van
a involucrar a las dos incégnitas C;, ¢;, con el mismo valor de i, sin mezclar con otras
incognitas asociadas a otras coordenadas normales con distinto valor del indice 7. De esta
manera, se va a poder repetir el equema usado para llegar a (2.8), esencialmente elevar al
cuadrado y sumar miembro a miembro para obtener C}, y el esquema usado para llegar
a (2.10), dividir miembro a miembro para obtener tan ;.

Energia cinética y potencial

En cursos mas avanzados se verda la generalizacion a N grados de libertad de los re-
sultados obtenidos en la seccién 2.1.5 para nuestro ejemplo particular de dos grados de
libertad. El resumen es el siguiente. En las coordenadas ordinarias, la energia cinética
total del sistema, T'(t) es una forma cuadratica en las velocidades de las partes mdviles,
sin términos cruzados (el resultado que obtuvimos en (2.12)), mientras que la energia
potencial total del sistema, V (), es una forma cuadrética en los desplazamientos de las
partes moviles, que incluye términos cruzados (el resultado que obtuvimos en (2.13)). En
cambio, al hacer la transformacién (2.37), T'(t) y V(t) resultan formas cuadraticas de las
coordenadas normales Cﬁ(t), sin términos cruzados, obteniéndose asi un resultado similar
al que obtuvimos en (2.18) y, de esta manera, la energia mecdnica total del sistema se
puede calcular sumando aportes de los distintos modos, como si hubieran sido excitados
separadamente.

2.3. Matrices, autovalores y autovectores en Python

Vamos ahora a cargar una matriz sencilla, como la matriz asociada al sistema de la
figura 1 y dada por la ec. (2.31). Para simplificar el tema de las unidades, decidimos
medir los elementos de esta matriz en unidades de k/m (una magnitud con unidades de
frecuencia al cuadrado, es decir, s72), lo que equivale a sacar factor comin k/m en la
ec. (2.31). La instruccién para cargar esta matriz (por ahora llamémosla matriz, aunque
para Python sea solamente un ”array”, no vale la pena ahora detenernos en este detalle)
y darle el nombre M es

‘ >>> M=[[2,-11,[-1,2]]

Cuando tecleamos esta instrucciéon y apretamos la tecla “enter”, Python da senales de
vida y escribe este mensaje

‘ M=[[2,-1],[-1,2]]

que quiere decir que entendié bien y que a partir de ahora el simbolo M representa a la

matriz ( 3 7)), que es la misma de la ec. (2.31) pero medida en unidades de k/m. Ahora
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le vamos a decir a Python que calcule los autovalores y autovectores de esta matriz. Para
hacerlo, vamos a cargar una extensién de Python que agrega mayor soporte para vectores
y matrices y que constituye una biblioteca de funciones matematicas de alto nivel para
operar con esos vectores o matrices. La extension se llama NumPy (python numérico para
los amigos) y se carga tecleando

‘ >>> import numpy

Aunque ahora no viene al caso, podriamos ver otras habilidades del paquete NumPy. Por
ejemplo, para invocar el nimero 7 hay que escribir

‘ >>> numpy.pi

y al apretar la tecla “enter” devuelve el valor 3.141592653589793. En cambio, si escribimos

‘ >>> numpy.e
al apretar la tecla “enter” devuelve el valor 2.718281828459045.

Para comprobar con Python los resultados de las ecs. (2.32), (2.33) y (2.35), tenemos
que saber que numpy tiene un paquete de rutinas llamado linalg (que como su nombre
lo indica es para dlgebra lineal) y este paquete tiene una funcién eig que justamente
calcula autovalores y autovectores de una matriz. La funcién eig aplicada a una matriz
devuelve dos objetos: una tira con los autovalores y la matriz de autovectores. A estos
objetos les damos el nombre que mds nos guste (para no ser rebuscados los llamamos
omega2 y D respectivamente) y los ponemos a la izquierda del signo igual. Del otro lado
del igual invocamos a la funciéon numpy.linalg.eig aplicada a la matriz que queremos
diagonalizar, de esta manera

>>> omega2, D = numpy.linalg.eig(M)

y apretamos la tecla “enter”. Listo, si todo anduvo bien tenemos lo que estabamos bus-
cando. Para comprobarlo, le decimos a Python que nos muestre omega2, y luego del
consabido “enter” nos devuelve

>>> omega?2
array ([ 3., 1.1)

que quiere decir que un autovalor es igual a 3 y el otro es igual a 1. Lo mismo que
obtuvimos a mano, pero como Python es medio tonto no se da cuenta que nos hubiera
gustado mucho mas que el primer autovalor fuera el que vale 1 y el segundo el que vale
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3. Se lo dejamos pasar, no hay que pedirle peras al Python. Anédlogamente, le decimos a
Python que nos muestre D, y luego del “enter” nos devuelve

>>> D
array ([[ 0.70710678, 0.70710678],
[-0.70710678, 0.70710678]1])

También coincide con lo que obtuvimos a mano, la primera columna corresponde al modo
2 y la segunda al modo 1.

Y ahora veamos una de las ventajas de aprender el jueguito de Python: lo que hicimos
recién también sirve para cosas mas complicadas. Por ejemplo, para un sistema similar al
de la Fig. 1, pero con tres masas idénticas (m) unidas por cuatro resortes idénticos (k),
la matriz M es

2L —E
M=|-£ 2& k1 (2.39)
0 -4 2&

Para cargar esta matriz en Python (en unidades de k/m) y con el mismo nombre M,
se puede hacer “cut&paste” en lo que escribimos antes y con muy pocas modificaciones
escribir

>>> M=[[2,-1,0],[-1,2,-1]1,[0,-1,2]]

Lo mismo para obtener los autovalores y D (la matriz de autovectores)

>>> omega2, D = numpy.linalg.eig(M)
>>> omega?
array ([ 3.41421356, 2. , 0.58578644])
>>> D
array([[ -5.00000000e-01, -7.07106781e-01, 5.00000000e
-01],
[ 7.07106781e-01, 4.06080300e-16, 7.07106781e
-01],
[ -5.00000000e-01, 7.07106781e-01, 5.00000000e
-0111)

Notar que el elemento del resultado anterior que fisicamente representa el nodo del modo
2 no da cero como deberia dar, si no que tiene un valor muy pequeno. Esto es asi por-
que Python estd usando precisién finita (es decir, un nimero finito de bits para hacer
aritmética).
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Consideremos otro sistema similar al de la Fig. 1 con dos masas idénticas (m), pero
ahora los resortes de los extremos tienen ambos constante elastica K distinta a la cons-
tante del resorte de acople (k). Como cada término del miembro derecho del sistema de
ecs. (2.2) estd asociado a una fuerza, es facil ver que la matriz M ahora es

HK  _k k k
m m K 1+? K
M = - = , (2.40)
k k+K m k k
e - ltrx

donde saqué factor comin K /m para facilitar el ingreso de datos en Python (en unidades
de K/m) y la interpretacién de resultados numéricos. Como seguramente ya todos saben,
las frecuencias de los modos normales en este caso son

K K _k
wi=—, wi=—+2—, (2.41)
m m m

y por la simetria del problema los modos siguen siendo iguales que en nuestro primer
ejemplo. En particular, me interesa explorar con Python el caso en que las dos masas
estan débilmente acopladas, es decir cuando k < K. Probamos con el valor k/K =0.1,
cargamos la matriz (2.40) en Python (en unidades de K/m), le ordenamos a Python que
calcule la matriz diagonal de autovalores y la matriz de autovectores y obtenemos

>>> M=[[1.1,-0.1],[-0.1,1.1]] (Enter)
>>> omega2, A = numpy.linalg.eig(M) (Enter)

>>> [A,omega2]=eig(M) (Enter)

>>> A (Enter)

array ([[ 0.70710678, 0.70710678],
[-0.70710678, 0.70710678]1)

>>> omega? (Enter)

array ([ 1.0000, 1.2000])

resultados que coinciden con lo que esperabamos.

En los ejemplos que hicimos hasta aca el calculo numérico no es imprescindible, porque
los autovectores y autovalores se pueden calcular analiticamente sin ninguna dificultad.
Una ventaja de usar lenguajes de programacién como Python es evidente cuando hay
que resolver problemas con muchos grados de libertad, en los que es muy pesado, o a
veces directamente imposible, calcular autovectores y autovalores de manera analitica.
Por ejemplo, prueben cémo harfan con un sistema similar al de la Fig. 1, pero con diez
masas idénticas (m) unidas por once resortes idénticos (k).

2.3.1. Visualizacion de resultados

Antes de seguir, digamos que hay veces en que puede ser conveniente que Python se
olvide de todas las definiciones previas. Una manera a lo bestia de hacer esto es salir del
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programa, que se logra con la instruccién Ctrl-D, y luego volver a entrar como se explico
en la Seccién 3.1. También observemos que Python/Matlab/Octave ...por lo general
aceptan como variable de entrada argumentos escalares, o argumentos que son vectores
filas, o vectores columnas, o matrices (el misterio por ahora de los arrays). Y que en estos
casos, el resultado o salida de estas funciones es también un escalar, vector (fila o columna)
o matriz, respectivamente, dependiendo de la entrada. Por ejemplo, a continuacion creo
una lista (como un vector) y tomo el logaritmo de la lista, que resulta ser otra lista donde
cada elemento es el logaritmo (natural o decimal) del elemento correspondiente en la lista
original

>>> import numpy

>>> 1ist=[10,100,1000,10000]

>>> numpy.log(list)

array ([ 2.30258509, 4.60517019, 6.90775528,
9.21034037])

>>> numpy.loglO(list)

array ([ 1., 2., 3., 4.]1)

(se supone que saben que hubo que usar varios “enter”).

Otra situacion donde también resulta extremadamente 1til saber usar programas como
Python es cuando se desea visualizar o ilustrar de manera gréafica el comportamiento de
los fenémenos fisicos estudiados. Por simplicidad seguimos con un ejemplo que ya hemos
resuelto analiticamente, el de las dos masas idénticas, con los resortes de los extremos de
constante K y el resorte de acople de constante k. En este caso la matriz M viene dada
por la ec. (2.40). Para centrarnos en la visualizacién, dejamos de lado por el momento
el tema de la diagonalizacién y usamos resultados analiticos. A pesar de que no es el
mismo problema, en este caso el desplazamiento de las partes moviles viene dado por las
funciones de las ecs. (2.11), com amplitudes y fases dadas por las ecs. (2.9) y (2.10) y
frecuencias propias dadas por la ec. (2.41). Si ademds nos conformamos con limitarnos al
caso en que la perturbacion del equilibrio de ambas masas se hace sin velocidad inicial,
las fases de las ecs. (2.9) resultan nulas y todo lo que necesitamos para visualizar el
movimiento de las partes méviles son las dos posiciones iniciales, las constantes elasticas
K y k y la masa m. Nos proponemos usar Python para visualizar este movimiento cuando
se varian estos cinco parametros.

Comenzamos por introducir los datos con nombres que tengan que ver con lo que
estamos haciendo, en nuestro caso con las ecs. (2.11). Por ejemplo, aqui va una secuencia
donde se omite que después de cada comando hay que apretar la tecla “Enter”

>>> psial=1.
>>> psib0=0.
>>> A1=((psiaO+psib0)**2) *x*(0.5)
>>> A2=((psiaO-psib0) **2) *x*(0.5)
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Si los desplazamientos iniciales estan medidos en centimetros, los desplazamientos de las
partes méviles también lo estardn. Puse raices cuadradas (x * (0.5)) de algo al cuadrado
(x * 2) como una manera de tomar el valor absoluto, en este ejemplo parece un resultado
irrelevante pero no lo habria sido si hubiera dejado quieta la parte movil a y movido la b.
Para estar seguros de que Python calculé bien las amplitudes de las ecs. (2.9), podemos
pedir que muestre en pantalla sus valores, de la siguiente manera

>>> A1l
1.
>>> A2
1.

Ahora ingresaremos los valores de las constantes elasticas K y k y de la masa m. Elijamos
los valores K =1 N/m, k = 0.05 N/m y m = 1 kg, las frecuencias propias estaran medidas
en segundos.

>>> K=1.; k=0.05; m=1.
>>> w1=(K/m)**x0.5
>>> w2=(K/m+2*%xk/m) **0.5

Si somos muy controladores (para programar no es un defecto, aunque en la vida real
puede serlo), verificamos

>>> wl

1.0

>>> w2
1.0488088481701516

Para que Python evalie el desplazamiento de las partes méviles, dado por las funciones
de las ecs. (2.11), creamos un vector fila con los valores dicretizados del tiempo a través
de la funcién linspace del paquete numpy.

>>> t=numpy.linspace (0,300,1500)

Esta instruccion genera una secuencia equiespaciada entre un valor inicial, un valor final
y con tantos elementos como indique su tercer argumento. En el ejemplo se generan 1500
valores entre 0 y 300 segundos, esos 1500 valores representan instantes de tiempo, notar
que los 1500 valores estan representados por el nombre de variable ¢, por eso es como si
fuera un vector fila. Y cada elemento de este vector se podria invocar por algun indice.
Python tiene la caracteristica de que no le gusta manejar indices empezando desde 1 si
no empezando desde cero, como se puede ver de la siguiente manera
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>>> £ [0]

0.0

>>> t[1499]

300.0

>>> t[30]
6.0040026684456302
>>> t[1000]
200.13342228152101

Y luego se generan vectores fila de 1500 elementos con los valores de los desplazamientos
de cada masa de la siguiente manera

>>> psiat=0.5*(Al*xnumpy.cos(wl*xt)+A2*numpy.cos (w2*t))
>>> psibt=0.5*(Al*numpy.cos(wl*xt)-A2*numpy.cos (w2*t))

1.0 T T T T v 1.0
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Figura 2.3: Movimiento de las partes a y b para condiciones iniciales sin velocidad inicial,
¥a(0) = 1m, ¥p(0) =0, K =1 N/m, £k =0.05 N/m y m =1 kg.

Acd numpy . cos recibe como argumento una lista y devuelve otra lista, funciona anélo-
gamente a lo que vimos en el ejemplo del logaritmo anteriormente. Notar que Python
recuerda las definiciones anteriores sobre variables como w1, w2, A1, A2 psia0O, psibO,
etc. Esto siempre y cuando el gato no nos haya desconectado la computadora, o hayamos
cerrado inadvertidamente la consola de trabajo u otros incidentes que suelen suceder y
que se pueden evitar guardando todos los comandos en un archivo con extension . py, que
esencialmente seria lo que se llama un script o archivo de comandos o sea, un programa.
Por ahora seguimos trabajando en la modalidad interactiva o de consola. Lo tnico que
falta es que ahora Python muestre los graficos del desplazamiento de las partes moviles
para estas condiciones inciales y para los resortes y masas elegidos en este calculo. Hay
muchas maneras de hacerlo, una es importar matplotlib.pyplot (se refiere al subconjun-
to pyplot de matplotlib). A esta altura las cosas empiezan a ser autoevidentes y como
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no es un curso de programacion, no nos ponemos obsesivos, no entramos en demasiados
detalles y ejecutamos obedientemente las siguientes instrucciones

>>> import matplotlib.pyplot as plt
>>> fig = plt.figure()

>>> plt.plot(t, psiat)

>>> plt.draw()

>>> plt.savefig(’ejlpartea.eps’)
>>> plt.savefig(’ejlpartea. jpg’)

El comando import ya lo usamos, ahora tiene la novedad del as, que sirve para usar
el nombre mas corto plt en vez de matplotlib.pyplot. El comando plt.figure()
inicia una nueva figura, anulando toda figura anterior. Realmente no hace falta en este
ejemplo particular, pero es una buena costumbre ponerlo en programas muy largos. El
comando plt.plot grafica el segundo argumento en funcién del primero, tiene otras
opciones (que no uso ahora) para controlar tamano de trazo, tipo y color de linea, etc. El
comando plt.draw vuelve a dibujar la figura en la que estamos trabajando y viene bien
en modo interactivo porque permite modificar sobre la marcha. Por 1ltimo, el comando
plt.savefig(’ejlpartea.eps’) lo pongo para indicar que quiero que transforme cada
grafico en una imagen en formato eps, que es las imagen que se ve en la figura 2.3a. Si
preferimos el formato jpg, usamos el ultimo comando del listado. Dejo que exploren cémo
mejorar estos graficos, poner nombre a los ejes, controlar las escalas, cambiar el color de
las curvas, etc. Preguntenle al buscador, por ejemplo yo recién puse como graficar con
python y el tercer resultado fue este enlace http://bit.1ly/f2c3pyt, que corresponde a
un blog dedicado a ensenar y difundir programacion Python.

2.3.2. Archivo de comandos o script

Si ahora quisiéramos explorar otras situaciones, deberiamos repetir el proceso explicado
en 3.3.2. Los archivos de comandos o scripts facilitan notablemente esta tarea, la idea es
que se pueden poner todos los comandos en un archivo plano de texto, con extensién py
que se guarda en el directorio de trabajo. Por ejemplo, a la secuencia de instrucciones
mostrada en la secciéon 3.3.2, la guardo en el archivo Ejemplol.py y luego ejecuto este
archivo de comandos simplemente escribiendo python Ejemplol.py desde la terminal (y
Enter). Como uno de los mejores métodos para aprender es haciendo, dejo el script usado
para obtener la figura 2.3: i) prueben con otras condiciones de contorno, ii) generalicen
para incluir el caso de velocidades iniciales no nulas, iii) grafiquen las energias cinéticas
y potenciales del sistema y de cada parte mévil, y iv) generalicen al caso de masas y
resortes distintos. El signo # se puede usar en un script para incluir comentarios: todo
lo que esta después del # es un comentario.

# Ejemplo de archivo de comandos en Python
%# Curso de F2, 2do cuatrimestre de 2016


http://bit.ly/f2c3pyt
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# Dos masas iguales, resorte del medio
# a los dos resortes de las paredes
import numpy

import matplotlib.pyplot as plt

# datos de entrada
psia0=1; psib0=0
K=1.; k=0.05; m=1.
# calculos
A1=((psiaO+psib0) **2) **x0.5
A2=((psia0-psib0) **2) **x0.5
wl=(K/m)**(0.5)

w2=(K/m+2*k/m) **(0.5)

t=numpy.linspace (0,300,1500)
psiat=0.5*%(Al*xnumpy.cos(wl*t)+A2*xnumpy
psibt=0.5*%(Al*xnumpy.cos (wl*t)-A2*numpy
# graficos

# en cm

# k en N/m, m en kg

distinto

.cos (w2*t))
.cos (w2*t))
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Figura 2.4: Como en la figura 2.3, excepto que el resorte que acopla tiene constante eldstica
k =0.025 N/m (acoplamiento mds débil).

Espero que todos se den cuenta de la importancia de disponer de un script. Por ejemplo,
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si quiséramos explorar el movimiento en un caso idéntico, excepto que ahora el acople
es la mitad de débil que antes (k = 0.025 N/m en vez de k = 0.05 N/m), lo tinico que
tendriamos que modificar es una linea y volver a ejecutar el archivo completo de instruc-
ciones. Hagan la prueba, en este caso se obtienen los desplazamientos que se muestran en
la figura 2.4. Observar que al disminuir el acomplamiento cambia el nimero de maximos
absolutos en el intervalo de tiempo estudiado, el estudio numérico muestra que hay cosas
que nos estamos perdiendo, lo que corresponde es ver si podemos profundizar el analisis,
cosa que haremos a continuacion.

2.4. Batidos y pulsaciones

Un resultado fisico muy interesante obtenido en el estudio numérico ilustrado en las
figuras 2.3 y 2.4 es el siguiente. En ambos casos sélo perturbamos inicialmente la parte
movil de la izquierda, pero la de la derecha no. Sin embargo, a medida que pasa el tiempo
la perturbacion se va transmitiendo a la parte mévil de la derecha, que se empieza a mover
a partir del equilibrio mientras que la parte mévil de la izquierda empieza a disminuir la
amplitud de su movimiento. Y esto de alguna manera es una perturbacion que se propaga,
no van a decir que no. Vemos que la energia potencial que se entregd inicialmente a la
parte mévil de la izquierda, se va transfiriendo a la parte mévil de la derecha. Podriamos
especular que si el ultimo resorte estuviera atado a una tercera parte moévil (en vez de
estar atado a una pared rigida) esta transferencia de energia continuaria alejandose de
la parte movil que le dié origen. Pero como estd la pared, es como si rebotara y volviera
de nuevo a la parte movil de la izquierda. Lo interesante de esta manera de explicar lo
que pasa en estos ejemplos es que esta surgiendo el concepto de ondas que mencionamos
en la primera clase, como una perturbacién que se propaga. Es cierto que mucha
propagacién no puede haber en un sistema tan chico y limitado como el que estuvimos
viendo, pero pronto nos convenceremos de que en sistemas menos limitados el movimiento
producido por la perturbacion del equilibrio de la parte movil de un extremo se puede
seguir propagando hacia otras partes méviles mas lejanas, hasta el momento en que el
sistema termina, en cuyo caso no tiene mas remedio que rebotar y propagarse de nuevo
pero en direccion contraria.

Los comportamientos graficados en las figuras 2.3 y 2.4 se puede explicar analiticamente
empleando una identidad que transforma la suma de dos cosenos en un producto de
otros dos cosenos. El resultado es importante en todo sistema fisico donde la respuesta
¥(t) = ¥1(t) + 1o(t) es la superposicion de dos oscilaciones armonicas de frecuencias
angulares diferentes, 1 (t) = A; cos(wit + 1) y ¥a(t) = Az cos(wat + ¢2). Los ejemplos
anteriores de dos modos normales son un caso especial, pero algo similar ocurre en el
caso de dos diapasones que suenan simultaneamente, cada uno con su propia nota, que
producen en el aire que llega al timpano diferencias de presién que son la superposicién
de dos movimientos oscilatorios arménicos.

SiA; = Ay y 1 = o =0, entonces 1(t) = A(coswit + coswat). Y la suma de cosenos
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entre paréntesis se puede transformar si se tiene en cuenta que
cos(z + y) + cos(x —y) =2 cosx cosy. (2.42)

Para usar esta identidad tomamos wit = x 4+ y, wot = & — y, con lo que resulta

Wit wa W1 — W

SL’—Tt, y—Tt. (2.43)
—— ——
De esta manera, podemos reescribir ¢(t) como
P(t) = A(coswit + coswat) = 2A cos wt coswyt = Ay, (t) coswyt . (2.44)
A (t)

Debido a que el coseno que oscila a la frecuencia promedio varia en el tiempo mas rapi-

Suma de dos cosenos Suma de dos cosenos
15

—
—

—
—
—
—
—

200 250 B o 50

) 50
tiempo (segundos) tiempo (segundos)

Figura 2.5: Batidos con frecuencias como en la figura 2.4, a la izquierda con amplitudes iguales
y desfasaje de /2 y a la derecha con amplitudes A1 =1, A2 = 0.5 y en fase. Comparar con los
resultados mostrados en las figuras 2.3 y 2.4.

damente que el que oscila a la frecuencia semidiferencia (porque el periodo asociado al
promedio es menor que el asociado a la semidiferencia), el resultado de la ec. (2.44) per-
mite interpretar la superposicion de dos oscilaciones arménicas de frecuencias angulares
diferentes como un coseno a la frecuencia promedio pero no con una amplitud constante,
sino con una amplitud modulada A,,(t) (llamada amplitud de modulacién) que varia
en el tiempo como otro coseno a la frecuencia semidirefencia. Notar que la ¢ (t) resultante
no es armonica, sino quasi-armoénica, ya que la amplitud del coseno a w, no es constante,
y que cuanto més parecidas son las frecuencias wy y we mas armoénica es la 1(t) resultante.
Esto se ve claramente en los graficos de las figuras 2.3 y 2.4: el periodo de la modulacién
en la figura 2.4 es mayor que el periodo de la modulacién en la figura 2.3, porque en el
segundo caso el acoplamiento es mas débil y entonces las frecuencias de resonancia de los
dos modos son més parecidas.
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Es interesante notar que el oido humano a veces prefiere la suma en la ec. (2.44) (por
ejemplo cuando suena un do y un mi no oimos la modulacién) y otras veces prefiere
el producto y detecta la modulacién, como en la demostraciéon con los diapasones que
hicimos en clase. Se ha comprobado que la preferencia depende de la diferencia relativa
entre las frecuencias wy y wy (menor que = 6 %, modulacién, mayor, acorde). Recordar que
debido a que detectamos la energia contenida en la perturbacion actstica, no escuchamos
la frecuencia de modulacién w,,, sino la que se llama frecuencia de pulsacién 2w, (la
velocidad de repeticién fuerte-débil es la de los ciclos positivo-negativo, que tienen periodo
mitad que los ciclos positivo-positivo). La identidad de la ec. (2.44) se usa en el primer
instrumento musical eléctrico, el teremin.

Por dltimo, explorar analiticamente y con Python el caso general en que 9;(t) =
Aj cos(wit + 1) y a(t) = Agcos(wit + @2). En la figura 2.5 muestro un par de re-
sultados obtenidos con este script. ;Se puede hacer una interpretacién similar a la que
hicimos en el caso facil?
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Capitulo 3

Muchas partes moviles

Prestaremos especial atencion a las cadenas lineales de partes moviles, un tipo espe-
cial de sistemas donde las propiedades fisicas permiten mostrar analiticamente muchas
caracteristicas de los modos propios, sin necesidad de diagonalizar de manera explici-
ta la matriz del sistema (que para estos sistemas es tridiagonal). Conviene destacar los
siguientes puntos, que muestran la importancia el estudio que haremos a continuacion:

= i) bajo ciertas circunstancias, es posible explicitar soluciones para un valor arbitrario
de N, mientras que en el método general no es facil exhibir el comportamiento de
los autovalores y autovectores asociados a los modos sin decir cuanto vale N;

» ii) abre un camino para explorar el limite continuo, cuando hay tantas partes
moviles tan juntas que no se ven sus tamanos. En este limite nos encontraremos
por primera vez con la ecuacién de ondas clasica y veremos que los modos del
sistema son las ondas estacionarias;

® iii) gracias a la inclusién de partes moviles “virtuales”, es posible avanzar en el
tratamiento analitico sin necesidad de explicitar qué pasa en el comienzo y el final
de la cadena;

= historicamente fue el primer intento de estudiar las propiedades emergentes de
un sistema fisico a partir de la dindmica de sus partes. Las oscilaciones longitudinales
de las cadenas, es decir las oscilaciones en la direccion en que se extiende el sistema
en el equilibrio (el eje x en la figura 3.1) fueron estudiadas por Newton en el libro II
de sus Principia (1686) en sus intentos de obtener una expresién para la velocidad
del sonido. Si parece extrano que Newton usara cadenas de resortes para estudiar el
sonido en el aire, mas adelante nos quedara claro que era el inico camino que tenia,
porque para tratar el aire como medio continuo habria necesitado las ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales, que todavia no existian. Mas tarde, John Ber-
nolulli desde Basilea y Daniel Bernoulli (su hijo) desde San Petersburgo, iniciaron
en 1727 una conmovedora correspondencia familiar sobre las propiedades de las os-
cilaciones transversales (es decir, en la direccién perpendicular al eje ) de cadenas

45
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con N cuentas equiespaciadas. Entre carta y carta demostraron que hay N modos
con N frecuencias propias. Méas tarde Daniel Bernoulli demostré lo que ya sabemos,
que el movimiento mas general estd dado por la superposicion de N modos y asi
establecio un principio de superposicién que fue el detonante de lo que luego serian
las series de Fourier. Por eso, no debe extranar (y hasta resulta légico cuando
se lo piensa), que haya que encarar intuitivamente algunas herramientas que luego
se estudiardan con mas rigor en materias de mateméatica mas avanzadas, tal como
tuvieron que hacer cientificos como los Bernoulli, Taylor o Euler.

3.1. Cadena con N cuentas idénticas equiespaciadas

—4—4 —— —4—>

(n-1)a  na (n+l)a Na (N+1l)a

Figura 3.1: N cuentas idénticas equidistantes (separacién a) engarzadas en una cuerda eldstica
sin masa (o unidas por resortes idénticos). Excepto las dos masas de los extremos, el resto de
las masas tienen todas dos vecinos cercanos.

Veremos un método especial para resolver el problema de modos normales de un sis-
tema como el bosquejado en la figura 3.1: N cuentas idénticas de masa m, equidistantes
(separacion a) y engarzadas en una cuerda eldstica sin masa o unidas por resortes idénti-
cos. En el equilibrio, todos los tramos de cuerda tienen igual tensién 7§ y si imaginamos
que en vez de cuerdas hay resortes de constante elastica k y longitud natural ¢y, resulta
To = k(a — £p). La cuenta del comienzo, con n = 0 en x = 0, y la cuenta del final, con
n=N+1enz = (N+1)a = L, son cuentas virtuales a las que reservaremos un tra-
tamiento aparte cuyos detalles dependeran de cada situacién. Asi por ejemplo se puede
hacer que estos extremos tengan masa infinita para representar una cuerda con extre-
mos fijos, como en una guitarra, o se pueden dejar los extremos libres como si la cuerda
fuera una serpiente. Si bien elegimos estudiar apartamientos del equilibrio en la direc-
cién perpendicular a la direccién de equilibro (problema de oscilaciones transversales), es
facil convencerse de que el mismo tratamiento es valido para el problema de oscilaciones
longitudinales.

3.1.1. Ecuaciones de movimiento para oscilaciones transversales

La situacion fuera del equilibrio esta bosquejada en la figura 3.2. Si llamamos 77 v Tp
a las tensiones en las sogas a la izquierda y derecha de la parte mévil n (n =1,2,...N),
l; v Ip a las longitudes de estas sogas v ay vy ap a los angulos que estas sogas forman
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(n-1)a na (n+1)a

Figura 3.2: Desplazamientos transversales de la cadena con cuentas idénticas equidistantes

con la horizontal, la ecuacion de movimiento de la parte mévil n resulta
m, = =Ty sina; + Tp sinap . (3.1)

Este es un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales en las funciones incognita 1, (t),
porque 17y Th
T[:k(gj—fo), TD:]C<€D—€0) (32)

dependen de cudnto se estiraron las sogas (¢; — fo y p — {p) y tanto estos estiramientos

e? = CLQ + (@Z)n - ¢n—1)2 ) EQD = CLQ + (Q:Dn-f—l - wn)2 ) (33)
como los angulos ay y ap

wn - wn—l wn—l-l - wn

sin oy = ———"—1 sinap = —4 - " (3.4)

gl Y ED ’

dependen de la posicién de la parte mévil n y de sus vecinas cercanas, es decir de

wn—1<t)7 ¢n(t) y ¢n+1(t)'

Queda claro entonces que el sistema (3.1) no tiene solamente primeras potencias de los
desplazamientos, es decir, es no lineal. Para linealizarlo, usamos la hipétesis de pequenos
apartamientos del equilibrio. En este caso aproximamos los senos por las tangentes, de-
sarrollamos en serie de Taylor las raices cuadradas que aparecen en (3.3) y conservamos
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solamente términos lineales en los desplazamientos. Se obtiene asi el siguiente sistema

@Ln _ E wn-i-l - ¢n N E wn - ¢n—l : (35>

m a m a

una forma que conviene recordar cuando encontremos que en el limite continuo la ace-
leracién de una parte movil es proporcional a una derivada segunda con respecto a la
posicién de la parte mévil dentro del sistema (etiquetada por el indice discreto n).

Notar que si el movimiento es puramente transversal, deben estar compensadas las
fuerzas restitutivas horizontales a la izquierda y a la derecha de la masa genérica n, es
decir

Tycosay =Tpcosap,

y como en la aproximacion lineal los cosenos difieren de la unidad en términos cuadraticos
en los desplazamientos, resulta

Tr=Tp~T,. (3.6)
Por conveniencia vamos a distinguir el caso de resortes muy estirables (slinkies), donde
by<a, Tr=Tp~Ty=ka
del caso en que se tiene un resorte comin, o una soga elastica, donde
li=lp~a y Tr~Tp=~Ty=k(a—1{).

Agrupando términos en (3.5), el sistema de ecuaciones diferenciales linealizado (y ho-
mogéneo), para toda masa con dos vecinos cercanos queda

. T

Hay dos maneras equivalentes de pensar tedricamente el tema de los vecinos cercanos.
La primera es imaginando que estamos considerando un sistema infinito, que no empieza
ni termina nunca, de esta manera queda asegurado que cualquier parte movil tiene dos
vecinos cercanos y entonces (3.7) vale para cualquier valor de n. La segunda manera es
explicitando que el sistema es finito y entonces (3.7) solo vale para n = 1,2,... N, pero
no para n = 0 (extremo izquierdo) ni para n = N + 1 (extremo derecho).

3.1.2. Modos normales

En un modo normal las funciones v,,(t) (n = 1,2, ... N) deben representar movimientos
donde todas las partes méviles oscilen con la misma frecuencia y pasen simultaneamente
por la posicion de equilibrio. No queda otra posibilidad que estas funciones adopten la
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forma v, (t) = A, cos(wt + ¢). Y como ademés tienen que ser solucién del sistema (3.7),
se obtiene la siguiente relacidn de recurrencia ' para los A,

Apir — (2 . @uﬂ) Ap+ Ap_y = 0. (3.8)
1o
La ec. (3.8) se puede reescribir como
Api1+ A ma .,
il b Niate e :
24, 2T, (3.9)

Un caso facil de resolver seria cuando se dan como datos dos elementos adyacentes de la
sucesién A,, y la frecuencia w, porque en este caso con la ayuda de la relacién de recu-
rrencia (3.8) podrian obtenerse todos los elementos A,,. Otro caso facil de resolver seria
cuando se dan como datos tres elementos adyacentes, porque (3.9) darfa la frecuencia
w y también todos los elementos A,,. Por lo general no estaremos en estos casos faciles,
por ejemplo, en el caso de extremos fijos no se dan ni elementos adyacentes (se dan los
elementos Ay y Ay+1) ni la frecuencia. Entonces, hay que aguzar el ingenio para resolver
la relacion de recurrencia y encontrar la dependencia con n de los elementos A, de la
sucesion buscada. La ec. (3.9) dice que la dependencia adecuada es aquella para la cual
el cociente % no depende de n. Podriamos ponernos a probar, o preguntarle a un
matematico, quenseguramente nos va a decir que la dependencia con n mas general de

recurrencias como la (3.8) tiene la forma
A, = Bsin(n®) + C cos(n©), (3.10)

donde B, C'y O son tres constantes a determinar (como en los casos faciles mencionados
anteriormente, donde también necesitdbamos tres datos). Es facil ver que la receta (3.10)

. . . Aps1+An_ .
realmente funciona, es decir, que el cociente % no depende de n. Efectivamente,
n

Aps1 = Bsin[(n£1)0] 4+ C cos[(n+£1)0),

y usando las identidades trigonométricas que dan el seno y el coseno de una suma, es facil

ver que
An+1 + Anfl

2A,
es decir, que la receta (3.10) funciona independientemente de los valores de B y C'. Ahora

solo resta ajustar el valor de © para que se cumpla la ec. (3.9). Asi obtenemos la siguiente
relacion entre O, w y las magnitudes fisicas relevantes del sistema

=cosO, (3.11)

ma
=1—- —w?. 12
cos © 2T0w (3.12)

Conviene notar que el valor de © correspondiente a cada modo esta asociado con un
ordenamiento espacial, que se manifiesta como una periodicidad espacial observable en el

1Una relacién de recurrencia vendria a ser la forma discreta de una ecuacién diferencial.
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conjunto de partes méviles. Esto es asi porque la secuencia A,, de cada modo se obtiene
mediante una expresion (la (3.10)) que satisface

An+27r/@ = Ana

es decir, que se comporta peridédicamente, con periodo 27/0, en la variable n, lo que
equivale a decir que se comporta periédicamente, con periodo 2ma/0©, a lo largo del eje
x. Vemos asi que la ec. (3.12) es una relacién entre el periodo temporal asociado con w y
el periodo espacial asociado con ©. La relacion entre el periodo temporal (es decir, w) y
el periodo espacial de un sistema se conoce con el nombre de relacion de dispersion.

Técnicamente la ec. (3.12) es la relacion de dispersion para los modos transversales de
una cadena con N cuentas idénticas equiespaciadas. Notar que la forma de la relacion de
dispersién siempre viene dada por (3.12), para cualquier cadena como esta, independien-
temente de las condiciones de los extremos. Las condiciones de contorno en los extremos
discretizan los valores de © y de w permitidos, es decir, determinan las frecuencias de los
modos (los valores permitidos para w) y la distribucién espacial de las partes méviles en
cada modo (asociada al valor de © que corresponde a cada valor de w) . Sabemos que
tiene que haber N modos, aunque hasta ahora no hemos logrado explicitarlos, porque
hasta ahora no hemos explicitado las condiciones en los extremos. Desde un punto de
vista fisico queda claro que tienen que ser las condiciones de contorno las que determinen
los valores permitidos para © y para w, porque las maneras que el sistema limitado en el
espacio “prefiere” para oscilar colectivamente cuando se lo aparta del equilibrio, tienen
que depender de cémo se atan (o no se atan) las fronteras del sistema (en este caso, los
extremos de la cadena).

3.1.3. Relacién de dispersion

Si reescribimos la relacién (3.12) entre ©, w y las magnitudes fisicas relevantes del
sistema usando una identidad trigonométrica que da el coseno en funcion del argumento
mitad, obtenemos esta forma maés linda:

4T, © | Tt ©
w? = —Ysin? = = w=2y— ‘sin— (3.13)
ma 2 ma 2
——

WMaz

que muestra que aunque todavia no sepamos el valor de 0, la frecuencia w de un modo
estd comprendida en el intervalo [0, wyee = 2\/%}. Por ejemplo, en la figura 3.3 se

muestra la curva w(©) y tres valores de frecuencia obtenidos para un sistema hipotético
con tres partes moviles. Como w(©) es periddica, a cada valor de frecuencia w, sobre
el tramo de curva azul (con O, en el intervalo 0 < 6, < 7) le corresponde una doble
infinitud de valores de © fuera de dicho intervalo: una infinitud de la forma ©, + 27¢q
(en los tramos con pendiente positiva, los simbolos rojos) y otra infinitud de la forma
—0, + 27q (en los tramos con pendiente negativa, los simbolos verdes), ¢ un nimero
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entero. Es facil ver que todos los valores de la infinitud ©, + 2 7 g representan fisicamente
el mismo movimiento colectivo, porque segun la ec. (3.10) todos tienen exactamente los
mismos valores de A,. Dicho de otra manera, A,(0, +27q) = A,(0,). Los valores de
la infinitud —©, 4+ 27 ¢ también representan la misma situacion fisica, porque el lado
derecho de la igualdad (3.11) toma el mismo valor tanto para O, como para —0, + 2 g,
definiendo asi la misma recurrencia, es decir, la misma sucesién de ampltudes modales

Ay

Para ver cémo en qué puntos de la curva de la figura 3.3 caen los simbolitos rojos (y
los verdes), es decir, para ver cémo funciona la discretizacién de los valores de O, (y en
consecuencia, de wy), especifiquemos las condiciones en los extremos, que es la informacién
que hasta ahora hemos evitado explicitar. Las idealizaciones mas comunes son los casos
de extremo fijo y de extremo libre.

3.1.4. Modos para dos extremos fijos

Consideramos primero el caso de ambos extremos fijos. En este caso los extremos en
xr=0yenxz =L, figura 3.1, estan atados a una pared, lo que equivale a decir que las
masas virtuales 0 y N + 1 tienen masa tan grande que no se pueden mover. Para los
modos esto se traduce en que se anulen las amplitudes de las partes moviles virtuales, es
decir, Ag = Axy11 =0. Y de la ec. (3.10) y para que Ag = 0 debe ser C =0. Y si C =0,
entonces B sin[(N 4 1) ©] = 0, una condicién que se cumple cuando B = 0 (que no nos
interesa, porque no representa movimiento) o cuando sin[(N + 1) ©] = 0. En resumen,
para que en la cadena con extremos fijos haya un modo, la cantidad (N + 1) © debe ser
una raiz de la funcién seno, es decir, que debe ser (N + 1)© = pm, con p un nimero

| I - Y [ e ‘—\— e e —‘/—— ek ,\,
08 : N : :

06 S N R R RS

‘ ‘ /
| | oy
/

Y e | Ay A

0 I I I I
0 2 4 6 8 10

Figura 3.3: Forma de la ecuacién de dispersién w(0), ec. (3.13), © en el eje horizontal y w/wpsa. en el
eje vertical.
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entero arbitrario. Los modos quedan asi etiquetados por este indice p. En cada modo los
desplazamientos de las partes moviles son

AP

pm
(]V——|—1) n] COS(wpt + (,Op) ) (314)
———

o)

~

PP (t) = AP cos(w,t + p,) = BPY sin[

con
p T

2(N+1) } ’
En el método matricial los modos se visualizan a través de dos cantidades: los autova-
lores, que dan el comportamiento temporal del conjunto, y los autovectores, que dan el
comportamiento espacial de cada parte movil en la oscilacion colectiva. Andlogamente,
en el método de recurrencias que estamos estudiando, cada modo queda caracterizado
por dos cantidades que podemos calcular en términos de p y de las magnitudes fisicas
relevantes del sistema (Ty, a, m, N y L = (N + 1)a). Estas cantidades son

Wp = Whag |SiD (3.15)

ow _ _PT __pTma
(N+1) L

que da el comportamiento espacial de cada parte movil en la oscilacién colectiva, y
wp(@(za))7

que se obtiene de la ecuacién de dispersién (3.13) y que rige el comportamiento temporal
del conjunto.

Cuando hay muchas partes moéviles, puede ser conveniente etiquetar la n-ésima parte
moévil con la coordenada x = na (ver figura 3.1). Esta coordenada permite indentificar a
la parte mévil como aquella que en el equilibrio esta ubicada sobre el eje x en la posiciéon
na respecto a un origen. En esta descrpcion, y entendiendo que x toma solamente valores
discretos, podemos reemplazar en el argumento del primer seno en la ec. (3.14)

o)

0w n por . (3.16)

k,

Este reemplazo pone en evidencia que en los modos de la ec. (3.14) la cantidad k, = ©%® /a
juega el papel de una frecuencia espacial y que entonces el periodo espacial de las funciones

de z (de n) asociadas con los modos es
2m

%
V4 kp_p

(3.17)

Al periodo espacial asociado con movimientos armonicos colectivos de sistemas (limitados
o no) se lo llama longitud de onda y se denota con la letra griega A (lambda mintscula)
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Figura 3.4: Forma de los modos para distintos valores de p en la ec. (3.14).
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y a la frecuencia angular espacial asociada con este periodo se lo llama nimero de
onda y se denota con la letra k (una eleccién muy desafortunada cuando hay resortes
involucrados).

Notemos que en el caso de extremos fijos se verifican las propiedades que ya habiamos
anunciado en la figura 3.3 para el caso general de extremos con condiciones arbitrarias.
En primer lugar vemos que hay solamente N frecuencias normales en el tramo azul de la
curva de la figura 3.3 y son las que tienen O = pr /(N +1)conp=1,2,... N—1, N
(los circulitos rojos). El valor p = 0 estd excluido porque con frecuencia cero no hay
movimiento colectivo y el valor p = N+1 también porque para ON+1) = 7. W(N+1) = WMaz
y tampoco hay movimiento colectivo. En segundo lugar, las otras N soluciones en el
siguiente tramo de la curva de dispersion de la ec. (3.13), el tramo de trazos discontinuos
y con pendiente negativa (los circulitos verdes en la figura 3.3), corresponden a p =
N+2, N+3, ... 2N+1, 2N +2 y guardan la siguiente correspondencia con las frecuencias
del tramo anterior

WN 4145 = WN41—j s ] = 17 2, ... N — 1, N . (318)
N—— N——

circulitos rojos

Por lo discutido en la seccién 3.1.3, las soluciones con p = N+2, N+3, ... 2N+1, 2N +2,
describen configuraciones de modos que ya han sido tenidas en cuenta por las amplitudes
relativas de las partes moviles obtenidas para las soluciones con p=1,2, ... N —1, N.
Esto estd ilustrado en la figura 3.4, donde se muestra la secuencia AP en una cadena
con N = 5 cuentas y con extremos fijos. Las curvas de trazos representan las funciones
AP de la ec. (3.15) y solamente sirven como una gufa para ubicar las partes méviles.
No representan la forma de la cuerda con cuentas, porque las sogas (o los resortes) entre
cuentas estan tensas y entonces corresponden a tramos rectos de las figuras. En la columna
de la izquierda se muestran las secuencias AP para 1 < p < N = 5 (circulitos rojos en
la figura 3.3), mientras que en la columna de la izquierda se muestran las secuencias AP
para N +1 =6 < p < 2N = 10 (circulitos verdes en la figura 3.3). Observar que la
secuencia A, para las soluciones con p = N + 1+ j (verdes), difiere en un factor constante
de la secuencia A,, para soluciones con p = N +1—j (rojas),conj=1,2, ... N—1, N .
Noétese que las configuraciones espaciales para los casos p = 0 y p = 6 no se muestran, ya
que corresponden a todas las cuentas en su posicion de equilibrio.

Los modos més bajos tienen ©® mds chico, es decir que en el dibujo de la figura 3.3
estan ubicados sobre la parte de la curva de dispersion donde el seno se puede aproximar
por una funcién lineal. Entonces, para los modos méas bajos, w depende linealmente de k,
es decir que los modos mas bajos estan sobre el tramo casi lineal de la parte azul de la
figura 3.3. Notar que en este caso, los valores de las frecuencias de los modos son multiplos
de la frecuencia més baja o fundamental

pT Toa
:p _—

_ 3.19
o(N + 1) m P, (3.19)

SIE

Wp ~ WMaz



3.1. CADENA CON N CUENTAS IDENTICAS EQUIESPACIADAS 95

Toa
wp =1/ — —.
! m L

Resumiendo, siempre que se satisfagan las hipdtesis necesarias para que se cumpla la
aproximaciéon lineal, el movimiento méas general de cada parte moévil de la cadena de
masas idénticas y equiespaciadas con extremos fijos y condiciones iniciales arbitrarias, se
escribe como superposicién de los modos dados por la ec. (3.14)

con

Un(t) = 2; BW®) sin [(]\/?——7:1) n] cos(wpt + ¢p) , (3.20)

conn=1,2,... N (etiqueta de cada parte mévil) y w, dado por la ec. (3.15).

Condiciones iniciales

En nuestra solucién general obtenida en (3.20), las N amplitudes B® y las N fases
iniciales ¢, son incégnitas que se obtienen a partir de las 2N condiciones iniciales: N
posiciones iniciales de las partes méviles

Un(0) = ; B® sin[% n} cos(ip,) (3.21)

y otras N velocidades iniciales de las partes moéviles

N

U (0) = — Z w, BP sin [(]\?)——T—rl) n] sin(pp) - (3.22)

p=1

Teniendo en cuenta que cualquier condicién inicial se puede representar con un dibujito
como los que estan en la columna izquierda de la figura 3.4, pero con las partes méviles
en posiciones bastante arbitrarias (como que las sogas/resortitos sigan siendo eldsticas
y que se comporten linealmente), el resultado de la ec. (3.21) es bastante sorprendente.
Porque esta igualdad esté diciendo que cualquier dibujito arbitrario para las posiciones
iniciales de las N partes méviles equiespaciadas se puede escribir como combinacion lineal
de los dibujitos “normales”; es decir, los dibujitos que corresponden a los modos. Para
pensar ...este resultado estd relacionado con el hecho que los autovectores que generan
el cambio de base son ortogonales . .. a retomar mas adelante ?. Por ahora, nos podriamos
quedar con la demostracion de la siguiente identidad

al m s N+1

sin [(]\/?——l—l) n} sin [(Nq—+1) n] = T+5pq , (3.23)

con 0,, la delta de Kronecker (igual a 1 si p = ¢, o igual a 0 cuando p # q).

n=1

2Prestar atencién, actualizaciones pronto
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3.1.5. Condicién para extremo libre

Supongamos que un extremo de la cadena, por ejemplo el de la derecha, ver figura 3.1,
no esta fijo sino que tiene un anillo de masa m(y41) que desliza sin rozamiento por una
varilla vertical. Para este anillo, la ecuacién de movimiento es parecida a la (3.5), pero
con My, en vez de m y sin el aporte del vecino derecho

T M (3.24)

My YN = —

Vemos que esta condicién de extremo es bastante general, en el sentido que incluye al caso
anterior de extremo fijo, que corresponderia a un anillo de masa muy grande (My 1 —
o0). Es comin idealizar un extremo libre como el limite opuesto, es decir, un anillo sin
masa (My41 — 0). En este caso, la condicién (3.24) exige

Yng1 = YN

y esta igualdad provee una relacion entre las constantes B, C'y © que determinan las
amplitudes A,, segun la ec. (3.10). Otra relacién entre las mismas constantes se obtiene
cuando se explicita la condicion sobre la masa virtual del extremo izquierdo. Procediendo
de una manera completamente andloga a la empleada para extremos fijos, se obtiene ahora
la discretizacién de los modos, que de nuevo quedan etiquetados por un indice discreto p.

3.1.6. Oscilaciones longitudinales

Hasta aqui hemos estudiado las oscilaciones transversales de la cadena con N cuentas
idénticas equiespaciadas. Es facil comprobar que las oscilaciones longitudinales (es decir,
los apartamientos del equilibrio en la direccién que ocupa el sistema cuando estd en
reposo) admiten un tratamiento formalmente idéntico. Si las funciones 1, (t) representan
ahora los apartamientos longitudinales, como en la figura 3.5, en vez de los apartamientos
transversales como en la figura 3.2, las ecuaciones de movimiento también tienen la forma
(3.7), con Ty la tensién de las sogas en el equilibrio (caso sogas eldsticas) o Tp = ka
(caso de resortes muy estirables). Luego, los modos normales se obtienen siguiendo el
tratamiento ya visto en 3.1.2; la relacién de dispersion sigue siendo (3.13), las frecuencias
de resonancia para extremos fijos vienen dadas por la ec. (3.15) y las coordenadas normales
para los distintos modos estan representadas por graficos como los de la figura 3.4, con la
unica diferencia de que las funciones seno asociadas con cada modo no se visualizan tan
directamente como en el caso de las oscilaciones transversales.

3.2. Péndulos idénticos acoplados

En las cadenas lineales vistas hasta ahora, las ecuaciones de movimiento en la aproxi-
macion lineal tenian la forma (3.5), o (3.7), tanto para oscilaciones longitudinales como
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Figura 3.5: Desplazamientos longitudinales de la cadena con cuentas idénticas equidistantes

para transversales. Es claro que tal sistema de ecuaciones diferenciales acopladas condu-
cird siempre a relaciones de dispersién de la misma forma que (3.13). Esto quiere decir
que, independientemente de las condiciones en los extremos, y tal como se representa en
la figura 3.3, las frecuencias de los modos normales estaran comprendidas en el intervalo
0 < w < wWprae- Que las frecuencias de resonancia del sistema tengan como cota minima
el valor nulo, estd claramente relacionado con el hecho de que la fuerza resititutiva so-
bre una parte mévil, proveniente solo de los vecinos cercanos, son proporcionales a los
desplazamientos relativos entre vecinos cercanos y, en consecuencia, la fuerza resititutiva
es cero cuando las posiciones relativas entre partes méviles no cambian. A continuacién
veremos un sistema donde, ademés de estas caracteristicas, aparece también una nueva
fuerza restitutiva que depende solamente del desplazamiento de la parte mévil de su po-
sicion de equilibrio. Y entonces, la fuerza resititutiva total ya no es cero, ni siquiera en
el caso en que las posiciones relativas entre partes moviles no cambien. El sistema en
cuestién consiste en un conjunto de péndulos idénticos (masa M, longitud ¢ ), acoplados
por resortes también idénticos (constante eldstica K'), esquematizado en la figura 3.6. En
este caso, y de acuerdo a lo discutido anteriormente, el sistema de ecuaciones de Newton
se escribe igual que el sistema (3.7), excepto por un término adicional que representa la
fuerza restitutiva gravitatoria

Yo = —w3 Yn + % (Vi1 = 200 + ¥n1) (3.25)

con wi = g/¢.

Para analizar los modos de este sistema de péndulos acoplados, partimos de la ec.
(3.25) y repetimos de manera formalmente idéntica los procedimientos realizados para
analizar los modos en la eq. (3.7), es decir el caso wy = 0, pagina 48. Es claro que si antes
llegdbamos a una eq. en diferencias que se puede reescribir como

K Api1 + An
w? = 27 (1 - %) : (3.26)
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¥n-1 ¥n ¥n+1

Figura 3.6: Esquema para analizar un conjunto de péndulos idénticos, acoplados mediante
resortes también idénticos, un modelo de sistema donde actiian dos tipos de fuerzas restitutivas,
i) las eldsticas, que dependen de la posicién relativa entre vecinos cercanos y ii) la gravitatoria,
que no depende de la posicién relativa entre vecinos cercanos, sino sélo del apartamiento local
del equilibrio.

(ver (3.8)), ahora vamos a llegar a una ecuacién en diferencias similar, pero con el nuevo
término que corresponde a w o # 0

9 9 K Api1 + A
w —w0+2M (1 S A ), (3.27)
que se puede interpretar recordando que el lado derecho de (5.12) da la fuerza restitutiva
por unidad de desplazamiento y por unidad de masa cuando wy = 0 (no hay gravedad o
péndulos muy largos). Cuando w o # 0, la fuerza restitutiva aumenta de la misma manera
para todas las masas y se suma a la la fuerza restitutiva por unidad de desplazamiento y
por unidad de masa que ya tenian las partes moéviles sin gravedad.

Y como ya sabemos que el cociente entre amplitudes del lado derecho de la ec. (5.12)

se puede hacer independiente de n con sucesiones de la forma

A, = Bsin(n®©) 4 C cos(nO), (3.28)
llegamos asi a una nueva relaciéon de dispersién (ver eq. (3.13))
4K O
(U2 = w20 + W Sin2 5 s (329)

2
Whax
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valida para la relacién entre el periodo temporal y el periodo espacial en un modo. Como
sucedia en el caso wy = 0, las frecuencias de los modos quedan discretizadas cuando se
imponen las condiciones en los extremos, aunque siempre estaran ubicadas sobre la curva
w(©) definida por la ec. y las situaciones de interés fisico serdn las que correspondan al
intervalo 0 < © < 7 (o cualquier otro intervalo, aunque por simplicidad conviene elegir

0, 7]).

En el caso en que los péndulos virtuales de los extremos estén fijos a una pared, el
tratamiento es completamente similar al que se hizo para la cadena con cuentas, donde
wo = 0, adaptando el significado de 9,,(t). De esta manera, vemos que el movimiento més
general de cada parte movil del sistema esquematizado en la figura 3.6, con extremos fijos
y condiciones iniciales arbitrarias, se escribe también como (3.15), es decir como super-
posicién de modos dados por la ec. (3.14), que solo difieren en la relacién de dispersion,
es decir en la manera en que w, se obtiene a partir de ©,,.

3.3. Aproximacién continua

Veremos como tratar el caso limite en que el nimero de partes moéviles del sistema
es muy grande. La idea general se aplica a muchos sistemas reales y para fijar ideas
podriamos pensar en las oscilaciones transversales de una cadena tensionada con N cuen-
tas idénticas equiespaciadas, como en las figuras 3.1 o 3.2, con cuentas cada vez mas
chiquitas y més juntas, tan chiquitas y tan juntas que no seremos capaces de ver la se-
paracion entre cuentas a simple vista. Es decir que no podremos decir si se trata de las
oscilaciones transversales de un collar con cuentas o de una cuerda. Andlogamente, tam-
bién podriamos pensar en las oscilaciones longitudinales de una cadena similar, como en
la figura 3.5, o de sistemas con otras fuerzas restitutivas, como el sistema de péndulos
acoplados de la figura 3.6. En todos estos casos esperamos que, a partir de un valor sufi-
cientemente grande de N, el nimero de partes moviles del sistema deje de importar y que
solamente importe la inercia o la elasticidad de una cierta longitud del sistema. Es decir,
esperamos que a partir de un dado valor de NN, el movimiento colectivo de un metro de
sistema cuando hay 10?® partes méviles con masa m, sea casi indistinguible del movimien-
to colectivo de un metro de sistema cuando hay el doble de partes méviles con masa m /2,
o cuando hay el cuddruple de partes méviles con masa m/4, o el 6ctuple con masa m/8,
etc. En estos casos es conveniente cambiar la notacién y dejar de etiquetar a las partes
moviles con un indice discreto, porque cada vez nos interesa menos la individualidad de
cada parte moévil, dicho esto sin intencién de ofender a ninguna parte movil.

Una alternativa al indice discreto para etiquetar partes moviles seria pintar el sistema
de distintos colores y describir el movimiento diciendo “ahi esta la parte azul, ahi esta la
parte verde, etc.”. No vamos a usar esta alternativa, porque no siempre se puede pintar
lo que uno quiere estudiar. La alternativa que vamos a usar para etiquetar las partes
moviles es relacionarlas con las posiciones que tenian en el equilibrio. Por ejemplo, para
sistemas como los de las figuras 3.1, 3.5, 0 3.6, la etiqueta seria la coordenada z, Entonces,
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en vez de describir los desplazamientos mediante un conjunto numerable de funciones de
una variable 1, (t), usaremos una funcién de dos variables ¢ (z,t). La primera variable,
x, juega el papel del indice discreto n y hace referencia a la parte moévil que estamos
mirando, que es aquella que en el equilibrio estaba en la posicién x = na. La segunda
variable, t, sigue siendo el tiempo. En sintesis: para pasar en cada caso el sistema de
ecuaciones diferenciales a la nueva notacion, hay que hacer los siguientes reemplazos

Y (t) Y(z = na,t)
wn+1(t) — Y(x +a,t)
wn 1(t)  — Y(r —a,t)

Uo(t) — 0%(z =na,t)/Ot?.

(3.30)

Notar que para sistemas bidimensionales, por ejemplo la tela tensa de una cama elastica,
deberiamos usar las dos coordenadas cartesianas x e y, o las coordenadas polares p y 6.
Y para un sistema tridimensional, por ejemplo un gas en un recipiente, deberiamos usar
las tres coordenadas cartesianas x, y y z, o coordenadas esféricas.

3.3.1. Cuerda = ecuacion de ondas clasica

En la nueva notacién y en el caso de oscilaciones transversales de la cadena con cuentas,
el sistema de ecuaciones diferenciales (3.7) queda

82
= 2 [ 0, 1)~ 20(x, 1) + 9 — 0, )] (3.31)

Observar que hasta aca solamente se trata de un cambio de notacién, porque x toma
solamente los valores discretos na. Pero si ahora pensamos en el limite fisico de muchas
partes méviles muy juntas, entonces podemos aproximar x por una variable continua,
que es en el fondo lo que hacemos implicitamente en la ferreteria cuando pedimos una
cierta longitud de cable, en vez de especificar el nimero de partes méviles. En este caso,
¥ (x,t) es una funcién de x que da la foto del sistema en cada instante t. Y como a es muy
chiquito y si la foto no es muy “patolégica” *, entonces podemos desarrollar v (x + a,t)
en serie de Taylor alrededor de x
oY 82w 1 0% 1 0%
rta,t) = Yz, t) a —(x,t) +a? +a3 ——+ ——+--- . (3.32
Introduciendo estos desarrollos en (3.31), todos los términos con derivadas impares se
cancelan, mientras que los términos con derivadas pares se refuerzan. Asi obtenemos
0?1 T [, 0% 2 0%

- “ZY L 3.33
ot? maaax2+a4‘84+ ( )

3es decir, suponemos que en las fotos de sistemas reales las derivadas que aparecen en los desarrollos
de Taylor estan bien definidas
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una expresion que dirfa que la aceleracién vertical de este sistema, en el limite matematico
a — 0, es nula. Un resultado feo pero consistente con el hecho de que cuando pusimos
mas partes en el sistema, dejamos constante la masa de cada parte movil. Y en el limite
de N - ooy a — 0, llegamos a un sistema con masa infinita, por eso la aceleraciéon
vertical resulta cero, porque no lo podemos mover.

Pero el procedimiento anterior, si bien correcto matematicamente, es inconsistente con
la motivacién fisica inicial, donde esperabamos que a partir de un dado valor de N no
importara el nimero de partes moviles contenidas en una longitud fija del sistema. Para
que la masa del sistema con longitud L sea independiente del nimero de partes moviles,
tenemos que pedir que en este limite la cantidad m/a permanezca constante. Vemos asi
que en nuestra descripcion aparece naturalmente una magnitud p

.m
p=lim =, (3.34)

llamada densidad lineal de masa, o masa por unidad de longitud, que en el caso de cuentas
idénticas equiespaciadas toma un valor independiente de z. Asi, el lado izquierdo de (3.31)
no tiende a cero cuando a — 0 y el sistema de ecuaciones para el movimiento del sistema
se transforma en una proporcionalidad entre dos derivadas segundas parciales

Py Ty 9%
~—~
UQ

la derivada segunda temporal (la aceleracién) y la derivada segunda espacial (relacionada
con la fuerza restitutiva). Esta ecuacién es la ecuacién de ondas cléasicas en su versién
unidimensional para un sistema que ocupa una direccién fija en el espacio (o sea, uni-
dimensional en cartesianas, no en esféricas). El factor de proporcionalidad entre las dos
derivadas segundas parciales en (3.35)

. Th

v , (3.36)
p

tiene unidades de velocidad al cuadrado, v recibe el nombre de velocidad de fase y ya
podemos intuir que es una velocidad asociada con la onda.

A primera vista es sorprendente que el conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias
acopladas que describia la dindmica del conjunto de partes méviles del sistema, haya co-
lapsado en esta sencilla ecuacién diferencial en derivadas parciales. Aunque veremos que
no tan sencilla, en particular cuando vayamos descubriendo la gran diversidad de solu-
ciones que admite y la gran cantidad de fenémenos fisicos que estas soluciones describen.

3.3.2. Slinky = ecuacion de ondas clasica

Como se discutié en 3.1.6, las oscilaciones longitudinales de una cadena con N cuentas
idénticas equiespaciadas unidas por resortes idénticos, también tienen ecuaciones de mo-
vimiento de la misma forma que (3.7), excepto que ahora 1, (t) representan apartamientos
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longitudinales, y que Ty, = ka, porque en vez de sogas hay resortes. La ecuacién analoga
a (3.7) se escribe como

wn - % (1/)n+1 - 2¢n + 77071—1) . (337)

Aparte de estos detalles, sigue siendo valido el cambio de notacién (3.31) y también pode-
mos repetir los desarrollos (3.32) para prepararnos para el limite a — 0. Al reemplazar en
(3.37), se siguen cancelando los términos con derivadas impares y reforzando los términos
con derivadas pares y asi obtenemos

2 2 o2 4
Py Oy 20
ot? m L ox? 4! Oxt
La aceleracién en el limite matematico a — 0 de nuevo pareceria nula, pero en nuestro
limite fisico queremos que las propiedades del sistema con longitud L sean independientes
del ntimero de partes moviles. Aplicado a la masa, y al igual que en el caso de las sogas
con cuentas, esto impone que la cantidad m/a permanezca constante cuando a — 0. 'Y
aplicado a la elasticidad equivalente, esto impone que a medida que se agregan resortes,
se cambie la constante k de los mismos, de manera tal que el resorte equivalente de
longitud L formado por resortes en serie con constantes k, tenga una elasticidad que sea
independiente de N, es decir de a. Como la constante equivalente K, de N resortes en
serie con la misma constante k es
1 1 1 1 N L

==+ -+ =—=—
K. Lk k k- k ak
y teniendo en cuenta que la propiedad extensiva (la que se suma cuando se aumenta el
nimero de partes del sistema) es la inversa de las constantes de los resortes, en el limite
fisico tenemos que pedir que la constante inversa del resorte por unidad de longitud,

1
K. L
sea una propiedad del sistema, independientemente de la longitud. Entonces, la cantidad
ka?/m que aparece en (3.38) tiende a una constante

ka®> K.L
mop

(3.38)

y en el limite a — 0, (3.38) se transforma, igual que en (3.35), en una proporcionalidad
entre las dos derivadas segundas parciales
9%y  K.L 9%
o p 0%’

——

v?

(3.39)

De nuevo encontramos la ecuacién de ondas clasicas en su versiéon unidimensional
para un sistema que ocupa una direccién fija en el espacio, pero ahora la velocidad de
fase, el factor de proporcionalidad entre las dos derivadas segundas parciales con unidades

de velocidad al cuadrado, es
K. L
v? = . (3.40)
p
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3.3.3. Péndulos acoplados = ecuacion de Klein-Gordon

De manera completamente andloga a lo hecho en 3.3.1 y 3.3.2, empleemos ahora la
descripcion continua para estudiar el caso limite de @ — 0 en un sistema de péndulos
idénticos acoplados como el visto en 3.2. Empezamos por cambiar la notacién en el sis-
tema de ecuaciones diferenciales, originalmente dado por (3.25). Seguimos empleando los
reemplazos (3.31) y también usamos los desarrollos de Taylor (3.32) para prepararnos
para el limite a — 0. Al reemplazar en (3.25), se siguen cancelando los términos con
derivadas impares y reforzando los términos con derivadas pares y luego de tener en
cuenta las consideraciones sobre las propiedades intensivas de una longitud L de sistema
de péndulos acoplados, obtenemos la siguiente ecuacion en derivadas parciales

2 2
%—tf = —wg) + v° % : (3.41)
con v? dado por (3.40). Esta ecuacién se parece mucho a la ecuacién de ondas clésica,
excepto que ahora difiere en un nuevo término que contiene a la funcién ) multiplicada
por w? y se conoce como la ecuacién de ondas de Klein-Gordon unidimensional (se
reduce a la ecuacién de ondas clasicas (3.39) en el caso wy = 0).

3.4. La ecuacion de ondas

Como se discuti6 en el contexto de las ecs. (3.16) y (3.17), la ec. de dispersién (3.13)
para el sistema discreto se puede reescribir como una relaciéon entre w y la frecuencia
espacial k = ©/a. En el limite continuo (a — 0) el valor del seno en (3.13) se puede
aproximar por su argumento

T k T
w=21/=2 |sin |~y /222 k| (3.42)
ma 2 m

y la ec. de dispersién w(k) para una cuerda homogénea es una funcién lineal, de pendiente

Ty
V=y|—. 3.43
) (3.43)

Esta pendiente tiene unidades de velocidad y se llama velocidad de fase. En el caso de
la cuerda homogénea la velocidad de fase depende solamente de Tj y de p, pero no de la
frecuencia, se dice que es un caso no dispersivo. En cambio, cuando la velocidad de
fase depende de la frecuencia, se dice que es un caso dispersivo.

Ecuaciones de ondas como la (3.35), de la forma

Py 0%
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no solamente rigen la evolucién del apartamiento del equilibrio de una soga eldstica ho-
mogénea, sino también la perturbacion de magnitudes fisicas en fenomenologias muy
distintas a la de la soga, como la presién en un gas (ondas acusticas, donde v depende
del tipo de gas y de la presién en el equilibrio) o el campo eléctrico en el vacio (ondas
electromagnéticas, donde v es una constante universal, la velocidad de la luz en el vacio).

Figura 3.7: Extremo libre: la cuerda con anillo no ejerce fuerza transversal sobre la varilla = cuerda
horizontal = pendiente cero.

3.5. Modos normales en el medio continuo

Si en vez de buscar la solucién mas general de la ec. (3.44) buscamos soluciones que co-
rrespondan a modos (es decir, soluciones donde las partes blablabla, blablabla, blablabla)
necesariamente tenemos que restringir la biisqueda a funciones de onda de la forma

P(x,t) = A(z) cos(wt + ), (3.45)

donde la funcién A(z) juega un papel andlogo a la sucesién A,, en la versién discreta (ver
4.1.2, pagina 49). Los modos normales de la soga o de otros medios continuos limitados en
el espacio y que responden a la ecuacion de ondas clasicas se llaman ondas estacionarias.
Para encontrar A(z), reemplazamos (3.45) en (3.44) y queda

PA  w?

W—FﬁAZO, (3.46)
——
k2

que es como la ecuacién del oscilador arménico, pero en el dominio espacial en vez del
temporal. Las soluciones tienen la forma

A(z) = B sin(kx) + C cos(kx), (3.47)
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Figura 3.8: Formas de los primeros modos

donde B y C' son constantes y
w
k=

; .
Comparar (3.45) con la ec. (3.10) y (3.48) con (3.42). Resumen: un modo normal (u onda
estacionaria) de la cuerda tiene la forma

(3.48)

bz, t) = [B sin(k z) + C cos(kz)| cos(wt + ), (3.49)

donde determinaremos k a partir de las condiciones en los extremos (z = 0, L) y deter-
minaremos w(k) con la relacién de dispersion.

3.6. Condiciones en los extremos

En muchos problemas ondulatorios aparecen dos condiciones de extremos que ma-
tematicamente se manifiestan como “funcién igual a cero” o como “derivada igual a
cero”. La condicién “funcién igual a cero” se debe aplicar en el caso de la cuerda para un
extremo fijo y es analoga a la condicién usada para las amplitudes de la cadena discreta
en la seccion 3.1.4. Si los dos extremos de la cuerda estan fijos, entonces

¥(0,t) = (L, t) =0. (3.50)

En cambio, la condicién “derivada igual a cero” aparece en la cuerda homogénea en la
situacion de extremo libre, que podemos idealizar siguiendo los lineamientos de la seccién
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3.1.5, pensando que el extremo de la soga estd unido a un anillo sin masa que desliza
por una varilla vertical sin rozamiento (ver figura 3.9). En estas condiciones, la varilla no
puede ejercer fuerza vertical sobre el sistema cuerda—anillo (porque no hay rozamiento).
Entonces, el sistema cuerda—anillo no ejerce fuerza transversal sobre la varilla y la tinica
manera para que esto suceda es que la cuerda quede horizontal, es decir, que su pendiente
sea cero y asi no hay proyeccion de la tension en la direccién vertical. Observar que la
misma condicién se puede obtener a partir de la ec. (3.24) en el limite de a — 0. Para
una cuerda con dos extremos libres, se debe pedir

0v0.8) _ V(LT _ (3.51)

ox Ox

Por supuesto puede haber situaciones con un extremo fijo y el otro libre. Como en el caso
discreto, las condiciones en los extremos no cambian la relacién entre w y k, solamente
seleccionan los valores de k£ permitidos.

3.7. Cuerda con extremos fijos

3.7.1. Discretizacion de los modos normales

Para una cuerda uniforme de longitud L con extremos fijos en x = 0y en x = L, se
debe pedir que
C=01y Bsin(kL)=0, (3.52)

por lo tanto
kL = pnr, p=12 ... (3.53)

y se discretizan los valores de k y las frecuencias de cada modo

s 2L T |1y

El movimiento més general de la cuerda continua para vibraciones transversales es una
superposicién de todos los modos

o0
P(x,t) = Z B, sin(k, x) cos(wpt + ©,) , (3.55)
p=1
y esperamos que esta expresion siga describiendo el comportamiento fisico de un sistema

discreto con muchas partes moviles siempre y cuando las condiciones iniciales exciten
modos con longitudes de onda A, > a.

En la figura 3.8 estan dibujadas las amplitudes A,(z) (ver eq. (3.47)) con k, y w, =
21y, dados por las ecs. (3.54).
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Figura 3.9: Problema de condiciones iniciales, encontrar By, y ¢, en la ec. (3.54) a partir de
W(x,0) y de 2E80 vy € [0, L]

3.7.2. Condiciones iniciales

Imponemos las condiciones iniciales en la expresién de la ec. (3.55)

P(x,0) = Z B, sin(k, z) cos ¢, , (3.56)
p=1
y
oY(z,0 = , ,
% =— Z wp By, sin(k, x) singp, . (3.57)
p=1

Las funciones a la izquierda de las igualdades (3.56) y (3.57) son conocidas, la primera
funcién es la foto de la forma de la soga en el instante inicial y la otra es la velocidad
inicial en cada punto de la soga. ;Cémo obtener la doble infinitud de amplitudes B, y
fases ¢,?

Cuando los fisicos queremos una solucién ya mismo, pero no sabemos matemética ni
tenemos tiempo de aprender, recurrimos a métodos FB (llamados asi por las iniciales
de Fuerza Bruta). Para nuestro problema de determinar B, y ¢,, un método FB podria
proceder de la siguiente manera. Primero, truncar las series y quedarse con 20 términos en
cada sumatoria, 20 en (3.56) y 20 en (3.57). Se tendrian asi 40 incégnitas, 20 amplitudes B,
y 20 fases ¢,. Y como las igualdades (3.56) y (3.57) deben cumplirse para todo 0 < = < L,
podria forzarse el cumplimiento de estas igualdades en tantos valores de = distintos como
hiciera falta. Por ejemplo, en una grilla equiespaciada de 20 puntos 0 < z, < L, con

qg = 1,2, ...20. Se tendria entonces un sistema de 40 ecuaciones con 40 incégnitas.
Y con suerte y con una computadora, es probable que se puedan encontrar valores de
B,y ¢y, p=1,2,...20 para que las 40 ecuaciones se cumplan lo mas ajustadamente

posible. Para comprobar si la propuesta FB funciona o no, el proceso se puede repetir
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truncando las series con 40, en vez de 20 términos, con lo cual ahora habria 80 incégnitas,
40 amplitudes B, y 40 fases ¢,, que pueden obtenerse numéricamente como antes, pero
forzando el cumplimiento de las igualdades (3.56) y (3.57) en una grilla equiespaciada de
40 (en vez de 20) puntos 0 < z, < L, con ¢ =1, 2, ... 40. Si el proceso FB funciona, las
20 primeras incégnitas B, y ¢, obtenidas en la segunda truncacién, deberfan parecerse
bastante a las obtenidas en la primera truncacién, ademas de observarse que las ultimas
20 obtenidas en la segunda truncacién van tomando valores menos significativos. Si esto
no ocurre, se puede seguir aumentando el parametro de truncacién y ver si este proceso
converge. Asi tendriamos un método numérico, que habria que ver bajo que condiciones
converge . .. todo esto pertenece al drea de la fisica computacional. Afortunadamente, hay
un método mas facil, el método de las series de Fourier, que permite encontrar de manera
exacta las infinitas incégnitas B, y ¢, que aseguran el cumplimiento de (3.56) y (3.57)
en todo el intervalo 0 < x < L. Veremos a continuacién el método de las series de Fourier
para el caso de la cuerda con extremos fijos, aunque este método se puede aplicar, con
pequenas variantes, para otras soluciones de la ecuacién de onda unidimensional y para
otras condiciones de extremos.

3.7.3. Series de Fourier

A la derecha de las igualdades (3.56) y (3.57) tenemos dos series que sabemos cudnto
dan para todo valor de x € [0, L] (sobre la soga): la serie en (3.56) tiene que dar la forma
de la soga en el instante inicial y la serie en (3.57) tiene que dar la velocidad inicial de cada
punto de la soga. Nuestro problema es usar esta informacién para obtener las amplitudes
B, y las fases ¢,, p = 1, 2, ... 0o, porque estas cantidades son lo tnico que nos falta
para describir completamente las vibraciones transversales de la cuerda (ver ec. (3.55)).

Algo realmente sorprendente y extranamente antiintuitivo de la ec. (3.55) es que dice
que la forma de la soga en cualquier instante de tiempo ¢, (en particular también en el
instante incial, como en (3.56))

Y(x,to) = Y By, cos(wpto + ) sin(k, z) | (3.58)
p=1 o
F

p

se puede escribir como una suma infinita de funciones sinusoidales de amplitudes F), y
con frecuencias espaciales k, que son multiplos enteros de la frecuencia espacial funda-
mental k; = 7/L. Puede sonar raro que una funcién de x, definida para x € [0, L] y tan
arbitraria como puede ser la forma de la cuerda con extremos fijos en un instante dado,
se pueda escribir de esta manera. A Jean—Baptiste Joseph Fourier también le sonaba raro
y gracias a que se salvé de ser guillotinado en la Revolucién Francesa fue el primero
que pudo demostrar esta propiedad en 1807. Por eso hoy decimos que en la ec. (3.58)
estamos haciendo un analisis de Fourier espacial. Otra consecuencia sorprendente y
antiintuitiva de la ec. (3.55) es que el movimiento mas general de un punto arbitrario de
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la cuerda (por ejemplo, el punto zy € [0, L])

(xo, t) = Z B, sin(k, zo) cos(wyt + ¢p), (3.59)
P

siempre viene dado por una funcién del tiempo que se puede escribir como una suma
infinita de funciones arménicas de amplitudes G, y frecuencias w, que son multiplos
enteros de una frecuencia fundamental wy = 7v/L (ver (3.54)). Observar que todos los
términos de la serie (3.55) tienen periodos que entran un nimero entero de veces en
el perfodo asociado con la frecuencia fundamental (7, = T3 /p). Esto quiere decir que la
funcién ¥ (g, t) es periddica, de periodo 77. Y de nuevo, es raro que una funcién periddica
de periodo T}, tan arbitraria como puede ser el desplazamiento de un punto cualquiera
de la cuerda, se pueda escribir como una combinacién de funciones armonicas puras, con
amplitudes y fases convenientes. De nuevo estamos ante un analisis de Fourier, pero
ahora temporal en vez de espacial.

Por lo discutido en el parrafo anterior, queda claro que para resolver el problema de
condiciones iniciales representado por las ecs. (3.56) y (3.57) hay que hacer un andlisis de
Fourier espacial y encontrar los coeficientes que multiplican a las funciones seno. En la
ec. (3.56) estos coeficientes son directamente B, cos ¢, mientras que en la ec. (3.57) los
coeficientes son —w, B, sin ¢,. Si sabemos encontrar estos coeficientes, luego podremos
hallar B, y ¢, tal como hicimos tantas veces (ver (2.8)), mediante el procedimiento de
elevar al cuadrado y sumar miembro a miembro las ecuaciones obtenidas (para obtener
B,) y dividir miembro a miembro (para obtener la tangente de ¢,).

Coeficientes de la serie de Fourier impar

Las ecs. (3.56) y (3.57) tienen la forma
F(r)=)_ F, sinkyz, 0<z<L, (3.60)
p=1

donde F(x) es dato y satisface las condiciones de extremos fijos, es decir, F(0) = F(L) =
0. Para encontrar F), (los coeficientes del desarrollo en serie de Fourier de la funcién F'(z)),
el procedimiento siempre es el mismo y consiste en multiplicar miembro a miembro la
igualdad por una funcion y luego integrar. Si la funcion se elige “bien”, al integrar se logra
que la serie colapse a un solo término. Las funciones que permiten obtener este efecto
tan conveniente son las mismas funciones asociadas a los modos, es decir las funciones
sin k,x, p=1, 2, ... co. Para ver que esto es asi, calculemos las integrales

L
I, = / sin kyz sin ko dx. (3.61)
0

Usando la identidad
2 sena senb = cos(a — b) — cos(a + b),
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el integrando se puede poner como una suma de cosenos. Y como la integral de cada
coseno es un seno, queda

(3.62)

L
1 rsin(k, — kg)z  sin(k, + kq)x}
L) R by + kg

La evaluacién en x = 0 da cero. Y la evaluacién en = L también, porque segin (3.54),
(k, £ k,) L es siempre multiplo entero de 7. O sea, que hemos demostrado que I,, = 0.
.Seguro? ;Y qué pasa con el denominador en (3.62) cuando k, = k,? Ah, no, en ese caso
resulta que I,, no da cero, sino que da L/2. En definitiva, hemos demostrado que

L
L

I, = / sin k,x sin kgx dr = ) Spg » (3.63)

0

con d,, la delta de Kronecker (igual a 1 si p = ¢, o igual a 0 cuando p # ¢). Con este
resultado encaramos el procedimiento que mencionamos después de la ec. (3.60): multi-
plicamos miembro a miembro la igualdad por sin k,z y luego integramos en el intervalo
0 < x < L. En el lado derecho la integral de la suma es la suma de las integrales (excepto

P=2 P=5

08
06 1
04t

02t

P=11 P=31

08

06 1

04

02t

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 08 1

Figura 3.10: La funcién diente de sierra triangular definida por (3.66) (conr =1y L =1)y
su sintesis parcial sumando solamente los P primeros términos de su serie de Fourier (3.60)
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en casos muy patoldgicos), y entonces queda

L 00
L

/0 F(x) sin k,z do = Z F, I, = 5 F,, (3.64)

p=1

es decir que
9 L
F, = T / F(z) sin k,z dx, (3.65)
0

para todo valor de ¢ = 1, 2, ... 00. Y si todo converge bien, esta “receta” (3.65) nos au-

torizarfa entonces a hacer una identificacién entre la funcién F'(x), definida en el intervalo
finito [0, L] y nula en los extremos del intervalo (el lado izquierdo de (3.60)), con la serie
de funciones sinusoidales de amplitudes F}, y frecuencias espaciales multiplos enteros de
la frecuencia fundamental 7/L (el lado derecho de (3.60)). Notar que si bien en nuestro
problema fisico sélo interesa el valor de F(x) en el intervalo 0 < z < L, la serie a la
derecha de la igualdad (3.60) puede ser evaluada fuera de este intervalo. Es claro que la
serie representa una funcién periddica, con el periodo (2L) del arménico més bajo, ya que

sin [k (z + i—ﬂ)] = sin (kyx + 27p) = sin k, z.
1
. Qué sucede en el intervalo [—L, 0] (y en todos los intervalos equivalentes, separados del
intervalo [— L, 0] por multiplos de 2L), donde la informacién sobre F'(x) es irrelevante para
el problema fisico que estamos tratando? Debido a que los senos son funciones impares,
F(—z) = —F(z) y entonces la serie representa una funcién impar. Y revisando los pasos
anteriores, es facil convencerse que bajo las mismas condiciones de convergencia, toda
funcién periédica impar admite un desarrollo en serie de Fourier dado por (3.64) con
amplitudes dadas por (3.65).

Ejemplo: diente de sierra

Una manera infalible de poner a prueba nuestro entendimiento del significado de la
igualdad (3.60), es llevarlo a la préactica numérica, por ejemplo comparando una F'(z)
muy sencilla, definida en el intervalo [0, L], con distintas aproximaciones obtenidas su-
mando solamente un numero finito de términos de la serie de Fourier que corresponde a
esta misma funcién prolongada periédicamente por imparidad al intervalo [—L, 0]. Para
experimentar numéricamente usemos la funcién en forma de tridngulo que se muestra en
color azul en la figura 3.10 y definida por

F(x) =

{rm si 0<x<L, (3.66)

0 cuando z = L.

Esta funcién tiene la ventaja de que las integrales (3.65) se obtienen analiticamente de
forma muy sencilla, aunque no seria la mas adecuada para representar una condiciéon
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inicial realista (recordemos que fueron las condiciones iniciales las que nos trajeron por
este camino). Con cuentas muy faciles se demuestra que

2r L
F, = (-1)m == g=1,2, ... 00. (3.67)
qTm

En los gréficos de la figura 3.10 se muestran las sintesis parciales obtenidas en el inter-
valo [0, L], para el caso r = 1, L = 1 y distintos truncamientos de la serie. Observar que
el nimero de crestas y valles en las lineas rojas da directamente el nimero de términos
empleados y que la amplitud de crestas y valles disminuye a medida que la suma de senos
va aproximando mejor a la funciéon. En la figura 3.13 se muestran mas detalles sobre
la convergencia del calculo numérico y el comportamiento de la serie fuera del intervalo
[0, L]. {No es asombroso que una funcién radicalmente tan diferente de una sinusoide se
pueda sintentizar usando solamente funciones sinusoidales?

p=41 P=201

1.0 4 1.0

0.5 4 0.5 4

0.0 A 0.0 A

0.‘0 0.‘5 1.‘0 1.‘5 2:0 2.‘5 0.‘0 0.‘5 l.IO l.‘S 2:0 2.‘5
X X
Figura 3.11: La prolongacién periédica impar de la funcién diente de sierra triangular definida

por (3.66) (con 7 =1y L = 1), sumas parciales con 41 y 201 primeros términos en (3.60).

Como las herramientas computacionales son ineludibles en la formacién de todo cientifi-
co, podemos experimentar numéricamente el ejemplo del diente de sierra con este sencillo
script de Python, usado para obtener las figuras 3.10 y 3.13:

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

r=1.0 #pendiente de la recta

L=1 #longitud de la cuerda

veces=2.5 #intervalo a graficar [0,vecesx*L]
Pmax=32 #suma Pmax-1 senos
x=np.linspace(0.0,veces*L,1000) #grilla para serie
xsoga=np.linspace(0.0,L,100) #grilla para soga
k=np.pi/L #frecuencia espacial fundamental

Faprox=0 #inicializo aproximacion de F
F=r*xsoga #diente de sierra evaluado en xsoga
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Figura 3.12: El pulso rectangular (3.68) (azul) y su sintesis parcial con P armonicos (rojo).

F[99]1=0 #fuerzo 0 en xsoga=L

for p in range(1l,Pmax): #ciclo suma serie truncada
Fp=(-1) *x(p+1) *(2*xr*L) /(p*np.pi)
Faprox=Faprox+Fp*np.sin(p*k*x)

plt.plot(x,Faprox,c=’r’) #grafico F aproximada
plt.plot(xsoga,F,c="b’) #grafico diente de sierra

plt.title (’P=%1i’> ¥%(Pmax-1)) #pongo titulo

plt.xlabel(’x’, fontsize=18) #etiqueto eje x

plt.grid(b=True, which=’major’, color=’xkcd:silver’, linestyle
=1_:)

#pepe=directorio de trabajo donde esta el script
plt.savefig(r’d:\pepe\fourierl.png’, format=’png’)

Ejecuten el script, modifiquenlo, jueguen con los datos, visualicen comportamientos fisicos,
en sintesis: jexperimenten numéricamente! Un buen plan es reproducir primero los resultados
de las figuras 3.10 y 3.13 y luego, modificando los scripts, probar con otras pendientes, otros
truncamientos u otras funciones (cambiar la definicién de F', por ejemplo una funcién F' con
dos tramos rectos).
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P=200 P=500

1.04 1.0

0.5 4 0.5 4

0.0 4 1 r 0.0 4 1 r

-1.01 -1.01

.0 0.5 l.(;( 15 2.0 0.0 0.5 l.OX 1.5 20
Figura 3.13: La prolongacién periédica impar del pulso rectangular definido por (3.68) apro-

ximada por las sumas parciales con 200 y 500 primeros términos en (3.60), pardmetros a = 1,
zg=04,c=0.2, L =1.

Ejemplo: pulso rectangular

Como nuevo ejemplo, probemos con un pulso rectangular de ancho ¢ y altura a, localizado
entre xg y g + ¢ y definida por

2 = a x € [zo, 0 + ¢,
Flw) = {0 x ¢ [z, 20 + . (368)

Ahora las amplitudes de los arménicos son

2
F:i[coskqxo—coskq(xo—i—c) , g=1,2,... 0. (3.69)
qm

En la figura 3.12 se muestran sintesis parciales obtenidas con distintos truncamientos en el caso
a=1,290=0.4,¢c=0.2y L=1. El script de Python empleado para obtener las figuras (3.10)
y (3.13) * se obtuvo haciendo pequefias modificaciones al script de la pagina 72, de manera de
incluir la nueva funcién, (3.68), y los nuevos coeficientes, (3.69).

Condiciones iniciales = B, y ¢,

Ahora ya estamos en condiciones de resolver completamente el problema de condiciones ini-
ciales representado por las ecs. (3.56) y (3.57). Para eso recordemos que las dos series tienen la
forma de la ec. (3.60) y que entonces sus amplitudes de Fourier F), estdn determinadas por la
expresion (3.65). De esta manera, resulta que

2 L
By, cos ), = 7 /0 Y(x,0) sin kpx dz,
(3.70)
2 L oy(x,0)

—wp By, sinpp, = I /0 T sin kpx dx .

“hay una copia en http://bit.ly/Fourier0102
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Asi obtenemos B,

1/2

Bp:% {[/OLw(x,O) sin k, x dx]Q—&-é [/()LW sin kp x dxr} ; (3.71)
P

y tan g,
L
/0 W sin kpx dx

L
/ Y(z,0) sin kyz dz
0

tanp, = —— , (3.72)

Wp

y como las ecs. (3.56) y (3.57) dan los signos de los senos y cosenos, las fases ¢, queda bien
determinadas en el intervalo [0, 2%}.

Notar que:

= Si la velocidad inicial de todos los puntos de la soga es cero, ¢, = 0 Vp;

= Si la velocidad inicial de todos los puntos de la soga es cero y si la forma inicial tiene la
forma de uno de los modos (ver figura 3.8), la soga permanece oscilando en dicho modo;

» Si la velocidad inicial de todos los puntos de la soga es cero y si la forma inicial tiene
un nodo (un punto de desplazamiento nulo) que coincide con el nodo de un modo, la
soga permanece oscilando en una superposicién de modos que también tengan un nodo
en el mismo lugar. Ejemplo de esta situacién son los “sonidos arménicos” de la guitarra
y otros instrumentos de cuerda, que se obtienen cuando el ejecutante fuerza un nodo en
la deformacién inicial

= Andlogamente, cuando la forma inicial tiene desplazamiento no nulo en el lugar que co-
rresponde al nodo de un armoénico, el efecto resultante es suprimir dicho arménico. Por
este motivo, los pianos actsticos se disenan para que los martillos que golpean las cuerdas
peguen aproximadamente a una distancia que sea la séptima parte de la longitud de la
cuerda. De esta manera, logran atenuar muchisimo la amplitud del séptimo armodnico,
cuyo sonido no es “agradable” (No entramos a discutir qué se entiende por agradable.
Nos pueden decir que significa “disonante”. Pero tampoco vamos a entrar a discutir qué
se entiende por disonante).

3.7.4. Evolucion temporal

Una vez hallados B, y ¢, (p = 1, 2, ... 00), el movimiento de la soga queda determinado
para todo instante. Por ejemplo, en la figura 3.14 se muestran imagenes de los primeros instantes
de la evolucién de la deformacién para una soga con L = 1 m y condicién inicial en forma de
pulso rectangular, como en (3.68), con a =1 cm y con zy =0.45 m y ¢ =0.1 m (pulso centrado
en la mitad de la soga). La densidad y la tensién se eligen para que la velocidad de fase sea
v =1 cm/s y la velocidad inicial de todos los puntos de la soga es nula. En este caso todos los
¢p son nulos y los B, estan dados por (3.69). Para seguir la deformacién de la soga tenemos
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Figura 3.14: ¢(x,t) para t = 0s, 1s,2s,3s,4s y 5 s. La deformacién inicial tiene la forma de
pulso rectangular indicada en (3.68), con g =0.45 m, ¢ =0.1 m, a =1 cm y v =1 cm/s. La
velocidad inicial de todos los puntos de la soga es nula. Para evaluar las series se usé6 N, = 1000.
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que usar (3.55), truncando la serie en un nimero finito de términos Ny. Para evaluar esta serie
en t # 0 modificamos el script usado para evaluar la serie en t = 0.

En la figura 3.14 se observa que la deformacién, localizada inicialmente alrededor de ¢ =
0.5 m, se empieza a “desparramar” y se propaga hacia las zonas vecinas. En t = 5 s la defor-
macion se “ensanchd”, pero se hizo menos intensa en cada punto (bajé su amplitud).

Para 5s <t < 50s, ver figura 3.15, la deformacién se sigue extendiendo a las zonas vecinas,
en la forma de dos paquetes que parecen muy independientes. Si alguien nos preguntara la razén
de este comportamiento, podriamos decir que porque las cuentas dan asi. {Pero seguramente no
nos quedariamos conformes! Seria atrayente poder explicar cosas sin tener que seguir sumando
la serie en cada instante. jPodriamos predecir la distancia entre los centros de los dos paquetes
para cada instante? Estamos en un punto critico, porque con estos ejemplos queda claro que para

t=6 t=9

04 : : : . 04t
1 —m7 | ] —J’—LL |
ok : 1 ok L : 1
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04 1 04

t=18 t=30
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Figura 3.15: ¢(x,t) para bs < t < 50s. La deformacién inicial tiene la forma de onda cuadrada
indicada en la eq. (3.68), con g = 0.45 m, ¢ = 0.1 m, a =1 cm y v = 1 cm/s. La velocidad
inicial de todos los puntos de la soga es nula.
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Figura 3.16: ¢(z,t) para 45s < t < 94s. La deformacién inicial tiene la forma de onda cuadrada
indicada en la eq. (3.68), con xg =0.45 m, ¢ =0.1 m, a =1 cm y v = 1 cm/s. La velocidad inicial
de todos los puntos de la soga es nula.

entender los comportamientos ilustrados en estas figuras, la descripciéon que venimos haciendo
con los modos normales no parece muy adecuada. Para hablar del rasgueo de la guitarra parecia
que los modos normales estaban muy bien, pero acd vemos que no explica claramente lo que
sucede con estos paquetitos. Si bien las cuentas dan, nos gustaria descubrir los mecanismos
fisicos que nos ayuden a comprender mejor lo que estamos viendo.

Llegados a este punto, conviene reflexionar y darse cuenta que estamos cumpliendo el plan que
nos habiamos propuesto inicialmente: partiendo de sistemas mecénicos con pocas partes moviles,
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fuimos agregando partes méviles y en el limite continuo llegamos a una ecuacién llamada “de
ondas”. Y aunque todavia faltan cosas, el ejemplo que acabamos de ver muestra claramente que
estamos en presencia de perturbaciones que se propagan, es decir, estamos poniendo en evidencia
los comportamientos ondulatorios. La evolucién de la deformacién en este ejemplo se puede ver
en un gif animado (fécil de hacer con Python) en este enlace http://bit.1ly/1L0ZxYO0.

;,Qué sentido fisico tienen en esta simulacién tiempos “especiales”, como t = 5 s, donde la
altura del pulso disminuyé a la mitad y su ancho se duplicé respecto al pulso original? ;O
t =50s (ver figura 3.16), donde la deformacién de la soga es nula en todo punto? ;Estamos en
condiciones de encontrar otros tiempos criticos y de relacionarlos con mecanismos sencillos, que
se puedan explicar sin tener que sumar una serie? A continuacién veremos que estos tiempos
“especiales” estan relacionados con mecanismos ondulatorios escondidos detras de los modos
normales y que estos mecanismos se pueden poner en evidencia sin necesidad de sumar las
series, no solamente en el ejemplo que estamos viendo de soga con extremos fijos, sino también
en cualquier otra sistema unidimensional gobernado por la ecuacién de ondas clasicas (3.35).

3.8. ondas estacionarias = suma de ondas viajeras

Segin (3.49) (pagina 65), la onda estacionaria de la cuerda eldstica homogénea, o de cualquier
otro sistema continuo gobernado por (3.35), tiene la forma

P(x,t) = [B sin(k z) + C cos(k ac)] cos(wt + @), (3.73)
D sin(kz + «)

con k = w/v. Este tipo de solucién puede representar un modo normal como en la ec. (3.49), en
cuyo caso w queda determinada por las condiciones en los extremos. O también puede representar
la respuesta forzada estacionaria de un sistema impulsado armoénicamente desde alguno de sus
extremos, en cuyo caso w es impuesta por la fuerza impulsora.

Usando identidades trigonométricas, el producto de un seno por un coseno puede transfor-
marse en una suma de dos senos y asi la onda estacionaria puede reescribirse como

D
¢($,t):5 sin(kxr—wt+a—¢)+sin(kz+wt+a+ep)|. (3.74)

Prestemos atencién al primer seno, el que depende de la variable fasel: vale cero cuando fasel
es cero, vale 0.5 cuando fasel es 7/6, vale uno cuando fasel es /2, etc. Supogamos que estoy
obsesionado en moverme con esta sinusoide siempre al lado del valor 0.5. Para asegurarme de
estar en el lugar x y en el momento t adecuados lo tinico que tengo que pedir es que el argumento
fasel valga siempre 7/6. Porque si me quedo parado en donde estoy voy a perder el valor 0.5,
porque el argumento fasel cambia a medida que pasa el tiempo. Dicho de otra manera, si en el
instante ¢t + At quiero seguir al lado del valor 0.5 del seno, entonces tendria que moverme a una
posicién z + Az que me asegure de que fasel continia valiendo /6. Es decir, que los valores
Ax y At no son arbitrarios: tienen que preservar el valor de que me daba 0.5 para el seno,
0 sea
kr—wt+a—p=k(z+Az)—w(t+At)+a—p=1/6,


http://bit.ly/1LOZxYO
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= kAr—wAt=0,
Az w

En resumen: para seguir al valor 0.5 (o a cualquier otro valor del primer seno en el que estemos
interesados), tenemos que mantener fasel constante y para eso hay que moverse hacia mayores
valores de x con una velocidad igual a la velocidad v que aparece en la ecuacién de ondas. Ahora
queda claro el nombre de velocidad de fase para v y el nombre onda progresiva para el
primer seno en la ec. (3.74) y para cualquier otra funcién que dependa de la combinacién x — vt.
Un anélisis similar para el segundo seno en (3.74) muestra que para seguir un valor determinado
de la funciéon que depende del argumento fase2, es necesario desplazarse hacia menores valores
de x a medida que pasa el tiempo, es decir hay que desplazarse con velocidad —v. Por eso el
nombre de onda regresiva para el segundo seno en la ec. (3.74) y para cualquier otra funcién
que dependa de la combinacién x + vt.

Si estamos interesados en cémo evoluciona la deformacién inicial del sistema, usamos la
expresion general, con modos de la forma (3.73), anédloga a (3.55), pero con C' # 0. En términos
de la representacion progresiva-regresiva (3.74), la evolucién se escribe

1 o0
Y(x,t) Z Dy, sin (kpx —wpt + op — @p) 52 Dy sin (kpx +wpt 4+ ap + 0p) . (3.76)
p 1 p:l

Apliquemos este resultado al ejemplo de las figuras 3.14, 3.15 y 3.16. Como en este caso la
velocidad inicial de todos los puntos de la soga es nula, ¢, = 0 para todo valor de p y recordando
que wy, = vkp, resulta

1 o
:52 D, sin [k, (x — vt) + ap] + Z D, sin [k, (x 4+ vit) + ap), (3.77)

para todo 0 < x < L. En esta representacién progresiva-regresiva, la condicion inicial se expresa
como suma de dos series idénticas

1 oo
P(x,0) Z D, sin [ky x + o] + 5 Z D, sin [ky x + o], (3.78)
p 1 p=1

de donde deducimos el resultado, bastante trivial, de que cada serie en (3.78) representa a la
funcién ¢ (z,0)/2.

La cosa empieza a parecer menos trivial cuando usamos esta informacion para reinterpretar
la representacion (3.77) de ¥(x,t) y observamos que la primera sumatoria no es otra cosa que
la deformacién inicial dividida por el factor 2, pero evaluada en x — v t, es decir, desplazada vt
hacia la derecha. Y que andlogamente, la segunda sumatoria en (3.77) no es otra cosa que la
deformacion inicial dividida por el factor 2, pero ahora evaluada en x 4 v t, es decir, desplazada
vt hacia la izquierda.

Esta separacién en ondas progresivas y regresivas nos brinda otra manera de interpretar
los resultados que hasta ahora obteniamos sumando ondas estacionarias, es decir, modos. Por
ejemplo, consideremos el instante ¢ = 5 s, donde se ha duplicado el ancho del pulso (ver figura
3.14). Segun (3.77), la deformacién en este instante se puede interpretar como resultado de un
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desplazamiento vt = 5 cm, del pulso progresivo hacia la derecha y del pulso regresivo hacia la
izquierda. Si en t=0 ambos pulsos ocupaban la misma regién 0.45 cm < x < 0.55 cm, entonces en
t = 5 s el pulso regresivo ocupa la region 0.4 cm < z < 0.5 cm, mientras que el pulso progresivo
ocupa la regién 0.5 cm < z < 0.6 cm. Vemos asi que la suma de los dos términos en (3.77)
ocupan una region de longitud doble que la region ocupada inicialmente por la deformacién y
que la altura de la deformacién resultante es la mitad de la altura de la deformacién inicial.

La separacion progresiva-regresiva de (3.76) nos provee de una explicacién alternativa para los
resultados de la figura 3.14, que hasta ahora solamente podiamos explicar “porque las cuentas
dan as{”. Veremos mds adelante (4.1.3) que la separacién es valida no solamente para el caso
considerado en el ejemplo, de velocidad inicial nula, sino para cualquier solucién de la ecuacion
de ondas clasica 1D.

3.9. Y en otros sistemas ...

Si la soga tiene otras condiciones en los extremos, pasa algo similar a lo que hemos visto,
cambia la forma de los modos, pero los modos siguen siendo “ortogonales” entre si, en el sentido
de que sus integrales son deltas de Kronecker, tal como ocurre para sogas con extremos fijos,
ver ec. (3.63). Esta caracteristica se repite para otros sistemas que pueden ser muy distintos a
la soga elastica, pero que también se extienden en una direccion fija del espacio, estan limitados
espacialmente (empiezan y terminan) y responden a la ecuacién de ondas clasica unidimensional.

En la practica se veran ejemplos no solamente de sogas con otras condiciones de contorno, sino
también de otros sistemas muy distintos, como tubos con gases, que exhiben comportamientos
(y admiten tratamientos) completamente andlogos a los que vimos para la soga con extremos
fijos. Es importante observar que en todos estos sistemas resulta que la forma de los modos
permitidos solo depende de la forma de las ecuaciones de movimiento (que terminan siendo
siempre la misma, la ecuacién de ondas) y ademads los modos adoptan formas particularmente
sencillas, por ejemplo, siempre aparece una relacién supersencilla entre la longitud de onda del
modo y la longitud total de sistema y esta relacién no tiene nada que ver con magnitudes como
elasticidad, inercia, densidad, temperatura, presion, etc.
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Capitulo 4

Ondas propagantes

4.1. Ecuacidon clasica 1D

4.1.1. Progresivas y regresivas 1D

Segiin las ecs. (3.73) y (3.74), toda onda estacionaria armonica es superposicién de dos on-
das viajeras, una progresiva y otra regresiva. Veremos a continuacién una propiedad de alguna
manera inversa, aunque bastante mas general porque no esté restringida a dependencias arméni-
cas: si una magnitud fisica ¢ (z,t) depende solamente de la combinacién 71 = x — vt, entonces
Y(x,t) = f(m) es solucién de la ecuaciéon de ondas (3.44). Anédlogamente, si la magnitud fisica
(x,t) depende solamente de la combinacién 7y = x + vt, entonces ¥ (z,t) = g(n2) también es
solucién de la ecuacién de ondas (3.44). Dicho de otra manera, veremos que toda funcién de
una sola variable, dos veces derivable, puede representar una posible onda clédsica progresiva,
cuando su argumento se evaliia en  — vt, o regresiva, cuando su argumento se evalia en x + vt
(el cardcter progresivo o regresivo estd referido a una direccién fija en el espacio, que sin pérdida
de generalidad podemos considerar como eje ).

Supongamos primero que f(n1) es una funcién de la unica variable n;. Para fijar ideas,
asociamos f(7;) con su representacion gréfica, f en el eje vertical versus 71 en el eje horizontal.
Sea m1 = x — vt: es claro que f(z — vt) representa una funcién progresiva, porque el grafico de
f(x —vt) vs x para t > 0 estd desplazado una distancia vt en el sentido positivo del eje x con
respecto al grafico de f(x—vt) vs z at = 0. Notemos que esto es asi siempre, independientemente
de la forma que tenga f(1;), no importa si se trata de un pulso rectangular, una sinusoide o una
funcién gaussiana. Y con tanta generalidad, no pareceria haber argumentos fisicos para asegurar
que la funcién ¢ (z, t) elegida idénticamente igual a f(x — vt) sea obligatoriamente solucién de la
ecuacién de ondas cldsica 1D (3.44). Sin embargo, lo es, como se puede ver facilmente teniendo
en cuenta que con esta eleccién

82 ,t 7 82 )t 7z
el oy TUED ey (4.)

83



84 CAPITULO 4. ONDAS PROPAGANTES

y entonces se cumple
Py L0
ot? 0x?

De manera completamente andloga podemos mostrar que la funcién ¢ (z,t) elegida idéntica-
mente igual a g(z + vt), con g funcién de una tnica variable (12), también satisface autométi-
camente la ecuacién de ondas cldsica 1D (3.44), puesto que

32¢($>t) " 32¢($7t) 29// ) (42)

ox2 o2
Ahora, (z,t) = g(x + vt) representa una funcién regresiva, porque el grafico de g(z + vt) vs
x para t > 0 esta desplazado una distancia vt en el sentido negativo del eje x con respecto al
grafico de g(x +vt) vs z a t = 0.

4.1.2. La soluciéon mas general 1D

Hemos visto que las soluciones progresivas y regresivas son siempre soluciéon de la ecuacién
de ondas clasica 1D. Y como esta ecuacién es lineal, resulta que cualquier suma de funciones
progresivas es también solucién. Ahora vamos por maés: veremos a continuacién que la solucién
mas general de la ec. (3.44) es siempre combinacién lineal de una solucién progresiva y
de una regresiva. Con este fin, pasamos a las variables 71 y 72, respectivamente asociadas a
comportamientos progresivos y regresivos

m=x—vt x=(m+mn2)/2
m=2 vt = t= (1 — m)/(2v) . (4.3)

Para ver cémo se escribe (3.44) en las nuevas variables, usamos la regla de la cadena una vez
para transformar las derivadas primeras

D(a,t)  O(a,t) O I(a,t) Omy

dr  Om Or  Omp Oz (4.4)
OU(,t) _ DU(w,0) O D(x,0) O )
ot on Ot ony Ot )
y otra vez mas para transformar las derivadas segundas
Pep(x,t) _ *(x,t) | OPY(a,t) | 0*(x,t)
= 2 4.
Ox? on? * on3 * o1 Ong (4.6)
2 2 2 2
Po(at) _ o[00wt) | O0(at) , 00 W

o2 on? on3 om oz 1

Vemos asi que en las nuevas variables 11 y 12, (3.44) se escribe de una manera muy sencilla

0%
—0, 4138
On2 Om (48)
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que dice que la primera derivada parcial con respecto a 17; no depende de 72. Por lo tanto, la
primera derivada parcial con respecto a 1y es solamente una funciéon F' de n;

o
— =F(m). 4.9
o= F(n) (4.9
La solucién de esta ecuacién diferencial en derivadas parciales es muy facil, la funcién incégnita
1 es la primitiva de la funcién F'(n;) (lamémosla f(7;)), méds una constante que puede depender
de 12 (llamémosla g(n2)), es decir que hemos demostrado que la solucién més general de la ec.
(3.44) es

P(z,t) = flx —vt) + gz + vt), (4.10)

que es lo que queriariamos demostrar.

Si en un medio continuo infinito hubiera una tnica onda progresiva, seguiria propagandose sin
modificaciones. Pero si la onda progresiva se encontrara con una discontinuidad, necesariamente
deberia aparecer una onda regresiva, para poder ajustar las condiciones de contorno en la
discontinuidad. Por este motivo en sistemas limitados en el espacio, como en la soga con extremos
fijos, sobreviven sélo ondas estacionarias, que pueden ser interpretadas como superposicién de
ondas viajeras con amplitudes y periodicidades espaciales adecuadas para ajustar las condiciones
en ambos extremos.

4.1.3. Formula de d’Alembert

Segin (3.73) y (3.74), toda onda estacionaria es superposicién de dos ondas viajeras, una
progresiva y otra regresiva. Y segun (4.10), toda onda unidimensional que depende de una
coordenada fija en el espacio es siempre combinacion lineal de dos ondas: una progresiva y otra
regresiva. Si bien el resultado (4.10) es muy fuerte, porque no toda funcién de dos variables se
escribe como suma de dos funciones de una sola variable, su demostracién no dice nada sobre
la forma que tienen las funciones f y g.

En la seccién 3.8, cuando interpretamos en términos de ondas progresivas y regresivas la
simulacién de la cuerda con extremos fijos y condiciones iniciales de onda cuadrada, quedaba
claro que eran las condiciones inciales ¥ (x,0) y 0¢(x,0)/0t las que fijaban la forma de las
funciones f y ¢g. En dicha simulacién (ver figuras (3.14), (3.15) y (3.16)), la velocidad inicial
de todos los puntos de la soga era nula y con esta condicion, y reescribiendo los modos como
combinacién de ondas progresivas y regresivas, resulté facil encontrar que las funciones f y
g eran pulsitos cuadrados, idénticos entre si e idénticos a la forma inicial, pero con altura
mitad. También vimos en la seccién 3.8 que con la separacién progresivas-regresivas, en vez
de usar directamente los modos, era posible explicar muy satisfactoriamente la evolucién del
apartamiento del equilibrio en base al desplazamiento de los pulsitos. ;jSerd siempre posible
encontrar las funciones f y g para condiciones iniciales arbitrarias? La respuesta es positiva y
veremos a continuacion la demostracion dada en 1747 por Jean le Rond d’Alembert, uno de los
grandes genios del Iluminismo.

El procedimiento de d’Alembert parte de imponer las condiciones iniciales en la solucién
general dada por la ec. (4.10), primero sobre la posicién inicial

P(2,0) = f(x) +g(x), (4.11)
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y luego sobre la velocidad inicial

WD) _ [ f@)+ 9] (412)

Integrando miembro a miembro la tltima ecuacion, queda

hw) = v [~ (@) + g(x)] (4.13)

donde h(x) es una primitiva de la funcién de = que da la velocidad inicial de la soga
h(z) = / de +C, (4.14)

definida a menos de una constante C. Despejando f(z) y g(x) del sistema de ecs. (4.11) y (4.14),
se obtiene

fla) = 5[0 - S h)] (1.15)
o() = 5 [92,0) + - h(a)]. (4.16)

Las ecs. (4.15) y (4.16) dan la forma funcional de las funciones de una variable asociadas con las
partes progresiva y regresiva de la soluciéon mas general de la ecuacién de ondas. Para obtener
la dependencia funcional correcta de la funcién de onda con las variables z y t usamos (4.10):

(x,t) = %[w(x —vt,0) + ¢(x + vt, 0)} + % [h(w +vt) — h(z — Vt)] ,

que si se usa (4.14) se puede reescribir como

T+vi

Wla,t) = %{w(x—vaO)—i-w(a:—kvt,O)] +% / Wg’mdag. (4.17)

r—vi

Notar que cuando la velocidad inicial de todos los puntos de la soga es cero, se anula el segundo
término de (4.17) y el resultado se reduce al obtenido en (3.78).

A diferencia de la demostracién en 3.8, la demostraciéon de d’Alembert no hace referencia a
dependencias temporales arménicas ni a series de Fourier. A pesar de ser descripciones equiva-
lentes, es obvio que la descripcién de la evolucién de una cuerda eldstica a la d’Alambert (ec.
(4.17)) es muy diferente a la descripcién a la Fourier (ecs. (3.55), (3.71) y (3.72)). En Fisica
se habla de dualidad para describir modelos tedricos que parecen ser diferentes pero que son
equivalentes, porque predicen exactamente las mismas propiedades fisicas. En los ejemplos “tri-
viales”, dos teorias parecen ser diferentes debido sélo al modo en que se presentan. Seria como
si las teorias se enunciaran en espanol y en chino: un fisico que dominara ambas lenguas podria
realizar facilmente una traduccién entre una y otra lengua y demostraria asi su equivalencia. En
un caso trivial, con la traduccion no se gana nada desde el punto de vista de la Fisica, un cambio
de lenguaje no aporta nuevas ideas. En cambio, en los ejemplos no triviales, distintas descrip-
ciones de la misma situacién fisica producen ideas fisicas y métodos matematicos de analisis
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diferentes y complementarios. Es lo que pasa en este caso entre las descripciones de d’Alambert
vy de modos, cada descripcién tiene su ventaja, a diferencia del caso del espanol y el chino,
hay ideas fisicas muy importantes que toman protagonismo en cada una de estas descripciones
duales, tales como el concepto de frecuencia de resonancia o de A\, en la descripciéon de modos,
o el concepto de velocidad de propagacién o de ondas viajeras en la descripcién de d’Alambert.
Mientras que la descripcion de modos parece ser la mas adecuada para explicar el timbre de
un instrumento de cuerdas, o efectos como los sonidos armoénicos de la guitarra, la descripcion
de d’Alambert parece ser la mas adecuada para explicar la evolucion de la deformacién en la
simulacién mostrada en las figuras 3.14 y 3.15). Ambas descripciones dan el mismo resultado
fisico, de hecho los resultados en las figuras 3.14 y 3.15), a los que se agregan los de la figura 3.16,
fueron obtenidos con la descripcién de modos, pero para interpretar los “pulsitos”, necesitamos
la descripcién de d’Alambert. En el curso de F2 veremos otros ejemplos de descripciones duales.

Con respecto a los cuadros que se muestran en la figura 3.16, es interesante prestar atencion
a las ondas reflejadas en ambos extremos e interpretar la deformacién de la cuerda elastica
en términos de mddulo y fase del coeficiente de reflexién. ; Como cambiaria la evolucién de la
misma deformacion inicial si la cuerda tuviera el extremo derecho libre?

4.2. Ondas, medios y dimensiones

Hasta ahora hemos visto comportamientos fisicos que dependen de una direccién fija en el
espacio, esencialmente porque la posiciéon de equilibrio de los sistemas estudiados, como las so-
gas o las cadenas con cuentas, es una direccion fija en el espacio. Pero en otros sistemas donde
la posicién de equilibrio se describe con mas dimensiones, también puede haber comportamien-
tos ondulatorios dependientes solamente de una direccién fija en el espacio, siempre que esta
simetria espacial se introduzca mediante los contornos, las deformaciones iniciales o las fuerzas
impulsoras. Esto es lo que sucede por ejemplo en tubos de gas, o en canales con liquido, o en re-
cipientes con gases, cuando las perturbaciones se hacen mediante pistones o compuertas planas.
Si bien las ondas son unidimensionales, en el sentido de que se pueden describir con una sola
variable espacial, es importante notar que son unidimensionales en cartesianas, no en esféricas ni
en cilindricas. Por tratarse de una direccidn fija en el espacio, hemos obtenido ecuaciones como
la ec. (3.44) o la ec. (?7), donde en cada punto la derivada segunda temporal tiene en cuenta la
aceleracién de la parte mévil mientras que la derivada segunda espacial esta relacionada con la
fuerza restitutiva sobre dicha parte mévil producida por vecinos cercanos.

En las redes unidimensionales a lo largo del eje x la fuerza restitutiva producida por vecinos
cercanos da lugar a derivadas segundas con respecto a x. Pero el nimero de vecinos cercanos
aumenta con la dimensién del sistema. Es facil darse cuenta que cuando las partes moéviles
interactiian en mallas bidimensionales, cada parte mévil no sélo tiene vecinos a lo largo de la
direccién x, sino también vecinos en la direccion perpendicular, digamos y. Por este motivo, en
el caso 2D la fuerza restitutiva que produce la aceleracién tiene que tener dos contribuciones: i)
por un lado la contribucién de antes, de los vecinos cercanos en x y que da lugar a la derivadas
segunda con respecto a x; y ii) la nueva contribucién de los vecinos cercanos en y que en el
limite continuo dara lugar a una derivada segunda con respecto a y. Si el sistema es isétropo,
es decir si x e y son indistinguibles, las dos fuerzas restitutivas se suman con el mismo factor
de peso. Por este motivo, no debe sorprendernos que la ecuacién de ondas para una membrana
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elastica (el andlogo 2D de la cuerda), tenga la forma

0%

5 = v Vi), (4.18)

donde V?2 indica la suma de las derivadas segundas espaciales V21 = a% 7+ 52 1/’ . Un razonamiento
similar es valido cuando las partes méviles interactﬁan en mallas 3D, donde de nuevo se obtiene
la ec. (4.18), pero ahora V3¢ = 812 + 027’2’ + . Notar que si los resortes a lo largo de x
tuvieran distinta elasticidad que los resortes a 10 largo de y (un medio anisétropo) las dos
fuerzas restitutivas se sumarian con distinto factor de peso y en tal caso no se podria formar el
laplaciano a partir de las derivadas segundas.

4.2.1. La onda plana en un medio 3D

En un medio 3D, las soluciones de la ec. (4.18) que dependen de una direccion fija en el espacio
tienen que tener la forma de la ec. (4.10), es decir que siempre son combinacién lineal de dos
ondas: una progresiva y otra regresiva. Para que esto sea asi tenemos que poder elegir el sistema
de coordenadas de manera tal que el eje x sea esa direccion fija en el espacio. Si no tenemos
esta libertad, por ejemplo porque conviene elegir los ejes para que se adapten a los contornos,
podria ser problemético. Por ejemplo, quiero mirar una perturbacién que avanza por la diagonal
que va del techo al piso de una habitaciéon con forma de paralelepipedo rectangular, pero seria
deseable que los planos x — y, * — z e y — z coincidan con las paredes. Sea 7 el vector posicion
de cada punto del medio 3D y el versor n la direccién de esta diagonal. Estamos de acuerdo en
que convendria elegir el eje = a lo largo de esta diagonal y en este caso la onda progresiva seria
f(x —vt) y no tendriamos que usar notacién vectorial con el vector posicién 7. Pero cuando no
se puede elegir el eje z a lo largo de la direccién fija en el espacio (en este ejemplo, la diagonal),
no hay otro remedio que usar 7. En realidad todo se reduce al caso sencillo si notamos que los
puntos con igual perturbacién son planos perpendiculares al versor 7, es decir que cada plano
se caracteriza porque sus puntos tienen la misma proyeccion del vector 7 sobre 7. Esto equivale
a decir que 7 - 7 juega el papel que nos habria gustado que jugara x si se hubiera podido elegir
el eje z a lo largo de la diagonal. Toda esta discusién muestra que la onda plana progresiva en
un medio 3D se escribe como

(7 t) = f(-7—vt), (4.19)

mientras que la regresiva
(T, t) = g(h -7+ vt). (4.20)

La onda plana armodnica en un medio 3D

Si existen motivos para afirmar que la onda, ademds de ser plana, tiene que tener dependencia
temporal arménica de frecuencia w, entonces se puede encontrar la forma de f y g como ya
hicimos muchas veces, es decir haciendo la derivada segunda temporal, integrando la parte
espacial y llegando a senos y cosenos espaciales. Otra manera es pensar esto con el resultado de
la ec. (4.10). Consideremos la progresiva: decir que sélo es funcién de i -7 — vt es lo mismo que
decir que sélo es funcién de 7 - 7/v — t, que equivale a decir que sélo es funcién de t — - 7/v. Y
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acd agregamos que si sabemos que debe tener dependencia temporal armoénica de frecuencia w
(por ejemplo, porque es la respuesta a un forzado estacionario) entonces debe variar como un
coseno o un seno de wt. Pero la funciéon f no depende de ¢ y de -7 por separado, sino solamente
en la combinacién t — 7 - 7/v. Entonces, resulta inevitable que toda perturbacién progresiva que:
i) sea solucion de la ec. de ondas (4.18), ii) dependa de una direccién fija en el espacio y iii) sea
armoénica, se tenga que escribir, a menos de una fase constante, como

(7, t) = A coslw(t — - 7/v)] = A cos(wt — k- 7) = A cos(k - 7 — wt) (4.21)

donde se ha definido el vector de ondas &

ol

<&

i (4.22)

cuya magnitud es la del £ = 27/ de antes, y su direccién es la de propagacién. Obviamente,
puede resultar conveniente usar senos en lugar de cosenos, o notacién exponencial. De manera
andloga se obtienen las representaciones de las ondas planas regresivas armonicas (cambia un
signo).

Hemos prestado atencién a las ondas planas armoénicas porque las soluciones de la forma
(4.21) forman base, es decir cualquier solucién de la ecuacién (4.18) se puede escribir como
superposicién conveniente de estas ondas, con distintos valores de w, distintas direcciones de k y
con el médulo del vector k determinado por su definicién de la ec. (4.22), basada en la ecuacién
de dispersion.

4.2.2. Fuentes con simetria esférica

Supongamos un medio 3D isétropo y que en este medio la magnitud fisica 1) satisface la
ecuacién de ondas clasica (4.18), con V%) = 22715 + g%p + ?;712#. Si las condiciones iniciales
o las fuentes impulsoras o forzantes tienen simetria esférica, la descripciéon con coordenadas
cartesianas no es lo mas conveniente (en realidad es horrible). Por ejemplo, cuando se informa
que una explosién “se escuchd a una distancia de cien kilémetros”, se estd especificando el valor
de la coordenada esférica r y se da por entendido que no es necesario dar los valores de las
coordenadas esféricas angulares 0 y ¢, porque los efectos de la explosion poseen simetria esférica
o de revolucion, es decir, que son iguales en todas las direcciones. La misma simetria aparece en
el caso de fuentes pequenas, que desde lejos se ven como puntuales. Si bien ideales, las fuentes
puntuales cobran importancia cuando vale superposicién, porque cualquier fuente extensa se

puede analizar como una coleccién de fuentes puntuales.

En todos los casos mencionados, la simetria esférica de la fuente permite afirmar que la
funcién de onda depende solamente de la coordenada r, es decir que debe ser i(r,t) y no
P(r,0,¢,t). Los puntos del espacio que tienen igual perturbacion, o sea, los frentes de onda, son
esferas concéntricas. En estas condiciones el operador V2 no es la derivada segunda respecto a
r dos veces, si no que su forma se obtiene a partir del cambio de variables (z,y,z) — (7,0, ).
Aplicando la regla de la cadena para pasar las derivadas con respecto a coordenadas cartesianas
a derivadas con respecto a coordenadas esféricas, el laplaciano resulta

ii(7’2(()—1/)) + derivadas angulares = }a—Q(T 1) + derivadas angulares (4.23)
r2dr> Or v 8 S rdr? v & ' )
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En el caso en que 9 (r,t), las derivadas con respecto a 6 y ¢ son cero y la eq. (4.18) queda

1 02 1 0%

rar T = e (4.24)
es decir,

0? 1 9%(rv)

Este resultado muestra que la combinacién r v satisface la ecuacién de ondas 1D (3.44). Luego,
la solucién més general para r 1) viene dada por la ec. (4.10)

ri = f(r—vt)+g(r+vt), (4.26)

y la funcién de onda més general para simetria esférica resulta la suma de una perturbacién
progresiva f/r (que se aleja del origen, explosién, o divergencia) mas una perturbacién regresiva
f/r (que se acerca al origen, implosién, o convergencia)

S(rt) = f(r—vt) N g(r +vt) . (4.27)

T T

Para fuentes armoénicas, la onda esférica progresiva que se aleja del origen resulta entonces, a
menos de una fase,

P(r,t) = é cos(kr — wt), (4.28)

0 en notacién exponencial

P(r,t) = é exp i(kr — wt) . (4.29)

Si el medio no tiene pérdidas, la energia transportada por un frente de onda particular tiene
que ser constante a medida que el frente se aleja del origen. Este resultado es consistente con el
hecho de que la amplitud resulta inversamente proporcional a r. Asi, en cada elemento de area la
densidad de energfa por unidad de &rea es inversamente proporcional a r2, mientras que el drea
total del frente de ondas aumenta como r2. Esto explica por qué cuanto mas lejos estamos del
emisor, més débil se recibe la senal emitida, a menos que se agrande el area del detector, para
compensar el efecto de la dependencia inversamente proporcional a 2. Justamente “agrandar
el drea del detector” es lo que se hace en los radiotelescopios de observatorios astronémicos con
antenas de gran tamano, como RATAN-600 o Arecibo, con antenas de didmetro 576 m y 305
m, respectivamente.

Notar que muy lejos de las fuentes, y para detectores pequenos, un frente de onda esférico
puede aproximarse por un frente de onda plano.

4.2.3. Fuentes con simetria cilindrica

Si las condiciones iniciales o las fuentes impulsoras o forzantes tienen simetria cilindrica, en
vez de esférica, se debe obtener la forma del laplaciano con argumentos similares a los empleados
para obtener la eq. (4.24), pero ahora se debe hacer el cambio de variables de las coordenadas
cartesianas (x,y, z) a las coordenadas cilindricas (7,0, z) (no es el mismo r de antes). De esta
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manera, la ecuacién para ondas emitidas por fuentes con simetria cilindrica (la de un alambre
infinito), resulta

10,0 102

19,0v,_ 10 (4.30)
ror: Or vZ Ot2

Notar que los puntos del espacio con igual perturbacién, o sea, los frentes de onda, son cilindros

concéntricos.

Las soluciones arménicas de (4.30) tienen una dependencia radial dada por las funciones
de Bessel. Para lo que necesitamos en este curso, solamente diremos que el comportamiento
asintotico de las soluciones armonicas lejos de las fuentes, r > A, es

P(r,t) = \;1; exp i(kr — wt) . (4.31)
De nuevo, si el medio no tiene pérdidas, la energia transportada por un frente de onda particular
(en forma de cilindro) tiene que ser constante a medida que el frente se aleja del origen. Este
resultado es consistente con el hecho de que la amplitud resulta inversamente proporcional a
V7. Asi, en cada elemento de drea la densidad de energia por unidad de érea y por unidad de
tiempo (la intensidad) es inversamente proporcional a r, mientras que el area total del frente de
ondas aumenta como r. Para puntos de observacién muy lejanos, y para detectores pequenos,
un frente de onda cilindrico puede aproximarse por un frente de onda plano.

4.3. Modulacion

Hasta ahora prestamos atencién a oscilaciones y ondas con dependencia temporal arménica,
es decir “cosenos de wt” (o senos o exponenciales). jPor qué la fijacién con esta dependencia
temporal? Por lo visto anteriormente, hay solamente dos respuestas posibles (ok, hay muchas
més, pero solamente dos tuvieron protagonismo en nuestro curso hasta ahora). Como ya se
habran respondido mentalmente, una de las respuestas posibles es porque queriamos ver los
modos. Y la segunda respuesta posible es porque estibamos interesados en la respuesta forzada
estacionaria. Si el extremo de un sistema se fuerza arménicamente, ¥ (0,t) = Ay coswt, y si
la perturbacién 1 es solucién de la ecuacién de ondas clasica 1D, entonces la propagacién
de la perturbacién progresiva se obtiene reemplazando ¢t por t — z/v(w) y asi se tiene que
W(x,t) = Ag cos(k(w)x — wt). Pero con este tipo de perturbacién, vista como una sefial para
transmitir informacion, no se puede transmitir nada, es como querer comunicarse cantando
siempre la misma nota. Para transmitir informaciéon hay que hacer cambios de algo, ya sea
cambiar la intensidad, el ritmo, la frecuencia, la fase ...algo. Esto se llama modular: producir
cambios que sirvan para codificar informacion. Si la fuerza impulsora en el extremo de un sistema,
que transmite ondas responde a estos cambios temporales, el sistema se puede usar para que los
cambios viajen, lleguen a un receptor y asi transmitir informacién.

A continuacién veremos un tercer motivo para justificar tanto interés por las funciones armaéni-
cas. Y este tercer motivo surge de una soprendente propiedad de una gran clase de funciones
que empiezan y terminan (no como los senos y cosenos, que no empiezan ni terminan nunca).
Resulta que los elementos de esta gran clase de funciones se pueden escribir como superposiciéon
continua de funciones con dependencia temporal arménica. Por este motivo, a partir de este
preciso momento centraremos la atencién en entender los nuevos aspectos que aparecen cuando
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se superponen distintas frecuencias. El primer aspecto nuevo es incorporar que la velocidad de
fase v(w) puede depender de la frecuencia. Si bien para el ejemplo de la cuerda o para ondas
electromagnéticas en el vacio la velocidad de fase es una constante y entonces la ecuacion de
dispersion k(w) = w/v es una funcién lineal de w, en otros casos (como para las ondas electro-
magnéticas en medios materiales) la velocidad de fase v(w) puede depender de la frecuencia y
en este caso k(w) no es una funcién lineal. Cuando la velocidad de fase depende de la frecuencia,
se dice que el medio es dispersivo (otra acepcién de dispersivo, la acepcién anterior estaba en
la pagina 107).

4.3.1. Caso mas sencillo

El ejemplo maés sencillo de superposicion de funciones con dependencia temporal arménica
es el de dos frecuencias distintas con la misma amplitud y fase. El resultado relevante esta en
la ecuacién (2.44). Supongamos que la fuerza impulsora al comienzo del sistema, en vez de ser
monocromética como dijimos al comienzo de 4.3, produce una deformacion 1(0,t) de la forma

(0,t) = Ap(coswit + coswat) = 240 cos wi,t coswpt = Ay, (t) coswyt. (4.32)
—_——
Am,(t)
Como antes, si la perturbacién ¥ es solucién de la ecuacion de ondas clasica 1D, las perturba-

ciones progresivas asociadas con wy y con wy se obtienen reemplazando ¢ por t — z/v(w). Asi se
tiene que la perturbacién resultante se puede escribir como

Y(x,t) = Ag cos(k(wr)r —wit) + Ag cos(k(wa)x — wat) = 24¢ cos(kmz — wmt) cos(kyx — wpt),

A (z,t)

(4.33)
con k(wy) = wi/v(wy) y k(we) = wa/v(we). Es decir, que la perturbacién resultante se obtiene
como una perturbacion portadora, de frecuencia

wp = (w1 +w2)/2, (4.34)
y nimero de onda
kp = (k(w1) + k(w2))/2, (4.35)

modulada por una perturbacién moduladora, de frecuencia
W = (w1 —w2)/2, (4.36)

y numero de onda
kp = (k(w1) = k(w2))/2. (4.37)

Si queremos seguir al coseno que corresponde a la modulacién (es decir, si queremos ir siempre
con un punto caracteristico, como la cresta, o el valle), entonces hay que mantener el argumento
kmx — wpt en el mismo valor. Dicho de otra manera, para que A,,(x + Az, t + At) = Ay (z,t),
Ax y At tienen que estar ligados por la relacién

Az wn, w1 — w2

D T R — k@) (439
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En el limite de frecuencias muy préximas, el lado derecho de esta ecuacion tiende a la deriva-
da dw/dk, la derivada de la relacién de dispersién, mientras que el lado izquierdo tiende a la
velocidad necesaria para ir siempre con un punto caracteristico de la modulacion. Esta veloci-
dad se llama velocidad de grupo y siempre coincide con la velocidad de propagacién de la
informacién, es decir de la energia

dw
% )
que por lo general no coincide con la velocidad de fase, a menos que la relaciéon de dispersion
sea lineal, es decir cuando la velocidad de fase v no depende de la frecuencia.

Vg = (4.39)

4.3.2. Modulaciones reales

El caso de pulsaciones es un caso especial de fuerzas impulsoras cuya dependencia temporal
puede expresarse como combinacién lineal de distintas funciones armonicas,

$(0,8) =) Aw) cos [wt + p(w)] , (4.40)

y esta combinacion lineal también resulta
¥(0,t) = Apod(t) coswyt, (4.41)

producto de una perturbacién portadora, a la frecuencia promedio, por una perturbacién mo-
duladora. En el caso facil pero superidealizado de pulsaciones, la moduladora es periédica a
la frecuencia semidiferencia. Pero en general, en los sistemas reales, la moduladora contiene
funciones que codifican la informacién que se quiere transmitir, ya sea en forma digital (una
secuencia de ceros y unos, como la informacién musical en los DVDs) o en forma analdgica
(como la informacién musical en los discos de vinilo). Para elegir la frecuencia promedio (de la
portadora) se deben poner de acuerdo el emisor y el receptor, aunque en la practica esto no
es posible para ondas electromagnéticas (la base de la sociedad de la informacién tal como la
conocemos) porque existen en todo el mundo diversos entes de control que gestionan el uso del
espectro para cada aplicacion. Para ondas de radio la portadora tiene la frecuencia que marca el
dial, v ~ 103 kHz para AM, v ~ 10> MHz para FM. En cambio, las frecuencias que componen la
moduladora vienen impuestas por las frecuencias caracteristicas de la informacién que se quiere
transmitir.

Tomemos el ejemplo sencillo de radio AM. La perturbacién en el comienzo del sistema (es
decir, las corrientes eléctricas en la antena transmisora) tienen la forma (4.41), pero la modu-
lacién A,,0q(t), en vez de ser una simple funcién arménica a la frecuencia semidiferencia, se
sintentiza mediante una suma de funciones armoénicas. Esta suma tiene un término constante,
que representa la presién atmosférica en el estudio de radio cuando todo estd en silencio, mas
otros términos armdnicos con amplitudes Ajy;, frecuencias wyy; y fases ¢pr; que representan los
sonidos que se desea transmitir, ya sea misica, un discurso o una conversacion. Resumiendo, la
modulacién A,,,q(t) se expresa de la siguiente manera

Apmoa(t) = Ano + Z A cos [warjt + o) (4.42)
J
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donde el primer subindice es una etiqueta que dice que estamos hablando de una modulacion,
mientras que el segundo subindice numera de alguna manera a las frecuencias moduladoras.
Como ésta es la forma que modula a la portadora, al introducir (4.42) en (4.41), y luego de usar
la identidad trigonométrica que transforma el producto de cosenos en una suma, se llega a que
la perturbacion en el comienzo del sistema se escribe como

1
¥ (0,t) = Apo coswp t + 5 ZAMj cos [(warj + wp)t + dry)
J
1
+5 Z Ay cos [(wp — wiry)t — oyl (4.43)
j

La expresion (4.43) pone en evidencia que para poder irradiar ondas que tengan toda la in-
formacién sobre los sonidos audibles que ocurren en el estudio de radio, entonces la “fuerza
impulsora” en la antena transmisora tiene que estar sintetizada con sefiales arménicas con fre-
cuencias angulares entre la menor frecuencia contenida en la segunda sumatoria (conocida como
banda lateral inferior), y la mayor frecuencia contenida en la primera sumatoria (conocida como
banda lateral superior), es decir

wp — Wi < w < wp +wifeT (4.44)

donde wif9% es el méximo valor de todas las frecuencias de modulacién que intervienen en (4.42).

La diferencia entre la mayor frecuencia de la banda lateral superior y la menor frecuencia de
la banda lateral inferior se conoce como ancho de banda y segin (4.44) resulta igual a 2w1]\\4/[“.
Debido a la existencia del ancho de banda, el nimero de canales (estaciones de radio, de tele-
visién, etc.) en un dado rango de frecuencias estd limitado. Si estamos hablando de frecuencias
de audio, entre v =~ 50 Hz y v = 20 kHz, el ancho de banda deberia ser de aproximadamente 40
kHz, pero debido que AM no es muy pretenciosa con la fidelidad, y teniendo en cuenta que la
nota mas alta del piano tiene frecuencia v ~ 4.2 kHz, es usual tener anchos de banda del orden
de 5 kHz. En cambio para television, las frecuencias de modulacion vienen impuestas por la
persistencia retiniana, el nimero de pixeles de cada cuadro, el niimero de colores ...y es usual
tener anchos de banda del orden de algunas decenas de MHz (y por este motivo, las frecuencias
portadoras de las transmisiones aéreas de television estdn en el rango de las centenas de MHz).

El estudio de la dispersiéon en un medio es muy importante para las comunicaciones. Esto es asi
porque si el medio es muy dispersivo, la velocidad de fase depende fuertemente de la frecuencia,
y entonces la senal emitida por la fuerza impulsora ¢(0,¢) (o la antena emisora, o cualquier
perturbacién que se imponga en el medio para que llegue a un receptor), se va a ir degradando
debido a que las distintas componentes frecuenciales viajan con distintas velocidades de fase
y entonces la modulacién no mantiene su forma a medida que la onda avanza. En cambio, si
el medio es poco dispersivo y si el contenido de frecuencias de la senal no es muy grande, la
modulacién mantiene su forma y se propaga con la velocidad de grupo v,.

4.3.3. Sintesis de senales

Ya vimos que cuando el extremo de un sistema que responde a la ecuacion de ondas clasica
1D se fuerza armoénicamente para que la perturbacién inicial tenga la forma 1(0,¢) = Ay coswt,
la perturbacién progresiva se propaga y penetra en el sistema. Si bien esto NO sirve como sefial
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Figura 4.1: Los gréficos de la columna izquierda simbolizan cémo se elije la sintesis de funciones a
partir de sumar cosenos. En la primer fila, el ejemplo de los dos cosenos, en la segunda fila, el ejemplo
discutido en 4.3.3.

para transmitir informacién, porque una funcién puramente periédica no empieza ni termina
nunca, S sirve para sintetizar otras senales que den lugar a perturbaciones progresivas finitas, es
decir, con localizacién temporal y espacial. Esto es asi porque se puede probar que muchas fun-
ciones que empiezan y terminan son sintetizables a partir de funciones arménicas con distintas
frecuencias. Como la prueba rigurosa estd fuera del alcance del curso, a continuacién estudia-
remos la sintesis en un caso sencillo, pero no tan supersencillo como el de dos cosenos con la
misma amplitud y fase que vimos antes. Los gréaficos de la columna izquierda de la Figura 4.1
representan casos de sintesis de funciones a partir de sumar cosenos. En el eje vertical se grafican
las amplitudes y en el eje horizontal las frecuencias de los cosenos usados para la sintesis. En la
primer fila, el ejemplo de los dos cosenos con dos frecuencias distintas con la misma amplitud
y fase (como un peine con dos dientes de la misma altura), que da lugar a la conocida funcién
del tiempo que corresponde al batido: una portadora a la frecuencia promedio, modulada por
una amplitud variable en el tiempo y que viaja a la velocidad de grupo. Las funciones de las
amplitudes en funcién de las frecuencias representadas en los gréaficos de la columna izquierda
de la Figura 4.1 se conocen como espectros. Otros ejemplos que conocemos de funciones que no
empiezan ni terminan nunca es el caso de funciones periddicas, sintetizadas a partir de series de
Fourier, como ya se discutié en una animacion, ver enlace en http://bit.ly/2cDIVQE.


http://bit.ly/2cDIVqE
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Mezclando N componentes armoénicos

En la segunda fila de la Figura 4.1 se esquematiza el nuevo ejemplo de la clase de hoy, vamos
a sintetizar una funcién a partir de N cosenos con la misma amplitud (a) y con la misma fase
y con frecuencias w, equiespaciadas en el intervalo w; < w < wq. El dibujito ahora es como
un peine con N dientes de la misma altura y a diferencia de ejemplo con las series de Fourier,
todas las frecuencias estan localizadas en un intervalo finito. Primero investigaremos qué tipo
de perturbacién inicial 1(0,t) se logra con esta mezcla de cosenos. Y luego, cémo se propaga
esta perturbacion por el sistema.

Si ¢(0,t) es la suma de estos N cosenos

N-1
¥(0,t) = Z a cos [(w1 +now)t| , (4.45)
n=0
con
Cwe—wp  Aw

ow = Aw=wy —wi. (4.46)

N-1 N-1’

Conviene pasar a notacién compleja, cada coseno es la parte real de una exponencial compleja
y las amplitudes y una parte de las exponenciales sale de factor comin de la sumatoria. Sobre-
entendiendo que luego tomaremos parte real y empleando la expresién para la suma de los NV
primeros términos de la sucesion geométrica, tenemos que

, N-1 n , piNdwt _
Ib(O, t) = ae“’“t Z |:€Z du ti| =a elwlt W y (447)
n=0

que se puede reescribir como

. /N (N
. 5 0w t) sin(% dw t
0,1) = g eilwrt (N=1)dw/2]1 sin( 5 _ 2 t = Apmoa(0,t t,
¥(0,t) = ac sin(%éw t) ¢ sin(% dw t) sk (0,1) coswp
(4.48)
con A
wp = W1 + 7“‘) 5 (449)

la frecuencia promedio (la que estd en el medio del peine), tal como ya habiamos anticipado en
la eq. (4.41).

Limite N — oo, con Aw constante

Si se deja fijo Aw pero se hace més pequeno el valor dw, es decir, se ponen mas dientes en
el peine (N — 00), Tinoq — 00. Y este resultado equivale a decir que en el limite N — oo, la
moduladora deja de ser periddica (la portadora lo sigue siendo). Es casi evidente que en este
limite hemos sintetizado una funcién no periédica a partir de una suma de cosenos. Veremos
que, ademas de no ser periddica, la moduladora empieza y termina, es decir que puede servir
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Figura 4.2: +4(0,t) dado por la ec. (4.54) en funcién del tiempo, Ag = 1 y distintos valores de w; y wa.
(a) v1 = 33Hz y vo = 37THz; (b) 11 = 23Hz y v = 27Hz.

para representar senales.

Para que el proceso tenga sentido, al aumentar el nimero de dientes en el peine tenemos que
disminuir la altura de los dientes (las amplitudes a de las componentes armonicas), porque no
queremos que la fuerza impulsora en el extremo del sistema 1(0,t) se haga infinita. Para que
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esto no pase, pedimos que la amplitud de modulacién

sin(4 dw t)

Amo O,t - )
a(0.1) = a sin(% 6w t)

(4.50)

siempre tenga el mismo valor en el instante inicial, independientemente del valor de N. Y como
Amod(0,0) = aN, esto equivale a pedir que en este limite aN = Ay cuando N — oo (A4p una
constante). De esta manera, conviene escribir la amplitud de modulacién como

Agsin(F éw t)

Apmod(0,t) = .
a0, 1) N sin(3 dw t)

(4.51)

Ahora estd todo preparado para hacer el limite N — 0o, dw — 0, con Aw constante. En este
limite,
Now ~ (N — 1)dw = Aw = wy — w1, (4.52)

y la amplitud de modulacién se puede escribir

sin(3 Aw t)

Amoa(0,t) = A ’
(0.1) 0 %Awt

(4.53)

y entonces la dependencia temporal de la perturbacién en el comienzo del sistema resulta

sin(3 Aw t)

0,¢)=A swyt . 4.54
V(0.0) = A0 PR cosiy (454

Por otra parte, este resultado se obtuvo calculando %(0,t) como

N-1 N—
¥(0,¢) = lim Z a cos [(w1 +now)t] = hm — Z [(w1 4+ ndw)t] dw, (4.55)

N—o0 N—oo Aw

que en el limite es igual a

¥(0,t) = 213/ coswt dw . (4.56)

Las eqs. (4.54) y (4.56) muestran que

A

sin(3 Aw t)
Aw

coswy t, 4.57
%Aw t P ( )

w2
/ coswt dw = Ay
w1

es decir, que sumar infinitos cosenos de la misma amplitud y la misma fase en el intervalo
w1 < w < wy (lo que equivale a hacer f:’f de una funcién constante multiplicada por cosenos),
da como resultado una senal portadora a la frecuencia promedio, modulada por una amplitud
moduladora variable en el tiempo y que tiene la forma de la funcién sinu/u, que se lee seno
cardinal de u y que también se suele notar como sinc(u). Es una funcién par, que tiende a
cero cuando u crece (porque el seno estd acotado) y que tiene los ceros del seno, excepto en el
origen donde tiene su maximo. La variable u es

:%Awt:ﬂ’Al/t, (4.58)
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Figura 4.3: 4(0,t) como en la Fig. 4.2, pero (a) v; = 13Hz y vy = 17Hz; (b) 11 = 34Hz y 15 = 36Hz.

y la (4.54) muestra que si se deja el ancho Aw fijo pero se cambian los valores de w; y wa,
la forma de la modulacién es siempre la misma, lo que cambia es el valor de la frecuencia
promedio, es decir cuantas oscilaciones de la portadora entran desde que la modulacién toma su
valor maximo, para u = 0, hasta que toma su primer cero, para u = m. Desde que la modulacién
toma su méximo valor hasta que se hace cero por primera vez transcurre un tiempo At que
resulta

At =1/Av, (4.59)

y que puede ser usado como medida de la localizacién temporal (cudnto dura) la modulacién.
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La funcién del tiempo resultante de sumar infinitos cosenos en un intervalo fijo se muestra en
las figuras 4.2 y 4.3, donde se ha graficado (0, t), dado por la ec. (4.54), en funcién del tiempo
(también se puede graficar en funcién de u, cudl seria la ventaja) para Ay = 1 y distintos valores
de wy y ws. Notar que a pesar de que los graficos de de las figura 4.2a, 4.2b y 4.3a corresponden
a valores diferentes de 11 y v, en todos se mantuvo el mismo valor Av = 4Hz. Y por este motivo
la la modulacién en estas tres curvas tiene siempre el mismo ancho caracteristico At = 0.25s,
aunque lo que cambia es la frecuencia de la portadora. En cambio, en el ejemplo de la figura 4.3b,
el intervalo de frecuencias donde se hace la suma de cosenos se reduce a la mitad, Av = 2Hz.
Por eso ahora la modulacién tiene un ancho caracteristico que es el doble, At = 0.5s. Este
comportamiento, anunciado por la eq. (4.59), es comun a todas las funciones sintetizadas a partir
de funciones armonicas. Se conoce como principio de incerteza y dice que la localizacion de la
funcién que se sintetiza a partir de funciones arménicas (en este caso localizacién temporal) es
inversamente proporcional a la localizacién de las frecuencias de los senos y cosenos usados. No
es una propiedad que valga solamente para sintesis temporales, por ejemplo la misma propiedad
valdria para la localizacién espacial de funciones que se sintetizan a partir de funciones como
cos kx, con frecuencias espaciales k. El caso limite familiar en el contexto de estos ejemplos es un
coseno, que no tiene localizacién temporal pero estd perfectamente localizado frecuencialmente.
El caso limite opuesto es un impulso temporal, algo que se prende y se apaga instantaneamente,
que estd muy bien localizado temporalmente, pero que es de esperar que no esté bien localizado
frecuencialmente. Calcular analiticamente la disminucién relativa de la altura de los maximos
secundarios, mas notoria cuando se observa en la energia de la onda resultante, ya que la energia
va con el cuadrado de la perturbacién.

Es muy facil reproducir en Python los graficos de las figuras 4.2 y 4.3. Hagan sus propios
scripts y comparen los resultados obtenidos con los que estan en éstas figuras.

4.3.4. Transformada de Fourier

La superposicién de cosenos que acabamos de hacer, representada por la eq. (4.56), es un
caso particular de funciones del tiempo f(¢) obtenidas mediante superposiciones de la forma

f(t):/ooo A(w) coswt dw+/ooo B(w) sinwt dw, (4.60)

que se conoce como integral de Fourier. Las funciones A(w) y B(w) dan la transformada
de Fourier de la funcién f(t). En nuestro ejemplo B(w) = 0 para todo w (porque no usamos
funciones seno) y {l(w) es una funcién partida con forma rectangular, que vale A(w) = % para
wi < w < wyy A(w) = 0 fuera del intervalo w1 < w < we. Lo que hicimos al construir la
funcién f(t) se llama sintesis de Fourier. El proceso inverso, que consiste en descomponer una
determinada f(t) en sus componentes armonicas, se llama andlisis de Fourier. Ambos procesos,
sintesis y andlisis, son completamente andlogos a los vistos para funciones periédicas y pueden
verse como el limite para periodo infinito. Si se hiciera este limite a partir de las ecuaciones obte-
nidas para series de Fourier (ver pagina 69), se obtendria que las funciones A(w) y B(w) resultan

Alw) = 71T/000 f(t) coswt dt, (4.61)
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B(w) = 1/ f(t) sinwt dt. (4.62)
T Jo

Si se prefiere usar notacién exponencial, hay que escribir los senos y los cosenos en términos
de las exponenciales, separar los términos con exponenciales de exponente con distinto signo,
introducir amplitudes complejas f(w) definidas a partir de las amplitudes A(w) y B(w) y ex-
tendidas a frecuencias negativas. En notacién compleja, la sintesis y el analisis se escriben

f(t) = /Oo f(w) exp(—iwt) dw. (4.63)

f(w)zzlﬂ/_oo F(t) exp (iwt) dt. (4.64)

Volviendo a la perturbacion 1(0,¢) al comienzo del sistema, la expresién (4.63) es muy 1til
para seguir la propagacién de una senal. Con ¥ (0,t¢) como en nuestro ejemplo (eq. (4.57)), la
respuesta progresiva 1(0,t) que resulta del forzado estacionario en = > 0 se obtiene reempla-
zando t por t — x/v(w) en el lado izquierdo de la eq. (4.57). En medios no dispersivos, v es una
constante y la integral debe dar el mismo resultado que antes, excepto que t se reemplaza por
t—z/v(w)

¢($at) =

4 /wQ sin( Aw (t — z/v)) coswy (t— z/v),  (4.65)

— t— dw=A
Aw J,, cosw (t —2/v) dw 0 T Aw (t—z/v)

es decir que la forma inicial se propaga a la velocidad v sin deformarse. Pero si el medio es
dispersivo, v(w) no es una constante y entonces el pulso inicial por lo general cambia de forma
a medida que avanza. S6lo en el caso en que la funcién k(w) se puede aproximar en todo el

intervalo de integracién por una funcién lineal, la forma inicial se propaga a la velocidad v, sin
deformarse, porque en este caso la integral se puede aproximar por

sin(1 Aw (t — z/vy))

~ A
V(1) 0 %Aw (t—z/vg)

cos(wpt — kpx), (4.66)

con k, = k(wp), vy la velocidad de grupo definida en la ec. (4.39).
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Capitulo 5

Respuesta forzada estacionaria

En los capitulos anteriores hemos aprendido a encontrar los modos normales de sistemas
con muchas partes méviles y seguramente nos dimos cuenta que, mas alla de la descripcién ma-
tematica, la simetria del sistema juega un papel fundamental para descubrir los modos normales.
La relacion entre simetria y modos normales se puede estudiar sistematicamente mediante la
teoria de grupos, una rama de las matemadticas que trata sobre simetrias. Usando teoria de
grupos (fuera del alcance de este curso) es posible encontrar los modos normales de sistemas
con un gran numero de partes méviles. Por ejemplo, es posible encontrar los modos normales de
un cristal perfecto de silicio, uno de los materiales méas importantes en la tecnologia electrénica,
resolviendo determinantes de 6 X 6, en vez de los determinantes monstruosos que habria que
resolver solamente teniendo en cuenta el enorme nimero de dtomos que componen un trozo
macroscopico de cristal.

Otra manera de encontrar los modos normales de sistemas con muchas partes méviles es
mediante el estudio de las resonancias que se observan en la respuesta forzada estacionaria. La
respuesta forzada estacionaria es el movimiento que realiza el sistema cuando se lo somete a la
accién de fuerzas exteriores (no solamente las fuerzas restitutivas que juegan en los modos) y
cuando se han extinguido los movimientos transitorios que dependen de las condiciones iniciales.
Desde el punto de vista matemaético, el transitorio es la soluciéon de ecuaciones de movimiento
homogéneas, mientras que el estacionario es la solucién particular cuando la fuerza impulsora
es armonica.

La respuesta forzada estacionaria es notablemente intensa cuando la frecuencia de la fuerza
impulsora coincide con la frecuencia de un modo normal, mientras que es poco intensa y casi
despreciable en otros casos. Esto significa que las formas y las frecuencias de los modos de
un sistema se revelan experimentalmente en los méximos de respuesta cuando el sistema es
forzado mediante una fuerza impulsora de frecuencia variable. Y a partir de formas y frecuencias
modales, es posible inferir propiedades y caracteristicas fisicas internas de sistemas que incluso
pueden ser inaccesibles, como la atmosfera de un planeta lejano.

Notar que el movimiento colectivo de las partes moviles de un sistema en la respuesta forzada
estacionaria tiene mucho en comun con el movimiento colectivo de las partes méviles cuando el
sistema se encuentra en un modo normal: en ambas situaciones las partes méviles oscilan con la
misma frecuencia y pasan simultdneamente por la posicién de equilibrio (tienen la misma fase).

103
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Por este motivo, la descripcion matemédtica de ambos movimientos es muy similar, aunque con
varias diferencias, la méds importante es que mientras que en la respuesta forzada estacionaria la
frecuencia es un dato exterior conocido, impuesto por la fuerza impulsora, la frecuencia en un
modo es una caracteristica dindmica interna, impuesta por las fuerzas restitutivas. Para poner
en evidencia la intima relacién que existe entre el problema de modos de cualquier sistema
fisico y la respuesta forzada estacionaria de dicho sistema, como asi también las similitudes
y diferencias entre ambos problemas, revisitaremos situaciones familiares de cadenas lineas y
sogas y también veremos un nuevo sistema con una nueva fuerza restitutiva.

5.1. Forzado estacionario, cadena lineal

Consideremos la respuesta forzada estacionaria de una cadena lineal con NV cuentas idénticas
equiespaciadas, como se esquematiza en la figura 3.1. Como ya estudiamos la dindmica de esta
cadena para pequenos apartamientos transversales del equilibrio, sabemos que las ecuaciones
linealizadas de movimiento cuando solamente actiian las fuerzas restitutivas internas vienen
dadas por el sistema de ecuaciones diferenciales (3.7), con n = 1,2, ... N. Si ahora forzdramos a
la parte mévil 3 de este sistema mediante una fuerza impulsora armoénica, entonces deberiamos
retocar solamente la ecuacién correspondiente a n = 3, el resto de ecuaciones quedaria sin
cambios. Para no complicar demasiado, imaginemos que forzamos alguna de las partes méviles
“virtuales”, por ejemplo el extremo izquierdo (n = 0) o el extremo derecho (n = N), asi ni
siquiera tenemos que retocar el sistema (3.7).

Y ahora nos damos cuenta que, si estamos interesados solamente en la respuesta forzada
estacionaria, todo el trabajo ya estd hecho en la seccion 3.1.2. Esto es asi porque en el estado
forzado estacionario, al igual que en el modo normal, las funciones ¥,(t) (n = 1,2,...N)
deben representar movimientos donde todas las partes méviles oscilan con la misma frecuencia.
Mienstra que en la seccién 3.1.2 esta frecuencia era la frecuencia del modo, que dependia del
sistema, ahora la frecuencia es la de la fuerza impulsora, que resulta un pardmetro externo.
Pero mas alla de esta diferencia, no queda otra posibilidad que estas funciones adopten la forma
empleada en los tratamientos de la seccién 3.1.2, es decir 1, (t) = A, cos(wt + ¢) y por este
motivo, volvemos a obtener las relaciones de recurrencia (3.8) o (3.9). Que ya sabemos que se
resuelven con dependencias dadas por la ec. (3.10) y que conducen a relaciones de dispersién
como (3.12) o su equivalente (3.13). Las mismas relaciones entre el periodo temporal asociado
con w y la dependencia espacial asociada con © que teniamos para los modos. Estas relaciones
estan representadas graficamente en la figura 3.3.

5.1.1. Rango dispersivo

En el problema de modos, las condiciones de extremo discretizaban los valores de ©. Por
ejemplo, en el caso de extremos fijos resultaban los valores reales © = pn/(N + 1), con p
entero y esto llevaba a valores 0 < w, < wpqz. En el caso de modos la existencia de una
frecuencia maxima wjsq; no nos habia preocupado para nada. Y ahora, si la frecuencia w de la
fuerza impulsora es menor que wasqe, tAMpPoco nos preocupa, porque para todo valor w en el
eje vertical de la figura 3.3, siempre sera posible encontrar un valor de © en el eje horizontal de
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la misma figura y en virtud de la dependencia espacial dada por la ec. (3.10), este valor serd
interpretado fisicamente como una periodicidad espacial de la respuesta forzada estacionaria de
la cadena lineal, todo igual que antes, debo decir aunque parezca pesado.

Todo sistema fisico donde la periodicidad temporal de la fuerza impulsora produce una perio-
dicidad espacial de la respuesta forzada estacionaria se dice que se comporta dispersivamente. La,
conclusioén es entonces que para fuerzas impulsoras con frecuencias en el intervalo 0 < w < Wysqz,
la cadena lineal se comporta dispersivamente. Notar que la palabra dispersivo se usa con dos
acepciones distintas: i) como en la seccién 3.4, como sinénimo de que la velocidad de fase de-
pende de la frecuencia, y ii) como ahora, como sinénimo de que una periodicidad temporal en
un estimulo produce una periodicidad espacial en el comportamiento del sistema.

5.1.2. Rango reactivo

Pero si la frecuencia w de la fuerza impulsora es mayor que wysqz, entonces si que tenemos
que salir de nuestra zona de confort. Que no estd mal, porque la zona de confort en ciencia
impide lograr grandes cosas. Asi que ...bienvenidos a esta zona de incomodidad, en la que nos
damos cuenta que cuando w > wjrq; Nunca serd posible hallar valores de © en el eje horizontal
de la figura 3.3. Y como ya probamos que la dependencia espacial (3.10) funciona bien, porque
segtn (3.11) el cociente A”%f"*l no depende de n, tal como lo pide la fisica en la ec. (3.9),
entonces tenemos que reconocer que quizas lo que no funciona es el prejuicio de pensar que, para
toda frecuencia de fuerza impulsora, necesariamente tenemos que encontrar valores reales de ©.
Que no es otra cosa que el prejuicio de pensar que los senos y cosenos estan siempre acotados.
Lo estdn para argumentos reales, y esto muestra que quizas tenemos que buscar en argumentos
complejos. Por otro lado, hay un indicio muy importante que puede facilitarnos la bisqueda, y
es que ya sabemos que en el limite continuo estas cosas raras no suceden, porque la relacién de
dispersién es lineal y wysq: convenientemente tiende a infinito y esta observacién sugiere que
nuestra zona de incomodidad desaparece en el limite continuo. Y ;qué perdimos para hacer la
aproximacion continua? Recordemos que al hacer desarrollos de Taylor perdimos formas que
no tienen bien definidas las derivadas espaciales de las ecuaciones de onda, como movimientos
zig-zag.

Juntando los indicios de que los senos y cosenos de argumentos imaginarios no estan acotados

y de que en la aproximacién continua perdimos movimientos zig-zag y observando que los senos

y cosenos de argumentos complejos se entienden mejor cuando se escriben como combinacién

de funciones exponenciales, es entendible que para la zona w > wsq: haya que usar sucesiones
de la forma

Ay = (=1)" (be =" + ce=") , (5.1)

donde +i E juega el papel de £ 0 y el (—1)™ representa el zig-zag (o vaivén, para oscilaciones
longitudinales) de partes méviles sucesivas. Para completar la demostracién, hay que comprobar
que con esta dependencia espacial, el cociente entre amplitudes A"*%f”‘l de la ec. (3.9) ahora
resulta igual a —coshZ. Y entonces, la relacion de dispersién en esta zona se reescribe como

—_

W= Whaax COSh% , (5.2)

que siempre tiene soluciones = reales para frecuencias w > wprq,. La ec. (5.1) muestra que
en este rango de frecuencias, la periodicidad temporal de la fuerza impulsora NO produce una
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periodicidad espacial de la respuesta forzada estacionaria, si no que produce una respuesta
que es una combinacién lineal de exponenciales crecientes y decrecientes y la magnitud a/=
representa la distancia tipica en que la exponencial decreciente cambia a 1/e su valor anterior
(v la exponencial creciente aumenta a un valor igual a e veces su valor anterior). Veremos dentro
de poco que las exponenciales crecientes no pueden aparecer en sistemas muy largos, de manera
tal que si se fuerza la primera parte mévil a la izquierda, la perturbaciéon no puede avanzar muy
lejos y casi no se va a notar a varias distancias tipicas.

En todo sistema fisico donde la periodicidad temporal de la fuerza impulsora produce una
respuesta forzada estacionaria con comportamientos espaciales exponenciales (por lo general
decrecientes) se dice que el sistema se comporta reactivamente. La conclusién es entonces que
para fuerzas impulsoras con frecuencias w > wpyrqe, la cadena lineal se comporta reactivamente.

Notar que un sistema no es dispersivo o reactivo, si no que se comporta de una u otra manera
de acuerdo con el valor de la frecuencia de la fuerza impulsora. También notemos que en el caso
de la cadena lineal, el comportamiento reactivo desaparece en la aproximaciéon continua. En
la siguiente seccidon veremos otros sistema de partes méviles que en la aproximacién continua
exhibe los dos comportamientos, dispersivo y reactivo.

5.2. Forzado estacionario, Klein-Gordon

En vez de buscar la solucién méas general de (3.41) es instructivo estudiar cémo responde el
sistema cuando: i) se obliga a que el primer péndulo se mueva con un movimiento oscilatorio
armonico de frecuencia w (con una fuerza externa, por ejemplo con un motor) y ii) se espera
el tiempo suficiente como para que se apague el transitorio. Con la hipétesis ii) estamos repi-
tiendo el esquema realizado en 5.1, de suponer que hay una pequena disipacién que no afecta el
fenémeno que queremos estudiar (y que por eso despreciamos) y que esa pequena disipacion es
necesaria para apagar el transitorio (y por eso no la despreciamos). Luego de pensar en situacio-
nes practicas en las que esta ambivalencia puede resultar una buena aproximacién, retomamos
la idea de la seccion anterior, de aprovechar para la respuesta forzada estacionaria las cosas que
sabemos de modos normales. Y asi seguir los pasos que hicimos en la pagina 64 para estudiar
los modos normales de una cuerda. De esta manera, proponemos una solucién como en (3.45),
reemplazamos esta expresion en (3.41) y asi llegamos la siguiente ecuacién diferencial ordinaria
para encontrar la funcién A(x)

d*A M
W‘FTCLQ(U)Q—M%) A=0. (5.3)

]4,‘2

Como esta ecuacién es formalmente idéntica a la ec. (3.46), su solucién debe ser formalmente
idéntica a la dada en la ec. (3.47)

A(z) = B sin(kz) + C cos(k ), (5.4)

donde B y C son constantes. La diferencia fundamental entre el modelo de la cuerda y el
modelo de los péndulos acoplados aparece en la ecuacién de dispersién que relaciona k con w:
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en el primer caso la relacién de dispersion es lineal y viene dada por la ec. (3.48), mientras que
en el segundo caso la relaciéon de dispersién es

w2 —wh (5.5)

que claramente no es lineal.

5.2.1. Dispersivo vs reactivo

Aparte de la no linealidad, la nueva relacién de dispersién muestra la existencia de dos
regimenes de frecuencia donde los comportamientos fisicos son muy distintos:

» zona dispersiva, w > wg , k es una cantidad real, A(z) = A(z + 27 /k), la periodicidad
temporal de la fuerza impulsora induce una periodicidad espacial A = 27/k en las ampli-
tudes de las partes moviles.

= zona reactiva, w < wg , k = ik es una cantidad imaginaria pura, con

w} —w?, (5.6)

los senos y cosenos en (5.4) pasan a ser senos y cosenos hiperbdlicos y es conveniente
reescribir A(z) como una combinacién lineal de funciones exponenciales reales

e—H$

y e (5.7)
En este caso, la periodicidad temporal de la fuerza impulsora NO induce una periodicidad
espacial en las amplitudes de las partes méviles. La cantidad § = 1/k es la distancia en la
cual la exponencial decreciente cambia a 1/e su valor anterior y se conoce como distancia
de penetracion (también es la distancia en la cual la exponencial creciente aumenta a un
valor igual a e veces su valor anterior).

Conclusion: la respuesta forzada de este sistema depende draméaticamente de la frecuencia de
la fuerza impulsora. Cuando la periodicidad temporal de una excitacién externa (como en este
caso la fuerza impulsora, pero también podrian ser los campos electromagnéticos de una antena
emisora, o el voltaje alterno de 50 Hz que sale del enchufe eléctrico) induce una periodicidad
espacial, se dice que el medio excitado se comporta dispersivamente. En cambio cuando la
periodicidad temporal de la excitacién externa induce comportamientos exponenciales, se dice
que el medio excitado se comporta reactivamente. Un medio no es ni reactivo ni dispersivo,
sino que su comportamiento es de un tipo u otro dependiendo de la frecuencia de la excitacién
externa. Si w = wg, kK = 0, A = oo: todos los péndulos se balancean en fase y la fuerza
restauradora es solamente gravitatoria.
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Figura 5.1: El sistema de péndulos idénticos se extiende desde x = 0 hasta x = L y el tltimo resorte
esta sujeto a una pared rigida.

5.2.2. La parte con ¢"* no esta permitida en sistemas infinitos

El siguiente ejemplo, esquematizado en la figura 5.1, muestra que en el régimen reactivo,
cuanto més grande es el sistema, menos influye la exponencial creciente en la combinacion lineal
de funciones exponenciales reales. El primer péndulo es forzado con un movimiento oscilatorio
armonico de frecuencia w y describe el movimiento 1(0,t) = Ag coswt. El dltimo resorte estd
sujeto a una pared rigida en z = L, por lo tanto ¢ (L,t) = 0 siempre. Si la frecuencia de la
fuerza impulsora es menor que la frecuencia caracteristica w g, en el régimen estacionario las
amplitudes A(x) tienen la forma

A(z) =be ™ + ce™. (5.8)

Las constantes by ¢ quedan determinadas cuando se ajusta (5.8) para que cumpla las condiciones
en los dos extremos

b+c=Ag,

(5.9)

be™ "l fcert =0 = c=—be 2" —— 0
rL>1

La segunda ecuacién muestra que si el sistema mide varias distancias de penetracién (L > §)
= |¢| < |b|]. Para tener idea de érdenes de magnitud, si L/§ = 2, |¢/b| ~ 0.14 y si L/§ =5,
lc/b| = 0.007. Resolviendo el sistema (5.9), resulta

_ Ao —KT —k(2L—x)
Yz, t) = T A CC } cos wt . (5.10)

Si L > 0, ¥(x,t) = Ape " cos wt y se tiene una perturbacién arménica con decaimiento
espacial exponencial conocida como onda evanescente. En este caso resulta que en el régimen
reactivo la fuerza impulsora es incapaz de mover partes moviles alejadas a distancias x > 9.

En este caso da lo mismo que el ultimo resorte esté sujeto a una pared rigida o no, porque la
perturbacién de la fuerza impulsora no puede ser transmitida por el sistema.
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5.2.3. Comentarios sobre el régimen reactivo

El régimen reactivo tiene aplicaciones en filtros: toda fuerza impulsora no armoénica, Fourier
mediante, se puede pensar como suma de funciones armonicas. Este sistema deja pasar sola-
mente aquellas componentes de Fourier con frecuencias mayores que w g, en cambio “rebotard”
componentes de Fourier con frecuencias menores que w o. Es lo que sucede en la iondsfera cuando
se la intenta forzar electromagnéticamente. La iondsfera es la parte de la atmosfera terrestre
ionizada permanentemente debido a la radiacién solar. Y resulta que los campos electromagnéti-
cos satisfacen en la ionésfera la ecuacion de Klein-Gordon (3.41), w g es la frecuencia del plasma
y el factor que multiplica a la derivada segunda espacial es igual a la velocidad de la luz en el
vacio al cuadrado. Para un plasma diurno la frecuencia del plasma es v, ~ 10 —30 MHz, por eso
la iondsfera se comporta reactivamente para ondas de radio AM, con frecuencias v ~ 1000 KHz,
mientras que se comporta dispersivamente para ondas de radio FM, con frecuencias v =~ 100
MHz. ;Cémo se comporta la iondsfera terrestre para la luz?

Supongamos que a partir de la posiciéon x; se produce un cambio en la longitud de los
péndulos: a la izquierda de z; con longitud ¢; y a la derecha con longitud /5. La respuesta
forzada estacionaria en cada tramo dependera del valor de la frecuencia externa con respecto
awor =g/l ywoz = +\/g/la. Sila < {1, wp < woz (como en el sistema de péndulos del
ejercicio 16 de la guia 1, que seria la versién discreta de lo que estamos haciendo acd). Si la
frecuencia de la fuerza impulsora se elige para que wo; < w < w2, la perturbacion periddica
causada por la fuente en el tramo izquierdo se transformara, a partir de x1, en una perturbacion
con decaimiento exponencial. Como no hay disipacién y debido a que las perturbaciones con
decaimiento exponencial no pueden entrar mucho en la zona x > x1, la perturbacién incidente
“rebotard” y como resultado se formard una onda estacionaria en la zona x < x1, lo mismo que
pasaba en un segmento finito de cuerda (independientemente de las condiciones en los extremos
la energia se queda encerrada en el sistema). Comparar la solucién del ejercicio 16 de la guia 1
con la solucién que se obtendria en este caso en el continuo.

Si a partir de la posicion xo > z1 la longitud de los péndulos fuera de nuevo #1, la region
x > x9 seria una zona con comportamiento dispersivo y en esta zona podria volver a aparecer
una perturbacién periédica, como la que habia en el tramo izquierdo. Para que la perturbacion
en este tercer tramo sea apreciable se deberia cumplir que xo — 1 < §. Hay muchos fenémenos
fisicos en los que una perturbacién se transmite a través de regiones “prohibidas” (como en el
tramo entre x; y x2, que no puede ser traspasado si xg — x1 > ). Cuando esto ocurre se dice
que hay tuneleo de la perturbacion, un efecto que aparece en éptica, en actustica y de manera
espectacular en mecanica cudntica.

5.3. Forzado estacionario: péndulos acoplados

Para analizar el forzado estacionario del sistema discreto, partimos de (3.25) (la que nos llevé
a Klein-Gordon). Ya dijimos que la solucién procede formalmente igual que la de los modos.
Aprovechemos lo que se hizo en la eq. (3.7) para el caso w o = 0, pagina 48. Es claro que si antes
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llegdbamos a esta eq. en diferencias (ver (3.8))

K A + A,_
2 n+1 n—1
w'=2—11-—— - 11
< 21171 ), (5 )

ahora vamos a llegar a una ecuacién en diferencias similar, pero con el nuevo término que

Corresponde a woy ;é 0
2 2 n+1 n—1
w'=whH+2—(1——— 12

que se puede interpretar recordando que el lado derecho de (5.12) da la fuerza restitutiva por
unidad de desplazamiento y por unidad de masa cuando wo = 0 (no hay gravedad o péndulos
muy largos). Cuando w ¢ # 0, la fuerza restitutiva aumenta de la misma manera para todas las
masas y se suma a la la fuerza restitutiva por unidad de desplazamiento y por unidad de masa
que ya tenian las partes moéviles sin gravedad.

Ya sabemos que el cociente entre amplitudes se puede hacer independiente de n con sucesiones
de la forma

A, = B sin(n®) + C cos(nO). (5.13)
Asi llegamos a la nueva relacién de dispersién (ver eq. (3.13))

4K S}
ﬁ Sin2 5 5 (514)
~~

w2 = OJ20 +

2
Warax

vélida para la relacion entre periodo temporal y periodo espacial, tanto en un modo como en el
caso forzado estacionario.

Cuando w = wg, © = 0, todos los péndulos se balancean en fase (es decir, perfodo espacial
infinito, resultado ya obtenido en la aproximacién continua, pdgina 107) y la fuerza restitutiva
por unidad de desplazamiento y por unidad de masa es solamente gravitatoria.

Cuando w?% < w? < w? + w?, 4 siempre es posible encontrar un valor real de © que estard
asociado con una periodicidad espacial. Vemos entonces que el rango dispersivo en el caso
discreto tiene un limite superior

1K , 14Ka’
\/w2O+M—\/w0+a2 M — X (5'15>

a—0

y que este limite superior tiende a infinito cuando nos aproximamos al caso continuo, resultado
que ya habiamos obtenido con Klein-Gordon.

Rango reactivo bajo. Seria de esperar que la zona w < wq corresponda a un compor-
tamiento reactivo. Y asi es nomds. Una manera de comprobarlo es notar que la ec. (5.14) se
satisface para valores imaginarios puros de © = i =, con = real. En este caso los senos y cosenos
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de la ec. (5.13) se transforman en senos y cosenos hiperbdlicos, el cociente entre amplitudes de
la ec. (5.12) resulta igual a cosh Z y la relacién de dispersion en esta zona se reescribe como

4K
M

2

w? =w? — sinh?

2o | [1]

(5.16)

Notar que en este rango tiene mas sentido fisico reescribir la ec. (5.13) en términos de combi-
naciones lineales de exponenciales crecientes y decrecientes del tipo e*="

Ap =be =" fce=n. (5.17)

Cuando w = w o ya sabemos que todos los péndulos se balancean en fase, un resultado contenido
en esta ecuacién porque para esta frecuencia = = 0, que corresponde a una distancia de pene-
tracion infinita. Cuando w disminuye desde el valor w o, Z aumenta, es decir que la distancia de
penetracion disminuye, hasta llegar a un valor maximo de = cuando w — 0. Nos damos cuenta
que = juega el papel de ka.

Rango reactivo alto. Ya nos dimos cuenta que la zona w? > w20 + wjzw Ax Do corresponde
a comportamientos dispersivos. Y también vimos que esta zona desaparece en el caso continuo.
Nos damos cuenta que pasar algo muy parecido al caso w g = 0 que vimos para las oscilaciones
transversales de la cadena lineal, aunque en vez de zig-zag deberiamos decir vaivén, porque los
péndulos realizan movimientos longitudinales. Es claro que las sucesiones de la forma de la ec.
(5.17) no sirven, porque dan frecuencias fuera del rango que nos interesa. Pero si a través de un
(—1)™ intentamos con un vaivén entre partes moviles sucesivas

Ay = (1" (be =" + ce=") , (5.18)

es facil comprobar que ahora el cociente entre amplitudes de la ec. (5.12) resulta igual a — cosh =
v la relacion de dispersién en esta zona se reescribe como

2

4K
w? =w? + YA cosh? (5.19)

2o | [1]

. . . ;:\ . 2
que siempre tiene soluciones Z reales para frecuencias w > y/w{ + Wi, 4x-

5.4. Cadena lineal diatomica

En la figura 5.2 se muestra la posicién de equilibrio de un sistema de cuentas que consiste en
una cadena lineal de masas que interactian mediante fuerzas eldsticas con sus vecinos cercanos.
Es un sistema muy parecido al considerado en la figura 3.1, con la diferencia de que ahora las
cuentas no son idénticas ni estan equiespaciadas. Aunque el sistema sigue siendo periédico, con
periodo a, en este caso hay dos masas (m; y mz) en cada periodo. Como ya sabemos que el
tratamiento es el mismo, haremos simultdneamente el tratamiento matematico de modos y del
forzado estacionario. Para los modos, y tal como hicimos en la secciéon 3.1, podemos limitar el
sistema y suponer masas virtuales en x = 0y en x = (N +1)a = L. Para el forzado estacionario,
y si estamos interesados en la propagacién de una perturbacién armoénica inducida desde x = 0,
podemos considerar un sistema infinito (donde solamente interesara la parte progresiva de las
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Figura 5.2: Cadena compuesta por una secuencia periédica de dos cuentas con masas m; y ms. Como
en la figura 3.1 el periodo es a, pero las cuentas no estan equiespaciadas

ondas) o finito (donde necesariamente habrd que considerar, como en los modos estacionarios,
tanto las partes progresiva como regresivas, o las exponenciales crecientes y decrecientes, si
hubiera comportamiento reactivo). Para la porcién genérica n-ésima (la n-ésima celda unitaria),
las posiciones de las masas my y ms vienen dadas por xg) =nay 1’2221 + A = xS) + Aq. Notar
que para mj; = mo y A1 = Ay = a/2 el sistema se reduce al considerado en la seccién 3.1. Las
posiciones de las masas en las celdas unitarias adyacentes a derecha e izquierda vienen dadas

por :c;li)l = x%l) Tay xffj)ﬂ = xg) *a.

m, -

Figura 5.3: Desplazamientos transversales de la cadena periédica con cuentas de masas m; y mg en
cada celda unitaria.

5.4.1. Ecuaciones de movimiento

Fuera del equilibrio, en cada celda unitaria representamos con 11,(t) y 12,(t) a los despla-
zamientos transversales de las cuentas con masas mj y me. La situacién estd bosquejada en
la figura 5.3 y es completamente similar a la considerada en la figura 3.2. Observar que tal
como en el caso de la cadena homogénea, tenemos el mismo tratamiento para estudiar pequenos
apartamientos transversales del equilibrio en el caso de i) cuentas engarzadas en una cuerda
eldstica sin masa o ii) unidas por resortes muy estirables. El sistema de ecuaciones diferenciales
homogéneo linealizado para cada masa con dos vecinos cercanos tiene la misma forma que la
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ec. (3.5), solo hay que tener cuidado y plantear una ecuacién de Newton para las masas pares y
otra para las impares, cambiando los valores de las masas y de las proyecciones de las tensiones
en la direccion vertical.

Observando la figura 5.3 y repitiendo el procedimiento realizado en (3.5), obtenemos el si-
guiente sistema acoplado de ecuaciones diferenciales

=~ 2 tin 20 Hln = Fancl

ma Al mq AQ
(5.20)
o = To Vi1 — Y2 To Yon — Yin
2n meo AQ mo Al ’
que se puede reescribir como
m1 Yin = f thon — (f + 9) Y1n + gthan_1, (5.21)
ma hon = fwln - (f + g) Yon + gd}l,nJrl » (522)

donde f = Ty/A1y g = Tp/As. Tanto en modos como en forzado estacionario debe cumplirse
que Yjn(t) = Ajn cos(wt + @), con j=1, 2, o de manera més explicita

1n(t) = Ayp cos(wt + @),
Yon(t) = Aoy cos(wt + @) .

Introduciendo estas expresiones en el sistema (5.21)-(5.22), simplificando los cosenos y tal como
ocurria en (3.8), se obtienen relaciones de recurrencia para las amplitudes de las partes méviles

fAL—[(f+9) —mw’] Al + g Azn 1 =0, (5.23)

fALL—[(f+9) —maw?| Ao+ g A1 pg1 =0, (5.24)

que se pueden reescribir de manera parecida a la eq. (3.9)

fA2+9gAsn mi o
: : =1- w?, 5.25
7 +9) A 7 +9) (5.25)
fAin+9Ain+ ma o
! : =1- w?, 5.26
(f+9) A (f+9) (5.26)

vy que también dice que la dependencia adecuada es aquella para la cual ciertos cocientes que
involucran los términos de la sucesién no dependen de n. Y asi de nuevo llegamos a que la
solucién de estas ecuaciones en recurrencias tienen que tener la forma general propuesta en
(3.10), tanto para los términos pares como para los impares

A1, = BY sin(n ©) + €W cos(n ©), (5.27)
Agp = B sin(n ©) + C? cos(n ©), (5.28)

con B, ¢ B y C@ cuatro constantes a determinar, a menos de una constante porque
ya se puede ver que obtendremos un sistema de ecuaciones algebraicas homogéneo, y O(w), la
relacion de dispersion del sistema diatomico, una funcién a determinar con la condiciéon que
dicho sistema homogéneo tenga solucién no trivial.
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5.4.2. Relacién de dispersion

Cada una de las combinaciones (5.27) y (5.28) en términos de senos y cosenos son equivalentes
a una combinacién lineal de exponenciales imaginarias

ein@) y e—in@

y para simplificar las cuentas, vamos a probar primero que cada exponencial por separado
resuelve las relaciones de recurrencia y conduce a las mismas relaciones de dispersiéon. Luego, por
linealidad de las relaciones, quedardan demostradas las propuestas (5.27) y (5.28). Empecemos
entonces con la primera exponencial

Aln = U1 ei"@ y Agn = U ei"@ . (529)

Introduciendo esta propuesta en las ecs. (5.23) y (5.24), y simplificando el factor comtin ¢"®,

llegamos a un sistema algebraico homogéneo para u; y us
m1w? = (f +g)lua + [f + g7 PJuz =0, (5.30)

[f + g€ ®lur + [maw® = (f + )] uz = 0. (5.31)

La relacion de dispersiéon del sistema se obtiene pidiendo que el determinante de este sistema
sea nulo, es decir

[m10? = (f + g)llmaw® = (f +9)] = [f +ge ][ +9e'®] =0

dividiendo por el producto de las masas

f+yg f+yg i i
[w? = = w? — =]~ [f +9e7Clf +9¢ %] =0
mq me9 mi1mso
haciendo los productos
+ g)? 1 1 1
e U g gt Ly Ly g2 o cose] = 0
mims mi ma mims

juntando los términos independientes de w

1 1 2fg
W= (f o) [+ ]+
mq mo m1 M9

[1—cos®] =0.

Usando una identidad trigonométrica e introduciendo la masa reducida p = mimsy/(my + ms)
queda la siguiente ecuacion bicuadratica para la frecuencia w
4 (C]
w4_w2f+9+ fg . o

sin®— =0
I mimso 2

cuyas soluciones son

o [+g

wo=—=

2p

(f +9)%> m1mg

2 1/2
1+ (1 __16fg 17 e 2) ] . (5.32)
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La ecuacién (5.32) muestra una de las caracteristicas més importantes que distingue a este
sistema de los vistos hasta el momento y que consiste en que su relacién de dispersién tiene
dos ramas que definen dos rangos dispersivos. Una rama, wy(©), corresponde al signo “-” en
(5.32) y se conoce como rama actstica, mientras que la otra rama, wy(©), corresponde al signo
“+” en (5.32) y se conoce como rama optica. Entre ambas ramas, y para valores de frecuencias
en el intervalo comprendido en una banda definida por el méximo de wy(©) y el minimo de
w9(O), aparece un rango reactivo, ademds del rango reactivo alto que habia aparecido tanto en
la cadena de particulas idénticas como en el sistema de péndulos acoplados, para frecuencias por
encima de la rama més alta. Este tipo de bandas prohibidas (en el sentido de que las ondas con
frecuencias en la banda solo pueden decaer exponencialmente a lo largo del sistema infinito) se
conocen también por su nombre en inglés band gaps. Juegan un papel muy importante en otras
fenomenologias ondulatorias andlogas al ejemplo mecanico considerado y explica, por ejemplo,
el comportamiento de los electrones en los semiconductores, de las ondas electromagnéticas en
los cristales fot6nicos o de las ondas sonoras en los cristales sénicos (o fonénicos).

También cabe destacar, como veran cuando estudien Estructura de la Materia 2, que muchos
de los resultados derivados en esta seccién para la cadena diatémica se pueden aplicar formal-
mente a cristales tridimensionales simples como los haluros alcalinos, por ejemplo el NaCl. Si
en estos cristales las ondas elasticas se propagan en direcciones de alta simetria, el problema se
vuelve unidimensional y puede tratarse formalmente con el modelo de la cadena diatémica. El
nombre de rama acustica se debe al hecho de que en los sélidos si la longitud de onda es grande,
27/© > 1, una perturbacién de esta rama se propaga como una onda de sonido en un continuo
elastico. Por otra parte, el nombre rama Optica proviene del hecho de que los modos con fre-
cuencias wo pueden ser excitados por campos electromagnéticos en el infrarrojo o el infrarrojo
lejano. De manera general se puede decir que en una cadena unidimensional compuesta por J
tipos de atomos tendremos J ramas, una acustica que pasara por el punto (w,®) = (0,0) y J -
1 ramas épticas.
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Figura 5.4: Relacién de dispersién para la cadena periédica con cuentas de masas m; = lkg, my =
0.75kg, f = IN/m.

Notar que la ec. (5.32) es invariante a intercambios m; — mo y fi — fo y que también
permanece invariante cuando se cambia © por —©. Observamos que la funcién e *"®© también
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es solucién de las relaciones de recurrencia, con la misma relacién de dispersién y todos los
resultados intermedios que hemos desarrollado para la propuesta (5.29) siguen valiendo, teniendo
la precaucién de hacer el reemplazo de © por —©.

5.4.3. Caso particular f =g

Para simplificar cuentas, consideremos el caso particular A; = Ag = a/2 (masas distintas
equiespaciadas), es decir f = g = 2Tp/a (el caso de la molécula de CINa). En este caso, las dos

ramas son
2 1/2
w 1+ (1 4P i 2) ] : (5.33)

2 _ I
W m1msa

Notar que 4my mg < (my + mg)z. Para my > my, la rama actstica tiene su valor minimo w = 0
en © = 0 y su valor maximo w = (%)(1/ 2) en © = 7. En cambio, la rama éptica tiene su valor
minimo w = (%)(1/2) en © = 7 y su valor maximo w = (%)(1/2) en © = 0. La banda prohibida
se extiende para valores de frecuencia en la region

|2 o< J2
mi mo

y tiene un ancho proporcional a 1/,/my—1/,/my . El grafico de la figura muestra que no existen
valores reales de © para frecuencias en la banda prohibida. Al igual que en el régimen reactivo
de otros sistemas, como la cadena lineal o los péndulos acoplados, en esta zona la relaciéon de
dispersién (5.33) da valores reales de w? solamente cuando © es un niimero complejo con parte
imaginaria distinta de cero y esto indica que el comportamiento del sistema en esta zona es
reactivo.

Notar que la relacién de dispersién se obtuvo a partir del sistema de ecuaciones (5.30) y
(5.31) y que este sistema se puede escribir en la forma de una ecuacién de autovalores. Los
autovalores son las ramas acustica y éptica y los autovectores son las amplitudes u; y ug. En
el caso particular que estamos considerando, f = g = 27y /a, las ecuaciones (5.30) y (5.31) se
pueden rescribir como

my [w? — ﬁ] uy + f14+e " ©lug =0, (5.34)
mq
FIL+e®uy +mgw? - ij;] ug = 0. (5.35)

De la ec. (5.34) se obtiene que el espacio de los autovectores esté definido mediante el cociente

w  f 14e7©
i (5.36)
mi

condicién que, para frecuencias que satisfacen la relacién de dispersién, debe ser equivalente a
la que se obtiene a partir de la ec. (5.35), ya que cuando se satisface la relacién de dispersién
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el sistema (5.30) y (5.31) deja de ser independiente y ambas ecuaciones deben dar los mismos
resultados, aunque no lo parezca

Ul mo w2_ﬁ
L ma 5.37
U2 [ 1+4+¢©7 (5.37)

En la rama actstica w? < 2f/m1. Y cuando © ~ 0, las dos masas de una celda oscilan en
fase y esto se repite para todas las celdas. En cambio, en la misma rama pero cuando © = T,
las dos masas de una celda unitaria también oscilan en fase, pero la fase cambia de signo de una
celda a la siguiente.

En la rama 6ptica w? > 2f/ms. Y cuando © ~ 0, ambas masas de una celda unitaria oscilan
en contrafase y esto se repite para todas las celdas. En cambio, cuando © = 7, las dos masas
de una celda unitaria también oscilan en contrafase, pero la fase cambia de signo de una celda
a la siguiente. Para una cadena de dtomos distintos, que las dos particulas de una misma celda
oscilen en contrafase produce un momento dipolar oscilante que se puede acoplar de manera
resonante con radiaciéon electromagnética en el rango del infrarrojo y en definitiva da lugar a
que el material absorba dicha radiacion.

5.4.4. Modos para extremos fijos

Veamos cémo usar los pasos tedricos anteriores para encontrar los modos (transversales o
longitudinales) de una cadena diatémica de longitud finita con los extremos fijos. En primer
lugar tomemos un nimero impar (2N + 1) de partes méviles, es decir que los extremos fijos, al
igual que las partes moviles més préximas a los extremos, corresponderian a masas del mismo
tipo (en la cadena hay N celdas elementales y media).

. -
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.
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0 Ay a a+ A, 2a (N —1)a+ A, Na Na+ A, (N +1)a

Figura 5.5: Esquema de cadena diatémica con un ntimero impar (2N + 1) de partes méviles (N celdas
elementales y media).

Las amplitudes A;, y Aj2 de las ecs. (5.27) y (5.28) se tienen que escribir como combi-
nacién lineal de los dos tipos de exponenciales imaginarias, positivas y negativas. Por razones
matematicas y porque fisicamente los modos son ondas estacionarias, que son combinacién de
ondas progresivas y regresivas. Entonces, hay que modificar las expresiones (5.29) y escribir las
amplitudes como combinaciones lineales de las funciones e*"©
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Ay =u1(0)e"® 4 uy(—0)e "0 (5.38)
Ag = u2(0) e ™© 4 uy(—0)e "9, (5.39)

donde u;(0) y ua(©) estén relacionadas mediante la expresion (5.36), o su equivalente (5.37),
mientras que u(—0©) y u2(—0O) estan relacionadas mediante las expresiones que se obtienen a
partir de (5.36), o de su equivalente (5.37), pero remplazando © por —O.

En la situacién considerada en la figura 5.5 ambos extremos fijos son del tipo 2. Entonces
debe cumplirse que

AP =0 vy A, =0
Luego,
u2(0) + uz2(—0) = 0.

Reemplazando este resultado en la condicion en el extremo derecho, resulta
sin[(N+1)0] =0
y entonces (N 4 1)© tiene que ser un multiplo entero de m,
ow —, T 5.40
PNT1 (5.40)

un resultado que si bien es completamente andlogo al obtenido en la seccién 3.1.4 para la cuerda
con cuentas idénticas equiespaciadas, da lugar a varias diferencias notables que son consecuencia
del cardcter bivaluado de la relacién de dispersién (5.33). En particular, para cada valor de oW
dado por (5.40), ahora pueden corresponder dos wvalores de frecuencia (no uno, como en la
seccién 3.1.4): uno en la rama acustica y el otro en la rama Optica.



Capitulo 6
Descripcion geométrica

En los ejemplos mecanicos vistos en los capitulos anteriores, los comportamientos ondulatorios
se pudieron mostrar a partir de estudiar la dindmica impuesta en cada parte mévil por las fuerzas
restitutivas del sistema. Como la dindmica de sistemas mecdanicos clasicos esta gobernada por las
ecuaciones de Newton, la dificultad quedaba acotada a resolver matematicamente las ecuaciones
diferenciales acopladas o la ecuacién de ondas resultante. Pero para estudiar fenémenos fisicos
tan familiares para la humanidad como el sonido o la luz (tan familiares que nacemos con
detectores para ellos) el camino recorrido no ha sido éste, sino un camino inverso, que arranca
de la fenomenologia y con andlisis, sistematizacién, deducciéon y comprobacién permite llegar
a leyes y teorfas, aun sin conocer los principios fundamentales de la dindmica de las partes
moviles.

La descripcién de comportamientos ondulatorios que veremos a continuacién esta formulada
en base a conceptos puramente geométricos que no hacen ninguna referencia a la ecuacién de
ondas ni a la naturaleza ondulatoria del fenémeno que se estudia (como dptica o actstica) y
recibe el nombre de descripcién geométrica (DG). Es una aproximacién vélida cuando la onda
interactiia con objetos grandes comparados con la longitud de onda, es decir

A<D, (6.1)

con A la longitud de onda y D el menor tamafio caracteristico del objeto con el que interactia
la onda.

;, Cudl es el interés de la descripcién geométrica? Que en su rango de validez permite describir
de manera muy sencilla la cinemdtica (cémo viaja la onda) en procesos ondulatorios como la
luz o el sonido. Sin embargo, no dice nada sobre la dindmica de la interaccién onda—objeto, que
requiere conocer las leyes fisicas que estan detras de cada onda. En otras palabras, la descripcién
geométrica permite predecir qué caminos siguen las ondas que se reflejan y transmiten en un
dado obstaculo —y estos caminos serian iguales para todo tipo de onda, siempre que valga la
condicién (6.1)— pero no dice nada sobre qué fraccién de la energia incidente se va por el camino
reflejado y qué fraccién por el camino trasmitido.

La construccion tedrica de la DG sigue historicamente los avances del hombre en el entendi-
miento de la luz, por este motivo muchos libros la llaman dptica geométrica, si bien vale para
cualquier tipo de onda. La luz es una onda electromagnética transversal con longitudes de onda

119
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en el rango 400 nm < A < 700 nm (1 nm = 10~? m). Luego, para la mayoria de los objetos de la
vida cotidiana, se satisface ampliamente la condicién (6.1). En cambio, para las ondas sonoras
en aire (A & 1m para el lagqp), en la vida cotidiana por lo general no se satisface la condicién
(6.1) y en consecuencia no es aplicable la DG (o sea, que para que valga la DG hay que ir a
otros rangos de frecuencia, es decir, de longitudes de onda).

6.1. Rayos

Un rayo se define como la linea que corresponde a la direccion del flujo de energia. Lo podemos
imaginar como la linea recta que une la salida de un puntero laser con la manchita producida
por el laser en un papel. Y se podria visualizar perfectamente si en la habitaciéon donde se hace
el experimento hay humo o polvo flotando en el aire. El concepto ideal de rayo se obtendria
tratando de disminuir el tamano de la manchita, por ejemplo limitando la apertura del puntero.
Pero cuando la apertura resulta muy pequena, la condicién (6.1) deja de valer y a partir de
este momento el procedimiento para visualizar el rayo ideal deja de funcionar: el tamano de la
manchita deja de disminuir y para describir lo que sucede hay que tener en cuenta el caracter
ondulatorio, ya no se puede aplicar la DG y en estas circunstancias se dice que hay difraccion.

Nos damos cuenta que los rayos, como caminos de las ondas, se corresponden con los vectores
de onda k asociados con las ondas 1D (ver pag. 88 y siguientes). Y entonces son perpendicu-
lares a los frentes de onda: rayos paralelos se corresponden con ondas planas, rayos radiales se
corresponden con ondas esféricas, etc.

6.2. Leyes fenomenolégicas

no

]
(b)
Figura 6.1: En la superficie de separacién entre los medios 1 y 2, los experimentos demuestran que los

rayos incidente, reflejado y refractado estdn contenidos en el plano determinado por el rayo incidente y
la normal a la superficie (linea punteada) y las relaciones entre los dngulos i, r y t.



6.2. LEYES FENOMENOLOGICAS 121

Los experimentos demuestran que el comportamiento de los rayos se puede condensar en las
siguiente leyes:

» en un medio homogéneo, los rayos son lineas rectas (ley cero);

= como se muestra en el esquema de la Fig. 6.1, en una superficie de separacién entre dos
medios homogéneos el rayo incidente da lugar a un rayo reflejado en el primer medio y a
un rayo transmitido en el segundo medio;

= el rayo reflejado y el rayo transmitido estan contenidos en el plano determinado por el
rayo incidente y la normal a la superficie de separacién. Este plano se llama plano de
incidencia. Notar que en el caso de incidencia normal (i = 0) el plano de incidencia
no estd bien definido, porque hay infinitos planos que contienen al rayo incidente y a la
normal.

s 7 =4, es decir que el angulo r que forma el rayo reflejado con la normal es igual al dngulo
i que forma el rayo incidente con la normal;

= el cociente entre el seno del angulo ¢ que forma el rayo transmitido con la normal y el seno
del angulo ¢ que forma el rayo incidente con la normal sélo depende del par de medios y
no del dngulo de incidencia. Esta ley, descubierta por Ibn Sahl, también se conoce como
ley de Snell, de Descartes o ley de la refraccion y se expresa

sin ¢

sin 1 = Nno1. (6.2)
La constante ngy se llama indice de refraccion relativo entre el medio 2 y el medio 1. Si
el medio 2 se reemplaza por un tercer medio, se verifica experimentalmente que valor del
cociente entre senos independiente del dngulo de incidencia toma ahora otro valor ns;.
Si se vuelve a hacer el experimento en la superficie de separacién entre los medios 2 y
3, ahora el cociente entre senos resulta nga = ngy/no; y esta propiedad sugiere tomar
algiin medio como referencia, entendiendo que las constantes involucradas en la ley de la
refraccién estdn medidas en relacién a dicho medio: ng; = na/n;. Asi, la ley se escribe

ny sin ¢ = ng sin t. (6.3)

De la condicién (6.1) se desprende que en esta aproximacién todas las superficies son local-
mente planas en la zona donde incide el rayo, es decir que los radios de curvatura de la superficie
son grandes comparados con la longitud de onda. Con experimentos caseros es posible poner
en evidencia ciertos comportamientos luminosos que no responden a las leyes fenomenoldgicas
de la DG. Por ejemplo basta con iluminar superficies, como la de un DVD o de ciertas tarjetas
bancarias, que tienen detalles que el ojo humano no puede resolver. Por ejemplo, la distancia
radial entre dos surcos consecutivos en la superficie de un DVD es aproximadamente 740 nm.
Ademss, a lo largo de cada surco hay montanitas de 320 nm de ancho y como minimo 400 nm
de largo y 120 nm de alto. Estas cifras muestran que para estas superficies no se cumple la
condicion de validez de la DG, porque la menor distancia caracterisca D es del mismo orden de
magnitud que \.
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6.3. Algunas consecuencias de la ley de Ibn Sahl

6.3.1. Reflexion externa e interna

En la figura 6.1a se muestra el esquema correspondiente al caso en que el indice de refraccion
del medio de incidencia es menor que el indice de refracciéon del medio de transmisién. En esta
situacion, conocida como reflexion externa, el rayo refractado se acerca a la normal y siempre
hay un rayo refractado para todo valor del angulo de incidencia.

En cambio, en la figura 6.1b se muestra el caso opuesto al anterior, cuando el indice de
refraccién del medio de incidencia es mayor que el indice de refraccién del medio de transmisién.
En esta situacion, conocida como reflexion interna, el rayo refractado se aleja de la normal, tal
como se pone en evidencia cuando despejamos sin ¢ en funcion de sin 7. Si tenemos en cuenta
que en el intervalo [0,7/2], intervalo donde estan definidos los dngulos i y ¢, el seno es una
funcién creciente de su argumento, resulta

n t<i1 si np < n
sint=—sini = , S (6.4)
no t>1 S1 Ny > no.
angule de 45°
—_— -

vidrio

Figura 6.2: Esquema de funcionamiento del prisma de reflexién total. La seccién del prima tiene forma
de tridngulo rectangulo isésceles. Los rayos que inciden normalmente a uno de los catetos llegan a la
hipotenusa con un angulo mayor al que corresponde a i, para la reflexién interna entre vidrio y aire.

6.3.2. Reflexién total

Notar que en el caso n; > ng existe un dngulo critico i, < 7/2 para el cual el rayo refractado
es paralelo a la superficie t = 7/2. Este dngulo se llama dngulo critico de reflexion total y se
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puede calcular a partir de la ley de Ibn Sahl
ny sin ic =ng sin 7/2 —  sin i, = 2 (6.5)
ni

En este caso la ley de Ibn Sahl se puede reescribir como

Esta expresién muestra claramente que cuando
1> 1 — sint>1

una situacién que no es nada clara en el lenguaje de rayos, porque no sabemos como dibujar
angulos con seno mayor que 1. Esto suena bastante parecido a lo que sucedia para comporta-
mientos reactivos. Justamente, mas adelante reexaminaremos el fenémeno con el lenguaje de las
ondas y encontraremos que para i > i, el medio de transmisién se comporta reactivamente y
entonces el rayo reflejado lleva toda la energia del rayo incidente. También encontraremos que
para i < i. el medio de transmision se comporta dispersivamente y la energia del rayo incidente
en parte se refleja y en parte se transmite, tal como sucede para todo angulo de incidencia en
el caso de reflexion externa ny < no.

Si el rayo va de vidrio (n; = 1.5) hacia aire (ng = 1), entonces seni, = 1/1.5 = 2/3 y resulta
e &= 42° un resultado que explica el diseno del prisma de reflexiéon total mostrado en la figura
6.2, donde se utiliza un prisma con forma de tridngulo rectangulo isdsceles para que el angulo de
incidencia en la hipotenusa resulte i = 45° > i, y asi entonces el rayo transmitido en el primer
cateto se refleja totalmente.

El mecanismo de reflexion total permite el confinamiento y la propagacién de luz en fibras
opticas. Esencialmente la fibra consiste en un nicleo con un recubrimiento, con el indice de
refraccion del nicleo mayor que el indice del recubrimiento. De esta manera, la luz se propaga
por el interior de la fibra con un dngulo de reflexién por encima del dngulo limite de reflexién
total, rebotando en las superficies nicleo—recubrimiento.

6.4. La DG en otros marcos tedricos

Cuando estudiamos el problema de la cuerda mediante las descripciones de d’Alambert y de
modos observamos que distintas descripciones de la misma situacion pueden producir ideas fisi-
cas y métodos matematicos de analisis diferentes y complementarios. Las leyes de la descripcion
geométrica también admiten teorias duales que pueden aplicarse como alternativa a las leyes
fenomenologicas enunciadas en la pagina 122. Las descripciones alternativas que veremos estan
basadas en

= Principio de Huygens;
= Principio de Fermat;

= Marco ondulatorio riguroso.

Cada descripcion tiene su ventaja, en cada una hay ideas fisicas muy importantes que toman
protagonismo y si estamos en el rango de validez de la DG, da lo mismo cudl se usa.



124 CAPITULO 6. DESCRIPCION GEOMETRICA
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Figura 6.3: Esquema para obtener la propagacién de frentes de onda planos y esféricos. Primero se
muestra el frente de onda en el instante ¢. Luego una ondita secundaria en el instante ¢+ At. Y finalmente
la envolvente de todas las onditas secundarias en el instante t + At.

L)

6.4.1. Principio de Huygens

En 1678 el fisico holandés Christiaan Huygens propuso un mecanismo que permite explicar
no solo la propagacién de los rayos (normales a los frentes de onda) sino también las leyes
fenomenoldgicas enunciadas en la pagina 122. El principio postula que todo punto de un frente
de ondas actiia como fuente de onditas esféricas secundarias de igual velocidad y frecuencia que
la onda original y que el frente de ondas en un instante posterior es la envolvente de todas
estas onditas esféricas (onditas de Huygens). Por envolvente se entiende la superficie tangente.
Para que el mecanismo funcione, Huygens supuso, sin explicaciones adicionales, que las onditas
secundarias sélo viajan “hacia adelante”. El principio fue reformulado en 1815 por Fresnel para:
i) hacer desaparecer las onditas que viajan “hacia atras”, introduciendo un factor de oblicuidad
que depende de la direccién de propagacion; y ii) interpretar la envolvente en términos de
interferencia entre las onditas secundarias.

La figura 6.3 muestra como aplicar el principio de Huygens para obtener la propagacién de
un frente de onda plano (arriba) y de un frente de onda esférico (abajo). En la primera columna
se muestra el frente en el instante ¢t y en la segunda columna una sola ondita secundaria en
el instante ¢t + At, notar que su frente de onda tiene un radio vAt. En la tercera columna se
muestra la envolvente de todas las onditas secundarias en el instante ¢ + A¢. Se ha supuesto
que el medio es is6tropo y homogéneo, por eso todas las onditas secundarias tienen el mismo
radio, si el medio no fuera homogéneo la velocidad dependeria del punto, las onditas secundarias
tendrian distinto radio y los frentes de onda no serian como los originales. Como los rayos son
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perpendiculares a los frentes de onda, es evidente que estas construcciones equivalen a la ley
cero de la pagina 122.

(b)

Figura 6.4: Esquema para deducir la ley de la reflexién a partir del principio de Huygens.

El Principio de Huygens también contiene la ley de la reflexion y la ley de Ibn Sahl. Para
verlo, consideremos primero el esquema de la Fig. 6.4. La parte (a) de la figura representa el
frente de una onda plana con rayos que forman un angulo ¢ con respecto a la normal a la
superficie de separacién. En el instante ¢, cuando el punto A del frente de ondas incidente toca
a la superficie, genera una ondita esférica elemental reflejada que vuelve hacia el medio 1. Lo
mismo hacen, en instantes posteriores, los otros puntos del frente de ondas AB. Consideremos
el instante t + At, cuando el punto B del frente de ondas incidente llega a la superficie. En ese
instante, ver parte (b), la ondita esférica elemental reflejada en el punto A tiene radio

AA = v At

mientras que la ondita esférica elemental reflejada en el punto B’ recién estd por empezar a
emitir. Esto indica que el frente de ondas reflejado es el segmento A’B’ y que por hipdtesis
también BB’ = v1At. Como

seni = BB'/AB" 'y senr= AA"/AB’
entonces debe ser seni = senr, luego i = r y queda demostrada la ley de la reflexién.

Para deducir la ley de refraccién a partir del del principio de Huygens, consideremos ahora el
esquema de la Fig. 6.5 y supongamos que v1 y vg son las velocidades de fase correspondientes a
los medios de incidencia y de transmisién respectivamente. El segmento AB representa, como
antes, el frente de ondas de una onda plana con rayos que forman un angulo 7 con respecto a
la normal a la superficie de separacién. En el instante ¢, cuando el punto A del frente de ondas
incidente toca a la superficie, genera una ondita esférica elemental refractada que empieza a
penetrar en el medio 2. Lo mismo hacen, en instantes posteriores, los otros puntos del frente de
ondas AB. Consideremos el instante ¢ + At, cuando el punto B del frente de ondas incidente
llega a la superficie, condicién que impone que

BB = ’UlAt.
En este instante, la ondita esférica elemental refractada a partir del punto A tiene radio

H = UQAt
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Figura 6.5: Esquema para deducir la ley de Ibn Sahl a partir del principio de Huygens.

mientras que la ondita esférica elemental refractada en el punto B’ recién estd por empezar a
emitir (notar que en el esquema se supuso v; > v2). Esto indica que el frente de ondas refractado
es el segmento A’B’ y como

seni = BB'/AB" 'y sent= AA/AB’

entonces debe ser
sent BB v

sent  AA o
Esta expresion muestra que el cociente entre los senos solamente depende de los medios involu-
crados y no del dngulo de incidencia y equivale a la ley de Ibn Sahl escrita en la forma (6.2). El
punto importante, ademas de entender cémo aplicar el mecanismo de Huygens cuando hay una
discontinuidad, es notar que con este mecanismo Huygens permite interpretar la constante que
aparece en la ley fenomenoldgica (6.2) como un cociente entre velocidades de fase de la onda en
cada medio. Por eso la notacién moderna escribe esta constante como un cociente entre indices
de refraccion, cantidades que para cada medio estdan definidas como cocientes entre la velocidad
de fase en un cierto medio de referencia y la velocidad de fase en el medio en cuestion. De esta

manera
1 . 1
—sent = —sent
U1 V2

que demuestra que, admitiendo las hipotesis de Huygens, es posible medir la velocidad relativa
de la luz en dos medios distintos con sélo medir los dngulos de incidencia y refraccién en una
superficie de separacién entre ambos medios.

Eligiendo convenientemente la forma de las superficies y los materiales, es posible disenar
elementos que introduzcan localmente desfasajes (retrasos o adelantos) en los frentes de on-
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das, ya sea mediante reflexiones o mediante refracciones. Por ejemplo, las antenas parabdlicas
transforman, mediante reflexién en la superficie de un paraboloide de revolucién, un frente de
ondas plano en un frente de ondas que converge en el foco de la parabola. El resultado se puede
demostrar aplicando la ley de la reflexién en cada punto del paraboloide y para cada rayo inci-
dente, o estudiando los desfasajes de las onditas elementales de Huygens y luego calculando la
envolvente.

El esquema de la figura 6.6 muestra un elemento refractivo (lente convergente) que transforma
el frente de onda plano AB de una onda incidente y lo convierte en el frente de ondas AB con
forma de superficie esférica con centro en C. En el lenguaje de rayos, la lente transforma un haz
de rayos paralelos en un haz convergente.

B

A

Figura 6.6: Un elemento refractivo (lente) transforma, mediante refracciones en dos superficies, un
frente incidente plano en un frente de ondas esférico con centro en C (esto es, un haz de rayos paralelos
en un haz convergente.

6.4.2. Principio de Fermat

Es un principio variacional para encontrar el camino que hace un rayo entre dos puntos (A
y B). Es evidente que entre dos puntos hay infinitos caminos, algunos muy largos y otros més
cortos. Matematicamente, cada camino es una curva en el espacio 3D, que empieza en A y
termina en B. ;Cudl es el “verdadero” camino que “elige” un rayo que parte de A y llega a By
cumpliendo ciertas condiciones adicionales, como por ejemplo pasar por un espejo? Justamente
el principio de Fermat da una receta para encontrar este camino.

El principio de Fermat se formula en términos de una magnitud llamada longitud de camino
dptico, o directamente camino 6ptico a secas. La magnitud camino 6ptico esta asociada con dos
puntos (A'y B) y una trayectoria entre ambos puntos. No tiene sentido hablar de camino éptico
sin especificar dos puntos y una trayectoria.

En la figura 77 se esquematizan distintas trayectorias entre dos puntos A y B.
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Defindmosla. Dada la trayectoria j entre los puntos A y B, el camino éptico asociado a dicha
trayectoria es la integral de camino del indice de refraccién

(AB], = / n(0)de | (6.7)
J
con df el elemento de arco en la trayectoria j.

Si el medio es homogéneo, el indice de refraccién no depende del punto de la trayectoria.
Entonces, la longitud de camino éptico asociada a una trayectoria entre dos puntos en un medio
homogéneo es igual al producto del indice de refracciéon por la longitud de la trayectoria. Si
ademds la trayectoria es rectilinea, [AB], .., = n AB, es decir el camino 6ptico es el producto

del indice de refraccién por la distancia entre A y B.

Usando la definicién de indice de refraccién, se ve que la longitud de camino 6ptico asocia-
da con la trayectoria j resulta proporcional al tiempo que tardaria el rayo en recorrer dicha

trayectoria j
1
AB-:/nfdfzc/dfzc/dt:ctAB. 6.8
AB; = [ o= | o j (63)

Y ahora que entendemos qué es el camino éptico asociado a una trayectoria entre dos puntos
A y B, estamos en condiciones de formular el Principio de Fermat. Que dice asi: la trayectoria
que siguen los rayos para ir de A a B es aquella para la cual el camino dptico es estacionario
con respecto a wvariaciones de la trayectoria. Y se debe recordar que dichas variaciones de la
trayectoria deben ser compatibles con las condiciones del problema, por ejemplo en un problema
de reflexién las variaciones de la trayectoria no pueden incluir caminos que dejen de pasar por
el espejo.

Claramente este principio contiene la propagacién rectilinea en un medio homogéneo, porque
la tinica trayectoria con camino éptico estacionario, es decir que tenga camino 6ptico a primer
orden igual que los caminos cercanos, es la trayectoria rectilinea, que tiene camino éptico minimo.
Méximo no hay porque es claro que el camino 6ptico en este caso no esta acotado.

El Principio de Fermat también contiene la ley de la reflexion y la ley de Ibn Sahl ... completar,
por el momento ver http://bit.1ly/10GHKVY.

Usando un espejo eliptico y sus deformaciones, vimos un caso donde el camino que predice
el Principio de Fermat no es tnico, otro caso donde es tinico y es un maximo y por supuesto el
conocido caso donde es tnico y es un minimo. Un punto a tener en cuenta, hay textos que siguen
diciendo que el Principio de Fermat es un principio de longitud de camino 6ptico minimo.

El principio de Fermat no puede ser la causa, pues de lo contrario estariamos atribuyendo

conocimiento a la naturaleza . . .
Claude Clerselier (1622)

6.5. Formacion de imagenes

Los objetos luminosos (emisores o iluminados) se comportan como una coleccién de fuentes
puntuales y cada fuente emite rayos divergentes. Ya vimos que si una fuente puntual se coloca


http://bit.ly/1OGHKVY
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en el foco de un espejo con forma de elipsoide, todos los rayos reflejados en el espejo convergen
en el otro foco. En este caso se ha logrado transformar un haz de rayos divergentes con centro
en un foco, en un haz de rayos convergentes con centro en el otro foco y se dice que el segundo
foco es la imagen del primer foco.

Se llama sistema éptico a un conjunto de superficies reflectoras y refractoras. Si el sistema
optico transforma un haz de rayos divergentes desde el punto S en un haz de rayos convergentes
en el punto S/, se dice que el sistema éptico forma en el punto S’ una imagen perfecta del punto
S. Excepto la energia perdida por efectos no deseados, como reflexiones inevitables cuando se
usan sistemas refractores, toda la energia existente en el haz que incide en el sistema éptico
llega al punto S’. S y S’ también reciben el nombre de puntos conjugados, porque de acuerdo
con la reversibilidad implicita en el principio de Fermat, una fuente puntual colocada en S’ debe
dar una imagen perfecta en S. El principio de Fermat también asegura que todas las trayectorias
posibles que unen S y S’ tienen el mismo camino éptico.

Por lo general la funcién de un sistema 6ptico es recoger una porcién del frente de onda
incidente (un haz de rayos) para formar una imagen, es decir que el sistema déptico se disena
para que el camino éptico de todas las trayectorias posibles entre un punto emisor S y otro
punto S’ tenga siempre el mismo valor. Desde este punto de vista, la formacién de imagenes es
la manipulacién controlada de los rayos (o de los frentes de onda).

Cuando a la salida del sistema 6ptico todos los rayos se cortan en un punto, se dice que la
imagen es real. En cambio, cuando las prolongaciones de los rayos que salen del sistema éptico
se cortan en un punto, se dice que la imagen es virtual.

6.5.1. Dioptra plana

El caso maés sencillo de sistema éptico, una superficie plana que separa dos medios de indices
n1 y ng. Para estudiar la formacion de imagenes en sistemas épticos en los libros hay varias
convenciones de signo, acd usamos la convencién més natural en fisica: tomar distancias positivas
hacia la derecha y negativas hacia la izquierda tanto para los objetos como para las imagenes.
Suponemos que la luz viaja de izquierda a derecha. La dioptra plana estd en = 0 (es el plano
yz) y la fuente puntual S tiene coordenadas (s, 0,0) (s < 0 si la luz viene de izquierda a derecha).
El rayo que sale de S e incide en la dioptra en el punto (0, k,0) forma un dngulo ¢ con la normal
y se refracta en el semiespacio x > 0 formando un édngulo ¢ con la normal. Es claro que para
cada i hay un h distinto. Y el rayo que sale de S e incide en la dioptra en el punto (0,0,0) no
se desvia cuando se refracta. Estos dos rayos no se cortan en el semiespacio > 0, pero si en
el semiespacio z < 0, en el punto (s’,0,0), s’ < 0. En un sistema refractivo, s’ < 0 equivale a
que la imagen es virtual. Pero no sabemos si forma imagen. Para que esta dioptra forme imagen
por transmision, la distancia s’ < 0 debe ser independiente del dngulo i. Y como tgi = h/sy
tgt = h/s’, resulta que

':@s:@ﬂs, (6.9)

tgt 71 COS1
que claramente depende del dngulo i: el sistema no forma imagen perfecta. Pero si el sistema
solamente recoge rayos que viajan cerca del eje, es decir, dngulos ¢ < 1, entonces con muy buena
aproximacion se pueden poner los cosenos igual a 1, y resulta que con muy buena aproximacion
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se puede decir que el sistema forma imagen, ubicada a la distancia

s’ —s. (6.10)

Esta aproximacion de suponer que el sistema solamente recoge rayos que viajan cerca del
eje, es decir, angulos i < 1, se llama aproximacién paraxial, o también aproximacion
de primer orden, porque equivale a aproximar la ley de Ibn Sahl por nii =~ not, es decir,
aproximar los senos por los dngulos. Estrictamente hablando, la fuente puntual S no produce
una imagen puntual S, si no una mancha, que serd méas grande cuanto mayor sea la apertura
de los rayos.

La formacién de imégenes por reflexién se estudia de manera similar, en vez de seguir el
rayo refractado en (0, h,0) hay que seguir el rayo reflejado. Que forma con la normal el mismo
angulo que el rayo incidente, pero con la orientacion contraria. La ley de la reflexién es entonces
r = —1i, que es como la ley de Ibn Sahl aproximada ni i & not pero con ny = —ng y con r en
vez de t. Y ademads vale en forma exacta, es decir que el espejo plano forma imagen perfecta
ubicada a una distancia

s'=—s, (6.11)

que se obtiene de (6.10) con ny = —ngy. Notar que en un sistema reflector, s’ > 0 indica que la
imagen es virtual.

6.5.2. Dioptra esférica

Figura 6.7: Refraccién en dioptra esférica, radio R (R > 0 en el esquema), C es el centro de curvatura.

Por tener curvatura constante, las dioptras esféricas son faciles de fabricar. La mayoria de
las lentes para corregir defectos de vision son esféricas y estan disenadas para trabajar en la
zona paraxial. Ver esquema para la formacion de imagenes por transmisién en la figura 6.7. La
fuente puntual S tiene coordenadas (s,0,0), s < 0 en el dibujo. El rayo que sale de S e incide
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en la dioptra con un dngulo ¢ con la normal se refracta en el semiespacio = > 0 formando un
angulo ¢ con la normal. Ahora la normal va del centro de curvatura C al lugar donde incide el
rayo. El rayo que sale de S e incide en la dioptra en el punto (0,0,0) no se desvia cuando se
refracta. En el dibujo, estos dos rayos se cortan en el semiespacio = > 0 en el punto (s’,0,0),
s’ > 0. Esto es as{ porque se estd suponiendo que n’ > n y que la dioptra es convexa (vista
desde el lado que viene la luz). En cambio, con la misma curvatura, si n’ < n, es claro que el
rayo se habria alejado de la normal y que s’ < 0. En la dioptra refractiva, s’ > 0 indica que
la imagen es real. Pero para que esta dioptra realmente forme imagen por transmision, se debe
cumplir que esta distancia s’ < 0 sea independiente del dngulo 7. Y resulta que esto se cumple
en la aproximacion paraxial. Queda como ejercicio demostrar que la siguiente ley
n’ n n'—n

.- R (6.12)
relaciona s y s’ con todos los pardmetros fisicos de la dioptra. El lado derecho de esta igualdad
se llama potencia ® de la dioptra.

Si la imagen de un objeto estd en infinito, el objeto estd en el foco objeto y su distancia a la
dioptra se llama distancia focal objeto, s = f.

Se define foco imagen a la posiciéon donde se forma la imagen de un objeto que estd en
infinito, su distancia a la dioptra se llama distancia focal imagen, s’ = f’. De acuerdo con estas

definiciones . ,
n n n'—-n n n <I>
s" s R I’ f ’

(6.13)

Si f/ > 0 la dioptra es convergente, si f’ < 0 divergente. Notar que no sélo depende de que
sea céncava o convexa, también depende de la diferencia de indices de refraccién.

El aumento lateral de una dioptra se define como el cociente entre la altura de imagen y
objeto. Trazando el rayo que sale del extremo del objeto y pasa por el vértice de la dioptra, es
facil demostrar que el aumento lateral de la dioptra esférica vale

h!  mns'

m = .
h n's

(6.14)

La formacién de imagenes por espejos esféricos se estudia de manera similar a como se hizo
para espejos planos: hay que seguir el rayo reflejado. Que forma con la normal un angulo r = ¢,
que el rayo incidente, pero con la orientacién contraria. La ley de la reflexién es entonces r = ¢,

que es como la ley de Ibn Sahl aproximada ni i ~ not pero con ny = —ne. Vemos entonces que
la ecuaciion para espejos esféricos resulta
1.2 _ 1.1 (6.15)
s" s R f' f
que se obtiene de (6.13) con n; = —ng.

6.5.3. Trazado de rayos

La imagen formada por una dioptra esférica se puede localizar griaficamente de una manera
sencilla utilizando las propiedades de los focos objeto e imagen y del centro de curvatura.
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Teniendo en cuenta que dentro de los limites de validez de la aproximacién paraxial el sistema
forma imagen, cada punto de la imagen se obtendra investigando cémo se refractan los rayos
emitidos por cada punto del objeto. Es conveniente tomar los rayos emitidos por la parte superior
del objeto y refractados en la dioptra. Donde estos rayos (o sus prolongaciones) se corten, alli
estard la imagen, real (o virtual), de la parte superior de dicho objeto. Con la base del objeto
se podria hacer lo mismo, pero no es necesario porque en la aproximacion paraxial las dioptras
y espejos simples transforman planos en planos .

De los rayos emitidos por la parte superior del objeto, un rayo facil de seguir es el paralelo
a la linea central que pasa por el centro de curvatura y la base del objeto, porque este rayo se
refracta pasando por el foco imagen en dioptras convergentes (f' > 0) o con su prolongacién
pasando por el foco imagen en dioptras divergentes (f’ < 0). Otro rayo facil de seguir es el
que pasa, él o su prolongacién, por el foco objeto. Este rayo se refracta en la dioptra saliendo
paralelo a la linea central que pasa por el centro de curvatura y la base del objeto. Si bien con
dos rayos es suficiente para determinar la imagen, también se podria usar un tercer rayo: el que
pasa, él o su prolongacién, por el centro de curvatura de la dioptra, que cuando se refracta no
se desvia porque incide en la direccion de la normal local.

Figura 6.8: Lente gruesa: dos dioptras esféricas, radios de curvatura R; y R, centros de curvatura Cy
y Cs. La distancia entre dioptras, medida sobre el eje que une C; y Cs es d.

6.5.4. Lentes

Una lente no es otra cosa que dos dioptras, el esquema en la Fig. 6.8, donde se muestran
dos dioptras esféricas, de radios de curvatura Ry y Ro y con centros de curvatura Cy y Cs. La
distancia entre dioptras, medida sobre el eje que une Cy y Cs es d. Si la distancia d es chica, se
dice que se tiene una lente delgada, si no, una lente gruesa. El andlisis para la formacién de
imagenes es la aplicacién sucesiva del andlisis hecho para una dioptra. El esquema se muestra

LA un plano objeto perpendicular al eje éptico, le corresponde un plano imagen también perpendicular
al eje (planos conjugados), de tal forma que todo punto objeto contenido en el plano objeto, tiene su
correspondiente punto imagen contenido en el plano imagen.
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en la Fig. 6.9: el objeto estd situado en s1, la imagen de este objeto producida por la primera
dioptra estd ubicada en s1’. Y segin (6.12)

n' n n'—n

= ) 6.16
S1 / S1 Rl ( )

Andlogamente, la imagen en s’ actiia como objeto para la segunda dioptra, que ahora produce
una imagen ubicada en sy’. Segin (6.12), las distancias sg y s2’, medidas sobre el eje y desde
la segunda dioptra, estédn relacionadas por

n" n' n" —n'

- 22 6.17
32/ 59 R2 ( )

~— = r
|
\
!'4
-

d
|
{
|
{
'
1]

—

L A

Figura 6.9: La primera dioptra produce una imagen en s;’ del objeto situado en s; y dicha imagen
actiia como objeto para la segunda dioptra.

En el esquema se ve que
|52| :dfsll . (618)

es decir que
so=s81"—d. (6.19)

y esta relacién da el esquema para aplicar (6.17) a partir del resultado de (6.16) (y para seguir
iterando si hubiera més dioptras).

En el caso de lente delgadas s ~ 1’ y sumando miembro a miembro las ecuaciones (6.16) y
(6.17) se obtiene

n" n n'—-n n"-—n’ n

n//
52/ S1 R1 + RQ 1+ 2 f/ f ' ( )

que muestra que la potencia de una lente delgada es la suma de las potencias de cada dioptra
y que ademas define las distancias focales de la lente delgada. Si la lente es delgada no tiene
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sentido seguir distinguiendo los sistemas 1 y 2, todas las distancias se miden desde el mismo
lugar y por este motivo la ecuacién (6.20) se reescribe como

- T . (6.21)

El aumento lateral de una lente, el cociente entre la altura de la imagen y la altura del objeto,
se obtiene siguiendo un procedimiento anédlogo al empleado en clase para el aumento lateral de
una dioptra. El aumento lateral de una lente resulta

h'  ns’

m=— = .
h n's

(6.22)

Recordar que, de acuerdo con el principio de Fermat, todas las trayectorias posibles entre un
punto objeto y su imagen dada por cualquier sistema Optico, tienen el mismo camino éptico.

6.6. La DG en el marco ondulatorio

A continuacién reinterpretaremos las leyes de la descripcién geométrica desde la visién de
la teoria ondulatoria. Esto nos permitird volver a las pobres ondas que quedaron un poco
abandonadas. Y relacionarlas con las leyes fenomenolégicas que fuimos discutiendo en términos
de conceptos puramente geométricos como rayos o caminos opticos. Veremos que asi quedarin
mas claros algunos aspectos que no se terminaban de entender, como por ejemplo qué sucede
con el rayo transmitido en reflexion total cuando el dngulo de incidencia es mayor que el dngulo
critico

Recordemos lo discutido en la pégina 85, cuando pensdbamos mayormente en sistemas 1D
como sogas o gases en tubos. En particular, habiamos dicho que una onda progresiva en un
medio continuo infinito continta propagandose sin modificaciones, a menos que se encuentre
con una discontinuidad, como un obstaculo fijo o impenetrable, un cambio en la densidad o en
la tensién de la soga, o un cambio en la densidad o en la presién del gas. Hemos visto que para
poder ajustar las condiciones de contorno en la discontinuidad, ademés de la onda transmitida
que representa el avance de la perturbacién en el segundo medio, también aparece una onda
regresiva en el primer medio, llamada onda reflejada. Las dos ondas que aparecen en este ajuste
de condiciones de contorno tienen la misma frecuencia que la onda incidente y sus periodicidades
espaciales 27 /k surgen de las relaciones de dispersién k(w) en cada medio, es decir que el k de
la onda reflejada es igual al de la onda incidente, pero diferente en general del k de la onda
transmitida.

En medios 3D los mecanismos fisicos son completamente andlogos a los que estamos acostum-
brados para medios 1D, la necesidad de ajustar condiciones de contorno en una discontinuidad
produce la apariciéon de ondas reflejadas en el medio de incidencia y de ondas transmitidas en el
segundo medio. Estas ondas tienen la misma frecuencia que la onda incidente y sus periodicida-
des espaciales en la direccién de propagacion 27 /k surgen de las relaciones de dispersién k(w) en
cada medio, el k£ de la onda reflejada es igual que el de la onda incidente y en general diferente
al k de la onda transmitida. Pero mientras que antes la discontinuidad se podia describir sélo
con un valor particular de la uinica coordenada involucrada (por ejemplo, x = L), en un medio
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3D la discontinuidad entre dos medios homogéneos es una superficie y atin en el caso en que esta
superficie fuera plana, la direccién de propagacion de la onda incidente no es necesariamente
perpendicular a dicha superficie. Justamente el formalismo de la descripcién geométrica da la
respuesta al problema cinemaético de cémo orientar los vectores de onda de las ondas reflejadas
y transmitidas, dada la direccién de la onda incidente y la forma de la discontinuidad.

Para encarar la interpretacién de las leyes de la éptica geométrica en el marco de una descrip-
cién ondulatoria comenzaremos considerando el caso mas sencillo posible de discontinuidad en
un medio 3D: un plano infinito. Que tiene la ventaja de ser un obstéculo que no tiene “tamanos
caracteristicos” (esas cantidades que se comparaban con la longitud de onda para ver la validez
de la descripcién geométrica). En realidad un plano infinito si tiene tamanos caracteristicos:
valen infinito, tanto su extensiéon como su curvatura. Y teniendo en cuenta que las ondas planas
armonicas forman base para cualquier solucién de la ecuacién de ondas clésica, (seccién 10.3), a
continuacién analizaremos como satisfacer las condiciones de contorno cuando la discontinuidad
estd “iluminada” por una onda plana. Veremos que todos los aspectos cinemaéticos de este pro-
blema surgen solamente de admitir la existencia de condiciones de contorno, atn sin especificar
de qué condiciones de contorno estamos hablando. Justamente por este motivo, estos comporta-
mientos cineméticos (las leyes de la éptica geométrica) son comunes a cualquier fenomenologia
ondulatoria (mecanica, acistica, electromagnética, etc.).

Figura 6.10: Onda plana incidente, reflejada y transmitida.
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6.6.1. Reflexién y transmision de una onda plana en una super-
ficie plana

El plano y = 0 separa dos medios materiales isétropos, uno en la regién 1 (y > 0) y otro en
la regién 2 (y < 0). La funcién de onda en cada regién satisface la ecuacion de ondas clasica con
velocidades de fase vi(w) = ¢/n1(w) ¥ va(w) = ¢/n2(w), n1(w) y na(w) los indices de refraccién
de los medios 1 y 2. Una onda incidente monocromatica plana de frecuencia w se propaga en la
regién y > 0 y se encuentra con la discontinuidad en y = 0. Podriamos pensar que esta onda
incidente fue originada por una fuente situada en y — oo, pero hay otras posibilidades. Sin
pérdida de generalidad, supongamos que el plano x — y es el plano de incidencia. Segin (4.21)

wl(ﬁ t) = AOi €Z‘(ki'7?_wt) 5 (623)
con w
ki:—cnl(sinz’:i’—cosiy):aiﬁ:—ﬁiﬁ. (6.24)
k
1

En analogia con lo discutido para el caso 1D, intentamos ajustar las condiciones de contorno
en la discontinuidad y = 0 mediante una onda reflejada (en el medio 1) y una onda transmitida
(en el medio 2)

Gy (7 ) = Agy e (Fr7=et) (6.25)
Di(Ft) = Agy et (Frm—wt) (6.26)

Como en todo forzado estacionario de un sistema fisico lineal, estas ondas tienen la misma
9

frecuencia que la onda incidente. Y por ser soluciones de ecuaciones de ondas clasicas, las

periodicidades espaciales en la direccién de propagacion surgen de las relaciones de dispersiéon

para cada medio. Como ya hemos discutido, estas relaciones fijan el médulo del vector de onda,

pero no su direccion. Por eso escribimos los vectores de onda de las ondas reflejada y transmitida

como

—

kr=a, T+ Br9+72, (6.27)
y —

ki =0 — B9+ 2, (6.28)
con

2 2 2 w? 2 2

o +5r + = ? ny :kl ’ (629)

2 2 2 w? 2 2

at+ﬁt+7t:07”2: 2 - (6.30)

6.6.2. Las condiciones de contorno imponen la cinematica de los
rayos

Aunque no sepamos en qué direccién apuntan k. y ky, las ecuaciones (6.29) y (6.30) dicen
que k. y ki estdn en esferas de radio k1 y ko respectivamente. La direcciéon surge de aceptar
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que en el plano y = 0 hay que satisfacer condiciones de contorno lineales. Por condiciones de
contorno lineales entendemos condiciones que se puedan escribir como combinacion lineal de
las funciones de onda y sus derivadas a un lado y otro de la discontinuidad. Es instructivo
revisar los problemas que se hicieron en los casos 1D, porque justamente éste es el tipo de con-
diciones de contorno que han aparecido en estos problemas, donde la fisica de cada situacion
particular condujo siempre a condiciones del tipo “continuidad de la funcién”, o “continuidad
de la derivada de la funciéon”, o “continuidad de la derivada de la funcién multiplicada por un
coeficiente”. Supongamos que estamos en el caso “continuidad de la funcion”. Esto quiere decir
que en todo instante de tiempo y para todo punto 7p en el plano z — z (y = 0), debe cumplirse
que ¥ (7p,t) + V¥ (Fp,t) = Y (Tp, t). Esta condicién nos lleva a pedir que

Agy; ei(aix) = —Ap, ei(aTx+7Tz) + Ag¢ ei(atx+’ytz) . (6.31)

Esto es raro ... Una funcién de x (el lado izquierdo) igual a una funcién de z y de z (el lado
derecho)? Serfa posible (pero no demasiado interesante) si todas las amplitudes fueran cero. Si
no, para que se cumpla la ecuacién (6.31) debe ser

Ye=7r=0. (6.32)

Y esto equivale a decir que el vector de onda reflejado /%} y el vector transmitido Et estan
en el plano que contiene al vector de onda incidente l;:; v a la normal g. La ley del plano
de incidencia. Es facil darse cuenta que habriamos llegado a la misma conclusién si en vez de
considerar condiciones de contorno del tipo “continuidad de la funcién” hubiéramos considerado
“continuidad de la funcién multiplicada por un coeficiente” u otro tipo de condicién de contorno
lineal. Vemos entonces que la ley sobre el plano de incidencia es una consecuencia de la existencia
de condiciones de contorno, toda onda plana reflejada o transmitida en una superficie plana va
a estar contenida en el plano de incidencia, independientemente de la naturaleza de la onda.

Admitida la igualdad (6.32), como todos los vectores estdn en el plano z — y, en este plano
se pueden definir dngulos de reflexion y transmisién entre los vectores de onda y la normal

kr = — ny(sinrd +cosr i) = ar & — B, 9 (6.33)
< —
k1
" w . X N N N
ki = — na(sint & —costy) = o & — Bt 9 - (6.34)
N
k2o

Y para resolver el problema dinamico de encontrar las amplitudes de las ondas reflejada y
transmitida, habria que encontrar antes las componentes o, y «; de los vectores de onda k, y
k. Para eso, reescribimos (6.31) como

Ag; el @i® — — Aoy etar® +A0t€iat:0 . (635)

El lado izquierdo de esta igualdad es una funcién periddica de la variable x, con periodo 27/« ;.
. Una funcion perfectamente periédica en todo el intervalo —oo < o < oo igual a la suma de dos
funciones con las mismas caracteristicas pero con periodos distintos? Si las amplitudes no son
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cero, la inica manera de que esto suceda es que los periodos sean todos iguales y para eso todos
los o deben ser iguales

Qj = Qpr =0y, (6.36)

igualdad que equivale a la leyes de la reflexion, i = r, y de Ibn—Sahl, ny sini = ns sint. Como
antes, la misma conclusién se obtendria considerando condiciones de contorno del tipo “conti-
nuidad de la funcién multiplicada por un coeficiente” u otro tipo de condicién de contorno lineal,
en vez de la “continuidad de la funcién” considerada en (6.35) y por este motivo concluimos que
para el caso de una onda plana incidente, las leyes de la DG son todas consecuencias necesarias
de la existencia de condiciones de contorno lineales en un plano infinito, independientemente de
la naturaleza (actstica, electromagnética, mecdnica, etc.) de la onda.

6.6.3. Conservacion de componentes tangenciales de k

esferade
radio k,

esferade
radiok,

Figura 6.11: Construccién en el espacio de los vectores de onda, n; < na.

Vemos que todas las leyes de la descripcion geométrica se pueden obtener como una conse-
cuencia natural de la existencia de condiciones de contorno lineales en un plano infinito. Las
ecuaciones (6.32) y (6.36) se pueden reformular como una ley de conservacién de las componentes

20tra manera de decir lo mismo es notar que el conjunto de funciones e’ ®? etiquetadas por o son
funciones de z linealmente independientes. Y entonces, para que se cumpla (6.35) en todo punto de la
superficie de separacién, solamente existen dos posibilidades: i) todos los coeficientes de la combinacién
lineal son cero, o ii) todos los exponentes (todos los «) son iguales.
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tangenciales de los vectores de onda. En cursos superiores se verd que esta ley de conservacién
es una consecuencia de la simetria que tiene un plano infinito, que resulta invariante frente a
traslaciones infinitesimales. No como los techos de chapa acanalada, que tienen ondulaciones
periédicas y que entonces son invariantes frente a traslaciones en la direccién perpendicular a
las canaletas sélo si son traslaciones finitas e iguales a la distancia entre dos canaletas, mientras
que en la direccién de las canaletas si son invariantes frente a traslaciones infinitesimales. Si una
de estas chapas actuara como espejo, se verian cosas raras, porque no se conservan todas las
componentes tangenciales de los vectores de onda.

Trabajando en el espacio de los vectores de onda, la ley de conservacion de las componentes
tangenciales de los vectores de onda facilita la visualizacién del movimiento de los rayos reflejado
y transmitido cuando cambia la inclinacién del rayo incidente. Todos los vectores de onda
involucrados en el ajuste de condiciones de contorno, tienen médulo impuesto por la ecuacién
de dispersion en cada medio. Los vectores de la onda incidente y la reflejada tienen que estar
en la esfera superior (ver Fig. 6.11) y de la onda transmitida en la esfera inferior. Y como todos
tienen que tener componente tangencial «;, quedan fijas las direcciones de propagacién. La Fig.
6.11 muestra el caso ni < ns, mientras que la Fig. 6.12 el caso ny > no justo cuando el dngulo
de incidencia es igual al critico de reflexién total, cuando la componente tangencial del vector de
onda incidente es igual al radio de la esfera inferior. ;Qué pasa cuando el angulo de incidencia
es mayor al angulo critico de reflexién total? ; Cémo se dibuja en la esfera inferior un vector de
onda con una componente horizontal mayor que el radio de la esfera?

6.6.4. La reflexion total en el marco ondulatorio

Sing > ng, sin 6; > sinf; y entonces existe un angulo de incidencia critico ;. para el cual la
onda refractada se propaga en direccién paralela a la superficie

na

sin 6;. = — (6.37)
En funcién de 0;., la ley de Snell se escribe
sin 6;
in 0, = : 6.38
sin 0, = S (6.38)
que muestra que
0, < 0, = sinh<1 = cosb= 1—(;;;16?;)2 (6, €R), (6.39)
0> 0 = sin>1 = cosfp=i\/(Zf)2—1 (6, ¢R). '

., Un angulo de transmision complejo? Seguro que las descripciones anteriores no contemplaban
esta novedad. Sélo el tratamiento ondulatorio muestra que para angulos de incidencia mayores
que el critico tenemos que revisar la interpretacién de 6; como angulo de refraccién. El significado
queda en evidencia cuando investiguemos la estructura de la onda refractada en el medio 2

(y <0)
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esferade
radio k,

esferade
radiok,

Figura 6.12: Construccién en el espacio de los vectores de onda, ny > ns, dngulo critico.

W (TT, t) = Aoy el [<n2 (zsin O —ycos ;) —wt]

w sin 6;
— Ay e(zm A/ (5 eicf)2—1) Y 67:[(%7],2 sin 0¢) x—wt] ) (6.40)

Esta expresién, vélida para y < 0, representa una onda que se propaga a lo largo de la
superficie sin atenuarse y cuya amplitud decae exponencialmente hacia el interior del medio 2
(notar que esto estéd relacionado con la eleccién de la raiz cuadrada en (6.39)). Esta onda se
llama onda evanescente y es como las que aparecieron en el régimen reactivo de la ecuacién
de Klein-Gordon, pagina 107. La distancia de decaimiento § de la onda transmitida resulta

1 in 6;
L 8 ) ( S:ln t\2 1 7
c sin ;.
es decir
A1 1

== : (6.41)
2m \/Sin2 91 — sin2 gic

donde A; es la longitud de onda en el medio 1. Como en el ejemplo de péndulos acoplados,
este decaimiento no estd asociado a ninguna pérdida, sino a un comportamiento reactivo del
medio 2 para 6; > 0.



Capitulo 7

Ondas transversales

El objetivo de esta parte del curso es poner en evidencia fendmenos comunes a toda onda
transversal. Fenédmenos que son consecuencia del caricter vectorial de la perturbaciéon. Y
que hasta ahora hemos ignorado en aras de no complicar demasiado las cosas. Por este motivo,
en los ejemplos previos hemos prestado atencién a solamente a una de las dos componentes
posibles de una onda transversal. Un ejemplo de esta afirmacion se ve en la figura 3.2, alli se
estudiaron las ecuaciones de movimiento de una cadena lineal para apartamientos del equilibrio
solamente en el plano de la figura, pero no en el plano perpendicular. Veremos a continuacién
qué novedades trae considerar la presencia simultanea de las dos componentes posibles de una
onda transversal. Ya sabemos que para ecuaciones de onda lineales basta con estudiar ondas con
dependencia temporal armonica. Y dijimos, sin demostrar, que una consecuencia del analisis de
Fourier espacial es que casi cualquier perturbacion se pueda escribir como combinacion linea de
ondas planas arménicas. Asi que .. .ondas planas arménicas transversales pasamos a estudiar.

7.1. Ondas planas armoénicas transversales

Si el medio que soporta la onda es isétropo y no hay direcciones “especiales”, entonces ambas
componentes de la onda transversal satisfacen la misma ecuacién (4.18), con el mismo valor de v
para las dos componentes. Esto equivale a decir que la perturbacién satisface la ecuacién (4.18),
pero reemplazando i por 1/7 En un medio anisétropo, en cambio, hay direcciones “especiales”
v a la componente de QE en una direccién “especial” le corresponde en general una velocidad de
fase distinta que a la componente de 1; en otra direccion “especial”.

Si elegimos que la direccién de propagacion de la onda coincida con el eje z, entonces la
perturbacién 1; debe estar en el plano perpendicular a Z. Luego, la expresién mas general para
una onda plana transversal con dependencia temporal arménica se tiene que formar a partir de
soluciones como la obtenida en la ecuacién (4.21):

P2, t) = Palz,1) & + Py (2,) 3, (7.1)

una solucién como en (4.21) para la componente & con amplitud A, y otra solucién de la misma

141



142 CAPITULO 7. ONDAS TRANSVERSALES

forma para la componente § con amplitud A,

Vz(z,t) = Ap cos(kz — wt), (7.2)
Py(z,t) = Ay cos(kz —wt + ¢),

donde ¢ es el desfasaje entre ambas componentes. Esta forma siempre es védlida con una eleccion
adecuada del origen de t o de z, porque si en vez de la expresién anterior hubiéramos tenido

Vy(2,t) = Ay cos(kz — wt + ¢z) ,
Py(z,t) = Ay cos(kz — wt + ¢y) ,

entonces siempre se podria definir ¢ de manera tal que —wt + ¢, = —wt’. Y con el nuevo origen
de tiempo el argumento del primer coseno seria igual a kz — wt’ mientras que el argumento del
segundo coseno seria igual a kz — wt’ + ¢, con ¢ = ¢, — ¢,. Una discusién similar vale para la
eleccion del origen de coordenadas z.

Las egs. (7.2) y (7.3) muestran que para definir una onda plana transversal con dependencia
temporal armoénica no son necesarios los cuatro pardmetros A;, Ay, ¢, y ¢y, si no sélo tres
pardmetros: A,, A, y la diferencia de fase ¢. Notemos que estas ecuaciones definen dénde esta
la punta del vector 91 (z,t). Y la forma trazada por la punta del vector J(z, t) es lo que se conoce
como estado de polarizacién de la onda transversal. O directamente, la polarizacion de la
onda. Como las eqgs. (7.2) y (7.3) no dependen de z y de ¢ por separado, sino de la combinacién
kz — wt, es casi equivalente (a menos de un signo) estudiar la forma trazada por la punta del
vector 1/7 en un lugar fijo a medida que pasa el tiempo, o la forma trazada por la punta del
vector 1; en un tiempo fijo como funcién de z. Veamos primero los estados de polarizacion que
son ficilmente visualizables (y mas tarde veremos que todos los casos restantes se reducen a
éstos cuando se rota convenientemente el sistema de ejes  — y alrededor del eje z).

7.2. Polarizacion lineal

Cuando ¢ es un multiplo par de 7 (¢ = 2mm, con m entero), las perturbaciones componentes
Yz ¥ 1y pasan por cero juntas, crecen juntas, disminuyen juntas y se hacen negativas juntas.
Pensando en composicién de vectores, esto quiere decir que la forma trazada por la punta del
vector J(z, t) en un z fijo a medida que pasa el tiempo es una recta. Y que en un dado instante de
tiempo, todos los vectores 1/7 (z,t) en distintos lugares estdn contenidos en un plano que contiene
al eje z y que pasa por el primer y tercer cuadrante del plano x — y. Si necesitamos convencernos
con algo méas matemaético, entonces dividimos miembro a miembro las ecuaciones (7.2) y (7.3)
y queda que

byl t) = jzww(z,t) , (7.4)

que dice que el angulo que el vector J(z,t) forma con el eje x no depende ni de z ni de t.
En la visualizacién a z fijo dirfamos que la punta del vector 15 recorre una recta, por eso
esta polarizacion se llama lineal y decimos que la onda estd linealmente polarizada. En la
visualizacion a t fijo dirfamos que si sacamos una foto, los vectores 1/7 estdn en un plano, por
eso se dice que una onda con esta polarizacion estd plano polarizada. Notar que segun las
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(7.2) y (7.3), la onda plana transversal con dependencia temporal armoénica més general es una
combinacién lineal de dos ondas planas linealmente polarizadas en direcciones ortogonales.

Cuando ¢ es un multiplo impar de 7 (¢ = (2m + 1)7 con m entero) las conclusiones son muy
similares a las del parrafo anterior. Las dos perturbaciones, v, y v, pasan por cero juntas,
crecen en valor absoluto juntas, y en valor absoluto disminuyen juntas. Pero cuando una es
positiva la otra es negativa. Pensando en composicién de vectores, esto quiere decir que la
forma trazada por la punta del vector J(z, t) en un z fijo a medida que pasa el tiempo también
es una recta. Y que en un dado instante de tiempo, todos los vectores 1/7 (z,t) en distintos lugares
también estan contenidos en un plano que contiene al eje z. Pero ahora el plano no pasa por el
primer y tercer cuadrante del plano x — y, sino por el segundo y el cuarto. Esto se ve al dividir
miembro a miembro las dos ecuaciones (7.2) y (7.3), que ahora dan

bylent) = —ji (1) | (7.5)

que de nuevo dice que el angulo que el vector J(z, t) forma con el eje  no depende ni de z ni
de t y por eso este caso también corresponde a una polarizacién lineal.

Otra manera de analizar el estado de polarizacién es a través del concepto de vector am-
plitud. En los dos casos considerados, el vector 1(z,t) se puede escribir de la siguiente manera

V(z,t) = (A & + Ay ) cos(kz —wt) = Ay cos(kz — wt) | (7.6)

que no es otra cosa que un vector cuyo médulo oscila armoénicamente, tanto en el tiempo como
en la direccion de propagacién, pero que siempre apunta en la direccién del vector fijo Ei.
Como los vectores fL y A_ son linealmente independientes, no es dificil justificar que con
estos vectores se puede formar una base de perturbaciones para escribir cualquier perturbacién
transversal como combinacion lineal de esta base.

7.3. Polarizacién eliptica

Si ¢ es multiplo impar de 7/2 y A, # A, el coseno que aparece en 1,(2,t) en (7.3) se
transforma , a menos de un signo, en un seno. Entonces las dos perturbaciones v, y 1, no
pasan por cero juntas: cuando una es cero la otra es maxima en valor absoluto. Es decir que hay
instantes donde la punta del vector J(z, t) estd dirigida totalmente segiin un eje, mientras que
en otros instantes la punta del vector 1/7(2:, t) estd dirigida totalmente segin el eje perpendicular
al primero. Estos casos corresponden a polarizacion eliptica, llamada asi porque la forma
trazada por la punta del vector 1/7(7:, t) responde a la ecuacién

_ ¢3(2,t) + ¢§(Z,t)

1 :
A2 A2

(7.7)
que es una elipse con semiejes A, y A,. El caso particular A, = A, corresponde a una circun-
ferencia.

En la visualizaciéon a z fijo la punta del vector QE describe una elipse y esta rotando, en sentido
horario o en sentido antihorario. El sentido de la rotacién depende de que los desfasajes sean
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congruentes con +m/2 o con —7 /2. En la visualizacién a t fijo dirfamos que si sacamos una foto,
los vectores 1) estaran en una especie de sacacorchos eliptico, algunos como los sacacorchos de
la vida real, y otros como su imagen especular, justamente dependiendo del sentido de giro.

Para definir el vector amplitud en el caso de elipses centradas en los ejes, conviene pasar
los cosenos a la notacién exponencial, es decir,

Pa(z,t) =R Ay exp (kz — wt),
VYy(z,t) =R Ay exp (kz —wt £ 7/2),

y factorizando las exponenciales, se puede expresar el vector J(z, t) como
P(z,t) =R (Az & +iA,9) =R Ay exp (kz — wt) . (7.8)

Con la notacién exponencial, donde es costumbre no escribir , tenemos un vector amplitud
compleja /Lpara la onda elipticamente polarizada que cuando se observa a z fijo corresponde
a una onda que gira en sentido antihorario, es decir para ¢ congruente a —m/2. Andlogamente,
el vector amplitud compleja /_Lr representa una onda elipticamente polarizada que en cada z
gira en sentido horario, es decir para ¢ congruente a 7/2. Como los vectores A/IJ’_ y A_ en este
caso también son linealmente independientes, no es dificil justificar que con estos vectores se
puede formar una base de perturbaciones para escribir cualquier perturbacién transversal como
combinacién lineal de ondas elipticamente polarizadas en sentidos opuestos.

7.4. Polarizacién circular

Este es un caso particular del anterior, ahora la elipse (7.7) degenera en una circunferencia y
se dice que la onda transversal esta circularmente polarizada. Notar que el valor absoluto de
la perturbacién J(z, t) ahora permanece constante en todo lugar y tiempo, aunque su direccién
rota, en un sentido o en otro dependiendo de que los desfasajes sean congruentes con +7/2 o
con —7/2. En este caso los vectores de amplitud compleja son A=Ay (z +1i9) que también
se pueden usar como elementos de una base que permite expresar cualquier perturbacién trans-
versal como combinacién lineal de dos ondas circularmente polarizadas en sentidos opuestos.

Los medios formados por estructuras desordenadas son isétropos y no distinguen entre estados
de polarizacién ortogonales. Excepto los que tienen asociado un sentido de giro, que son sensibles
al sentido de giro de la polarizacién de las ondas electromagnéticas. En estos medios la velocidad
de fase para las ondas circularmente polarizadas en un sentido es distinta a la de las que estan
polarizadas en sentido contrario. Si una onda linealmente polarizada atraviesa este tipo de medio,
al abandonarlo habra rotado su direccion de polarizacién. Para ver que esto es asi, sélo hace falta
escribir primero la onda linealmente polarizada en la base circularmente polarizada. Y notar
que si ambas ondas circularmente polarizadas viajaran con la misma velocidad, la polarizacion
a la salida seguiria siendo la misma que habia a la entrada. Pero como cada elemento de la base
circular viaja con distinta velocidad, las componentes en esta base se desfasan y esto se traduce
en la rotacion de la direccon de incidencia. Es el principio de funcionamiento de los polarimetros
(ver video en http://bit.ly/1PV5vvu).


http://bit.ly/1PV5vvu

7.5. CASO ¢ ARBITRARIO 145

En la naturaleza abundan medios que tienen un sentido de giro asociado, son substancias
compuestas por grandes moléculas organicas, que tienen orientaciones espaciales en forma de
hélice. El caso més conocido es el de la molécula de 4cido desoxirribonucleico (ADN), ver Figura
7.1.

La mayoria de proyecciones 3D actuales usan luz circularmente polarizada en ambos sentidos
para poder brindar iméagenes levemente diferentes a cada ojo y asi producir en el espectador la
sensacién estereoscopica. Si van a ver una pelicula 3D, prueben el efecto de superponer el cristal
de sus gafas correspondiente al ojo izquierdo con el correspondiente al ojo derecho de las gafas
de su vecino.

7.5. Caso ¢ arbitrario

Si el valor de ¢ en la pagina 142 no es ninguno de los considerados hasta ahora, lo que hay
que hacer es eliminar el pardmetro kz — wt de las ecuaciones paramétricas (7.2) y (7.3), para
obtener una relacién, ya sea explicita (como en (7.4) y en (7.5)) o implicita (como en (7.7)),
entre las componentes v, y 1¢,. De la primera ecuaciéon despejamos el coseno del parametro

cos(kz — wt) = Py(z,1)/ Ay

Para sacar el parametro de la segunda ecuacién, desarrollamos el coseno de la segunda ecuacion
como
cos(kz — wt + ¢) = cos(kz — wt) cos ¢ — sin(kz — wt) sin ¢

Ahora reemplazamos sin(kz — wt) por

\/1 — [tha (2, )/ As]?

y obtenemos una ecuacién implicita que parece fea o desprolija en la primera impresién. Pero
eso es porque recién se despierta y necesita un poco de ayuda. Para ayudarla a mejorar su
aspecto, tratamos de sacarle esa raiz cuadrada que le queda tan mal, para eso pasamos la raiz
cuadrada de una lado de la igualdad y dejamos todo el resto del otro. Y (todo sea por ayudar),
elevamos al cuadrado miembro a miembro. Acd hay que aplicar eso del cuadrado del primero,
mas el cuadrado del segundo, blablabla ...y si nos tenemos fé, luego de emprolijar un poco las
cosas, obtendremos la siguiente ecuacién

2 2
() i

que hay que reconocer que mejoré muchisimo. No es otra cosa que la ecuacién de una seccion
cénica. Y comparando el producto de los coeficientes de los términos cuadréticos (no cruzados)
con el coeficiente del término cruzado, es claro que se trata de una elipse (ver http://bit.1ly/
2epLUaC). Es fécil demostrar que el eje mayor de esta elipse forma con el eje x un dngulo

dado por
2A. A
tan 2 = ﬁ cos ¢ (7.10)
x ]

Corolario 1: en el sistema de ejes donde los ejes de la elipse estdn centrados, el desfasaje entre
componentes ortogonales es + 7/2 y sus congruentes médulo 27.
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Corolario 2: para describir una polarizacion elptica, conviene (si se puede) girar los ejes para
que coincidan con los ejes propios de la elipse, porque asi los desfasajes seran siempre +7/2 o
—m /2, dependiendo del sentido de giro.

7.5.1. Luz natural

La radiacion electromagnética (luz incluida) proveniente de fuentes térmicas se puede describir
con las eqgs. (7.2) y (7.3), con la diferencia de que los cosenos, en vez de no empezar ni terminar
nunca, estdn modulados por una funcién que empieza y termina, con una duracién 7 ~ 10~%s.
A estos cosenos modulados se los conoce como “trenes de onda”. Cada tren de onda difiere
del anterior en el valor de la diferencia de fase ¢ y el valor de ¢ cambia aleatoriamente en
cada intervalo 7. Todos los valores de ¢ tienen la misma probabilidad, lo que equivale a decir
que todos los estados de polarizacién son equiprobables en cada intervalo 7 y que cambian
771 ~ 10® veces en un segundo. Como los detectores comunes son incapaces de resolver cien
millones de cambios en un segundo, se suele decir que una onda con polarizacién natural esta
no polarizada. Aunque realmente lo esté, durante tiempos muy cortos. Lo més adecuado seria
llamarla polarizada al azar (o también polarizada a la a m7 qué me importa). Observar que una
onda plana perfectamente monocromatica, es decir con una frecuencia bien definida, siempre
mantiene un estado de polarizaciéon bien definido. Porque si es tren, no es monocromaética, no?

Si a una onda con polarizacién natural se le agrega o se le resta una onda polarizada, se
dice que la onda tiene un estado parcialmente polarizado o que la onda estd parcialmente
polarizada.

7.6. Polarizacion por absorcion selectiva

Una manera de polarizar un haz de luz natural es mediante el uso de materiales o dispositivos
que absorben selectivamente una de las componentes transversales del campo eléctrico de una
onda. La absorcién puede estar ligada a la estructura molecular del material o a asimetrias
espaciales. Un ejemplo son las rejillas de alambres conductores (Fig. 7.2) empleadas para micro-
ondas (las microondas son una forma de radiacién electromagnética, como la luz visible, pero
con A del orden de los centimetros). La energia de la componente del campo eléctrico paralela
a los alambres se “gasta” en mover los electrones libres de los alambres, mientras que la energia
de la componente del campo eléctrico perpendicular a los alambres permanece casi inalterada.
De esta manera, a la salida de la rejilla se tiene una onda linealmente polarizada en direccion
perpendicular a los alambres.

Otro ejemplo de polarizacion por absorcion selectiva ocurre en ciertos cristales como la tur-
malina, o en las laminas Polaroid, donde las estructuras moleculares juegan un papel similar al
que juegan los alambres conductores en las rejillas de microondas. En los polaroids reales hay
una componente que se atenia, aunque no completamente, la ldmina es més cara cuanto mejor
polariza (es decir, cuanto mas atenia). Salvo que se diga lo contrario, se supone que las ldminas
polarizadoras son ideales, es decir que a la salida se obtiene una onda perfectamente polarizada
de manera lineal.
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Figura 7.1: Estructuras helicoidales con sentidos de giro opuestos. Notar que la estructura de
un tipo se obtiene como reflexién especular de la estructura del otro tipo (de wikimedia Commons

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Levo_dextro. svg)

Figura 7.2: Polarizador de alambres usado para microondas (de wWikimedia Commons, archivo Wire-grid-

polarizer.svg)


 https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Levo_dextro.svg
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Si los ejes de transmisién de dos polarizadores ideales son perpendiculares, no se transmite
luz. En cambio, si los ejes de transmisién de los polarizadores forman un dngulo 6, la intensidad
de la luz transmitida sigue la ley de Malus

I(0) = Ipax cos®6 (7.11)

que surge de proyectar la amplitud de la perturbacion linealmente polarizada que sale de la
primera lamina en la direccién del eje de transmisién de la segunda ldmina y recordar que la
intensidad es proporcional al cuadrado de la amplitud.

7.7. Polarizaciéon por reflexion

TE Eq
(s)

H:

Figura 7.3: Modos de polarizacién en una superficie plana. F indica campo eléctrico, H indica
campo magnético

Cuando una onda plana incide oblicuamente sobre una superficie plana (ver esquema de la Fig.
7.3), existe un plano especial, el plano de incidencia, donde estén contenidos los rayos reflejado y
transmitido. Si bien el espacio es isétropo y un plano infinito es indistinguible frente a rotaciones
alrededor de un eje perpendicular, este plano de incidencia introduce una asimetria para las
ondas transversales, porque la componente de la polarizacién incidente que esta contenida en el
plano de incidencia no tiene por lo general el mismo coeficiente de reflexién que la componente de
la polarizacion incidente que es perpendicular al plano de incidencia. Una manera facil de ver que
esto es asi es pensando que si la superficie reflectante fuera metdlica, la componente del campo
eléctrico incidente perpendicular al plano de incidencia, paralela a la superficie reflectante,
es muy eficiente en mover las cargas sueltas que existen en el metal. En cambio, a la otra
componente le resulta mas dificil, porque no es paralela a la superficie reflectante. En fin, de
todo esto mejor no decir demasiado porque a nivel F2 no se sabe nada de electromagnetismo,
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que se empieza a ver en F3. Y el problema completo se resolverd recién en Fisica Tedrica 1.
Pero bueno, qué le vamos a hacer, la vida del cientifico es asi, uno se pasa la vida completando
huecos.

Lo importante es que la fraccién de la potencia incidente que se lleva la onda reflejada es
distinta en cada caso. Y entonces la polarizacién de la onda reflejada va a ser en general distinta
que la polarizacién de la onda incidente. Los casos o “modos” de polarizacién, son (ver Fig. 7.3)

= polarizacién s, también llamada TE o transverso eléctrico, porque el campo eléctrico
incidente es perpendicular al plano de incidencia. En el sistema de coordenadas de la
figura es la componente Z;

= polarizacién p, también llamada TM, o transverso magnético, porque el campo magnético
incidente es perpendicular al plano de incidencia (y el campo eléctrico incidente esté
contenido en el plano de incidencia). En el sistema de coordenadas de la figura es la
componente en la direccién del producto ki x 2.

En la Fig. 7.4 se muestran las curvas de los coeficientes de reflexiéon TE y TM en funcién del
angulo de incidencia para una dioptra plana aire—vidrio (ny = 1.5, n; = 1). Estos coeficientes
dan la fracciéon de potencia incidente que se va en la onda reflejada. Notar que ambas curvas
coinciden en incidencia normal, porque en el limite de ¢ — 0 no hay distincién entre modos
TE y TM (porque no esta definido el plano de incidencia). Usando las condiciones de contorno
adecuadas (electromagnéticas), se puede demostrar que en incidencia normal el médulo del
coeficiente de reflexion vale

g2
R(i=0) = ’u‘

ng + nq

que solo depende del indice relativo y que da lo mismo para incidencia desde el medio 1 hacia
el medio 2 que para incidencia desde el medio 2 hacia el medio 1. Esta expresiéon muestra que
la onda reflejada en la primera cara de una ventana de vidrio (ny = 1.5, n; = 1) se lleva un
4% de la energia incidente (y como la intensidad es proporcional al cuadrado de la amplitud,
podemos decir que el médulo del campo eléctrico de la onda reflejada tiene una amplitud 0.2
veces menor que el del campo eléctrico de la onda incidente). Ambas curvas también coinciden
en incidencia rasante donde la reflectividad vale 1. Este es el comportamiento usual en éptica,
donde los medios son no magnéticos. La diferencia mas importante entre modos TE y TM
es que la reflectividad para el modo TM se anula para un angulo de incidencia ip conocido
como angulo de Brewster, mientras que la reflectividad para el modo TE nunca se anula.
En el dngulo de Brewster el rayo reflejado (que en esta polarizacién no se reflejal) habria sido
perpendicular al rayo refractado. Por eso, aplicando Ibn Sahl resulta

tanip = -2 . (7.12)

ni

En el dngulo de Brewster, la onda con campo eléctrico en el plano de incidencia no se refleja
en absoluto, sino que se refracta en su totalidad, una caracteristica que se usa en las llama-
das “ventanas Brewster”. Si la onda incidente tiene polarizacion natural, la luz reflejada en el
angulo de Brewster queda totalmente polarizada con campo eléctrico perpendicular al plano de
incidencia. En cambio, la luz refractada queda parcialmente polarizada en direccién paralela al
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Figura 7.4: Coeficientes de reflexién en funcién del dngulo de incidencia para polarizacién s
(TE) y p (TM). El medio de incidencia es aire n; = 1, el de transmisién es vidrio ng = 1.5
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plano de incidencia (es una mezcla de la componente TM de la onda incidente, que se refracta
en su totalidad, y de una fraccion de la componente TE de la onda incidente, que no se refracta
en su totalidad porque una parte si se reflejé).

1.2

=—E RS

o—oe RP
1.0
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S
2
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(V]
—
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angulo de incidencia

Figura 7.5: Coeficientes de reflexién en funcién del dngulo de incidencia para polarizacién s
(TE) y p (TM). El medio de incidencia es es vidrio ny = 1.5 y el de transmisién aire ny = 1.

Es claro que la distinta respuesta para cada componente produce el efecto de polarizacién por
reflexién. Justamente esta es la base del diseno de filtros polarizadores en los anteojos de sol.
Cuando la luz solar se refleja en una superficie horizontal, el plano de incidencia es vertical y
la luz reflejada contiene preponderantemente luz polarizada en direccién horizontal. Cuando la
reflexién tiene lugar en la superficie lisa de una carretera de asfalto o en la superficie de un lago,
produce una reverberacion indeseable que deslumbra al observador interesado en las reflexiones
que provienen de otros objetos (autos, barcos). La visién mejora si se elimina esta reverberacién
y por eso los fabricantes de lentes colocan en posicién vertical el eje de polarizacion del material
polarizador con que estan hechas las lentes de los anteojos.

La Fig. 7.5 muestra las curvas para una dioptra vidrio—aire, en vez de aire—vidrio. Notar que
el resultado es cualitativamente parecido al de la Fig. 7.4, pero la reflectividad toma el valor 1
en todo el intervalo entre el dngulo critico de reflexion total e incidencia rasante. Claramente el
angulo critico de reflexién total tiene que ser mayor que el de Brewster (hay argumentos fisicos
...y ademads se ve en el resultado numérico . .. y ademés se puede demostrar analiticamente
usando las expresiones conocidas para cada angulo: hacerlo).

Sabiendo electromagnetismo se demuestra que en medios no magnéticos los coeficientes de
reflexién complejos para las amplitudes vienen dados por las siguientes expresiones
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Tp_ﬁi/n%_ﬂt/n% o p

= —/Bz/n% n 6t/n% =T (7.14)

donde se usa la notacién de las ecuaciones (6.24) y (6.34) y los subindices 1 y 2 a la derecha
de las igualdades recuerdan que la reflexién ocurre cuando la onda pasa desde el medio 1 al
medio 2. La reflectividad R(¢) de la figura 7.4 es el médulo al cuadrado de los coeficientes 7 y
rP dados por las expresiones (7.13) y (7.14). Es més, usando los resultados de la ec. 6.39 es muy
facil comprobar que estos coeficientes son complejos cuando el dngulo de incidencia es mayor
que el critico, demostrando asi lo que dije en las clases sobre los desfasajes introducidos en el
régimen de reflexién total para cada polarizacion.

A continuacién dejo de regalo un script de Python para calcular los coeficientes 7° y rP y a
partir de ellos la reflectividad que se muestra en las figuras 7.4 y 7.5.

# Coeficientes de reflecci’on vs angulo de incidencia r_{12}
# Clase 21 del curso de F2

# Modos s y p pol, ver Figura 21.2 y 21.3 en apuntes

# Author R. Depine <http://users.df.uba.ar/rdep/>

#

import numpy as np
import math
import cmath
import matplotlib.pyplot as plt
pi=math. pi
Uno=1+40j
### Entradas
ind1=1.
ind2=1.5
teta0=0.
tetaf=89.99
ihow =800

tetagrid=np.linspace (teta0O ,tetaf ,ihow)
tetarad=tetagrid *math. pi/180

betal=indl*np.cos(tetarad)

beta2=np.sqrt (Unoxind2«*2—indl*x2xnp.sin (tetarad ) **2)
rs=(betal—beta2) /(betal+beta2)

rp=(betal/indlx*x2—beta2/ind2xx2) /(betal/indlxx2+beta2/ind2xx2)
RS=np.absolute (rs)*x2

RP=np. absolute (rp) **2

### resultados a un archivo con encabezamiento y tabla

f=open(’clase2l.ext’,’w’)

print >>f, "==============================================================="
print >>f, "Script para la Figura 2 de la Clase 20 - F2 2016 2C"

print >>f, "==============================================================="

print >>f, indl, ind2
print >>f, "ang, RS, RP"

for IJK in range (ihow):
print >>f, "Y%g %g %g " %(tetagrid [IJK], RS[IJK], RP[IJK])

f.close ()
##+# Mostramos los resultados

fig = plt.figure(figsize=(8, 8))
plt.grid ()

plt.xlabel (r’angulo de incidencia’, fontsize=18)
plt.ylabel(r’reflectividad’, fontsize=26)

plt.plot(tetagrid , RS, c¢=’b’, ls=’-’, lw=3, marker=’s’, markevery=100, ms=7)
plt .plot(tetagrid , RP, c=’r’, ls=’-’, lw=3, marker=’0’, markevery=100, ms=7)
plt.legend ([’RS’> ,’RP’ ], loc=’upper left’, frameon=False)

plt .draw ()

plt.savefig(’Clase21Fig2.eps’, format=’eps’, dpi=300)

plt.savefig(’Clase21Fig2. jpg’, format=’jpg’)
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Para saber si es posible transformar en circularmente polarizada una onda que incide lineal-
mente polarizada a 45 grados del plano de incidencia (en la clase anticipé que no), deberfamos
poder evaluar los desfasajes para cada polarizacién en el régimen de reflexién total y a partir
de ellos el desfasaje relativo entre las componentes s y p.

7.8. Laminas retardadoras

Para controlar la diferencia de fase ¢ entre las dos componentes transversales de las eqgs.
(7.2) y (7.3), y controlar asi el estado de polarizacién, se usan ldminas fabricadas con materiales
anisotropos, que tienen distinto indice de refraccién para componentes de polarizacion paralelas
o perpendiculares a un eje preferencial del material, asociado con su estructura cristalina. Si
la onda descripta por las egs. (7.2) y (7.3) incide sobre una lamina de este tipo y orientada
para que sus ejes preferenciales coincidan con los ejes x e y, para describir la propagacion de
la onda dentro de la lamina hay que tener en cuenta que la velocidad de propagacién para la
componente x no es igual a la velocidad de propagacion para la componente y. En consecuencia,
si el nimero de onda k = w/c era el mismo para describir la propagacién en el vacio de las dos
componentes de la onda transversal, dentro de la ldamina hay dos nimeros de onda, uno para
cada componente

w w
ky = —ng, ky=—ny. (7.15)

c c
De esta manera, mientras que en el vacio las dos componentes mantienen su diferencia de fase
(en cada z mantienen su estado de polarizacién), en la lamina las dos componentes se van
desfasando a medida que avanzan. En particular, a la salida de la lamina, luego de atravesar un
espesor d, su diferencia de fase serd la que tenian a la entrada (¢), méas un desfasaje adicional,

igual a
27

A = (ky — ko)d = —(ny — ng)d = =y — ng)d. (7.16)
c 0

Si se elige el espesor de la ldmina para que A¢ sea congruente a +7/2 (un cuarto de toda
una vuelta), se dice que se tiene una ldmina de cuarto de onda. Una ldmina de este tipo
transforma una onda linealmente polarizada a 45° de los ejes x-y en una onda circularmente
polarizada y una onda elipticamente polarizada con ejes principales x-y en una onda linealmente
polarizada.

Si se elige el espesor de la ldmina para que A¢ sea congruente a +m (media vuelta), se dice
que se tiene una lamina de media onda. Esta ldmina se puede usar para cambiar el sentido
de giro de una onda elipticamente polarizada o para rotar el plano de polarizacién de una onda
linealmente polarizada.

7.9. Birrefringencia en medios quirales

Asi como la estructura interna de los medios anisétropos da como resultado la existencia
de distintos indices de refraccién para componentes de polarizacion en la direccién de ciertos
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medio |

Figura 7.6: Birrefringencia en superficie aquiral-quiral, los dos indices de refraccién de las ondas
circulamente polarizadas izquierda y derecha son mayores que el indice de refraccién del medio
de incidencia.

ejes preferenciales, en la naturaleza existen medios cuya estructura interna tiene un sentido de
giro priviliegiado y esto produce que las ondas polarizadas circularmente con un sentido de giro
tengan velocidades de propagacién distintas que las que tienen sentido de giro opuesto. Este
tipo de medios son de interés en la fisica de polimeros, en la industria farmacéutica o en quimica
biolégica, ya que las grandes moléculas organicas tienen generalmente asociado un sentido de
giro.

Que las ondas polarizadas circularmente con sentidos de giro opuestos tengan distinta veloci-
dad de propagacién es una propiedad comun a todo medio constituido microscépicamente por
objetos que no tienen simetria de reflexién. Los medios formados por hélices izquierdas o dere-
chas son un ejemplo, pero lo mismo ocurre con cualquier otro medio formado por colecciones
de objetos tales que cada objeto difiere de su imagen especular. La palabra quiral tiene raiz
griega, y proviene de mano (la mano izquierda no coincide con su imagen especular, que es la
mano derecha). Este fenémeno es la base de lo que se conoce como actividad éptica: una onda
linealmente polarizada entra en un medio quiral, se propaga, y al salir del mismo se comprueba
que ha rotado su direccién de vibracién (ver video en http://bit.1ly/1PV5vvu).

Mediante un andlisis similar al que hicimos en 6.6.3, ver figuras 6.11 y 6.12, es facil ver que
en la superficie plana entre un medio comun (aquiral) y otro quiral, una onda incidente cuya
direccién de propagacién forma un angulo no nulo con la normal a la superficie, da origen, por
lo general, a dos ondas transmitidas que viajan en direcciones distintas. La existencia de dos
ondas transmitidas para una misma onda incidente se conoce como birrefringencia. Cuando
el medio tiene un sentido de giro derecho, la onda circularmente polarizada derecha se propaga
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medio |

T 1l

Figura 7.7: Birrefringencia en superficie aquiral-quiral, el valor del indice de refraccién del
medio de incidencia es intermedio entre los dos indices de refraccién de las ondas circulamente
polarizadas.

més répido que la izquierda: vp > v, en consecuencia k) > k(P) Inversamente, cuando el
medio tiene un sentido de giro izquierdo, la onda circularmente polarizada izquierda se propaga
mads rdpido que la derecha: v; > vp, en consecuencia k(P > k(). El punto importante es darse
cuenta que en el medio quiral puede haber dos ondas circularmente polarizadas con sentidos de
rotacién opuestos. Esto se indica en las figuras mediante las esferas D e 1. Las direcciones de
propagacion de estas dos ondas transmitidas quedan determinadas como en el caso de medios
comunes, solamente pidiendo la conservacion de las componentes tangenciales de los vectores
de onda.

Dependiendo del tipo de medios, pueden darse situaciones en las que:

= la onda incidente da lugar a dos ondas transmitidas; una circular izquierda y otra circular
derecha y las direcciones de ambas (respecto de la direccién incidente) se acercan a la
normal. En este caso, que es el mostrado en la figura anterior, siempre hay dos ondas
transmitidas para todo angulo de incidencia.

= la onda incidente da lugar a dos ondas transmitidas; pero con respecto a la direccién
incidente la onda circularmente polarizada izquierda se acerca a la normal, mientras que
la onda circularmente polarizada derecha se aleja de la normal. En este caso, existe un
angulo de incidencia critico a partir del cual la onda circularmente polarizada derecha se
transforma en evanescente (pero la izquierda nunca se hace evanescente).

s la onda incidente da lugar a dos ondas transmitidas y tanto la circularmente polarizada
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izquierda como la derecha se alejan de la normal con respecto a la direccién incidente.
En este caso, existe un angulo critico de incidencia a partir del cual la onda circular-
mente polarizada derecha se transforma en evanescente (y la izquierda no evanescente) y

otro dngulo critico mayor a partir del cual ambas ondas transmitidas se transforman en
evanescentes (reflexién total).

Figura 7.8: Birrefringencia en superficie aquiral-quiral, el valor del indice de refraccién del medio
de incidencia es mayor que los dos indices de refraccién de las ondas circulamente polarizadas.

7.10. Birrefringencia en cristales

En la clase vimos que la existencia de dos ondas transmitidas para una misma onda incidente
también ocurre en la superficie plana entre un medio isétropo comun y un medio anisétropo
como el que se usa para construir ldminas retardadoras. Las laminas retardadoras se usan en
incidencia normal y por eso la birrefringencia no es evidente. Pero cuando la incidencia no es
normal, se observan dos rayos transmitidos dentro del cristal y ademés las ondas asociadas a
estos rayos estan linealmente polarizadas en direcciones ortogonales, una propiedad que se usa

para construir dispositivos polarizadores (ver, por ejemplo prismas de Nicol y de Wollaston,
seccién 8.4 del libro de Hecht y Zajac).

Para pensar

;,Cémo se debe proceder experimentalmente para determinar univocamente el estado de po-
larizacién de una muestra incégnita?



Capitulo 8

Interferencia

La ecuacién de ondas clasica es lineal, entonces vale el principio de superposiciéon. Esto quiere
decir que si en el punto P estamos observando la perturbacién producida por dos fuentes S1 y So
(ver Fig. 8.1, la perturbacién medida tiene que ser igual a la suma de la perturbacién producida
cuando la fuente S7 estaba encendida y la fuente S, apagada, mas la perturbacién producida
cuando la fuente Sy estaba encendida y la fuente S; apagada. La superposicién de dos o mas
ondas en una regién del espacio da lugar a una onda resultante que es la suma de las pertur-
baciones individuales. Cuando esto sucede se dice que hay interferencia. Desde este punto de
vista, siempre se produce interferencia entre dos o mas ondas regidas por ecuaciones de onda
lineales. Pero con luz natural no es facil que esta interferencia pueda ser detectada por los sen-
tidos humanos, probablemente por eso se tardé tanto tiempo en evidenciar experimentalmente
el caracter ondulatorio de la luz.

Figura 8.1: Esquema conceptual de la superposicién con dos fuentes puntuales.
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Figura 8.2: Las perturbaciones de dos fuentes puntuales interfieren en el punto P.

8.1. Fuentes puntuales

Empezamos con el caso mas sencillo, analicemos la interferencia entre las perturbaciones
producidas por dos fuentes puntuales monocromaticas de frecuencia w. Cada fuente produce
una onda esférica progresiva, como se vié en la eq. (4.28). Al punto P llegan dos perturbaciones
de la forma

P1(r1,t) = ay cos (wt — kry 4+ 61) = ay cos (wt + Ay),
a(re,t) = ag cos (wt — kry + 2) = ag cos (wt + Ag),

donde Ay = 01 — kry, Ag = 9y — kre, k = w/v, 71 y r2 se miden desde cada fuente al punto P,
a1y as dependen de las intensidades de cada fuente y de r1 y de ro y d1 y &2 son fases iniciales
que se introducen para tener en cuenta que las fuentes se pueden encender en tiempos distintos
y en consecuencia que pueden estar desfasadas.

La perturbacién total en el punto P es

Yp(t) = ¥1(r1,t) + Pa(re, t)

y tiene que tener la forma
Yp(t) = a cos (wt + A). (8.1)

Para ver que esto es asi basta con encontrar la amplitud a y la fase inicial A de la onda resultante
en funciéon de amplitudes a; y as y fases iniciales A; y As de las ondas individuales. Notemos
por un lado que 91(r1,t) + ¥2(ra,t) se puede escribir como la suma de dos términos: uno que
varfa como cos wt y otro que varfa como sin wt. Por otro lado, ¢ (r,t) dado por la ec. (8.1)
también se puede escribir de la misma manera. Entonces, para que la superposicién valga en
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todo instante, el coeficiente del término que varia como cos wt en 1 (r1,t) + 2(r2,t) tiene que
ser igual al coeficiente del término que varia como cos wt en 1 (r,t). Y lo mismo tiene que pasar
para los coeficientes de los términos que varian como sin wt. Al igualar estos coeficientes se
obtienen las siguientes condiciones

a cos A = aq cos A1 + ay cos Ao,

asin A = aq sin A1 + ag sin Ao,

un sistema de ecuaciones con el que estamos familiarizados, hay que elevar al cuadrado miembro
a miembro cada ecuacién y luego sumar para obtener

a?=al+a3+2aay cos ¢, (8.2)

donde la diferencia de fase ¢ entre las dos perturbaciones en el punto P
¢ =20y — Ay =02~ 01 + k(r1 —r2), (8.3)

tiene dos aportes: uno (d, —d1) proviene de las fases iniciales de las fuentes, y el otro (k(rq1 —1r2))
proviene de la diferencia de camino 6ptico (porque k es proporcional al indice de refraccion)
entre los caminos recorridos por las dos perturbaciones. Andlogamente, se podria hallar A en
términos de a1, as, A1 y Ag, pero por el momento no nos hace falta.

Como en todo fenémeno ondulatorio, la intensidad en el punto P, Ip, es proporcional a a2,

el cuadrado de la amplitud de la perturbacién resultante en dicho punto. En cambio, cuando
solo esta encendida la fuente 1 , la intensidad I; que se mide en el punto P es proporcional a
a1 ? y cuando solo esta encendida la fuente 2 , la intensidad Iy en el punto P es proporcional a
as 2. Entonces, en términos de las intensidades, la ec. (8.2) se puede reescribir como

Ip=05L+ 1+ 2+/11 15 cos ¢ (84)

que dice que la intensidad en el punto P cuando estdn encendidas las dos fuentes simultdnea-
mente no es la suma de las intensidades producidas por cada fuente por separado. Esto es
asf porque, ademas de la suma de intensidades individuales (proporcionales a a? y a a3), hay un
tercer término que puede ser positivo o negativo dependiendo del valor de ¢. Este tercer término
se llama término de interferencia. O sea, que la intensidad en el punto P tiene méximos y
minimos dependiendo del valor de la diferencia de fase ¢ entre las dos perturbaciones en dicho
punto. Cuando ¢ es congruente con 27 el término de interferencia toma su maximo valor y
entonces la intensidad en el punto P toma el méaximo valor posible, proporcional a

2 2 2 2

A max = A1 + Qo +2a1 a2 = (al + a2) . (85)
En este caso se dice que la interferencia es constructiva. En cambio, cuando ¢ es congruente
con 7, el término de interferencia toma su minimo valor, la intensidad en el punto P toma el
minimo valor posible, proporcional a

2

A min = CL% + CL% —2aiaz = (al - CL2)2 s (86)

y se dice que la interferencia es destructiva. Notar que en el caso a; = as, los minimos valen
cero y podemos decir que “luz + luz = oscuridad”. Suena raro, porque no es usual observar
que luz + luz da oscuridad. Y esto pasa porque estamos habituados a un mundo donde las
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fuentes de luz son fuentes térmicas, como las que mencionamos cuando hablamos de luz natural
en la pagina 146. Y entonces, en vez de producir dos perturbaciones 11(z,t) y ¥2(z,t) como
supusimos, en forma de coseno con fases A; y As constantes en el tiempo, cada fuente térmica
produce “trenes de onda”, es decir, cosenos modulados por una funcién con una duracién T,
que para la luz suele ser ~ 1078s. Por este motivo, la diferencia de fase Ay — A; cambia
aleatoriamente en cada intervalo 7 y entonces hay 7! ~ 10% cambios de intensidad en un
segundo, algo imposible de detectar con detectores comunes o a simple vista. Por este motivo
se dice que las fuentes térmicas son incoherentes, en el sentido de que no pueden exhibir
fenémenos de interferencia como los predichos por las ecs. (8.5) y (8.6). Es claro que esto es una
convencion impuesta por la resolucién de los aparatos a los que estamos acostumbrados, porque
si pudiéramos resolver tiempos muy pequenos, estariamos mas familiarizados con las variaciones
de intensidad producidas por interferencia.

8.2. Uso de fasores

Figura 8.3: La suma de fasores es equivalente a la suma de dos perturbaciones armonicas.

Una vez entendido el procedimiento para encontrar la resultante de la suma de las dos per-
turbaciones arménicas usadas en (8.1), veamos cémo se puede simplificar el dlgebra, pagando el
precio de introducir notaciéon compleja. Escribiendo los cosenos como la parte real de exponen-
ciales imaginarias, obtenemos

Y1(ry,t) = a1 cos (wt + Aj) = Reay el <“’t+A1),

¥1(ra,t) = az cos (wt + Ag) = Reay el Witha)

Con esta notacién, y omitiendo Re (pero recordando que habra que tomar la parte real de los
resultados que obtengamos), la suma que hicimos en notacién trigonométrica se pude expresar
como

2 2
l/JP(t) _ Zan ei (wt+An) _ eiwt Zan ei Ap aeiA eiwt. (8.7)
n=1 n=1

Observando que el factor e *“! estd en todas partes, lo simplificamos y vemos que se puede

interpretar la suma de oscilaciones armdnicas como suma de dos niimeros complejos, cada uno
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con su médulo y su fase, y que el resultado es otro niimero complejo, con médulo a y fase A.
Y usando la representacién de los nimeros complejos como vectores del plano (el plano com-
plejo), tenemos que el esquema de la seccién anterior es completamente equivalente al esquema
mostrado en la figura 8.3. Asi vemos que la amplitud resultante dada por (8.2) no es otra cosa
que la aplicacién del teorema del coseno a la resultante que se obtiene de sumar los dos vectores
del plano complejo. Y que este resultado no depende de la orientacién de los vectores 1 y 2,
solamente depende de su orientacién relativa que viene dada por la diferencia Ay — Ay entre los
angulos de cada vector con el eje horizontal, que no es otra cosa que la diferencia de fase ¢ en
(8.3).

8.3. Sistemas de franjas

La distribucion espacial de maximos y minimos de intensidad producida por la interferencia
de distintas perturbaciones recibe el nombre de sistema de franjas. La visibilidad de los sistemas
de franjas depende de la diferencia que haya entre las intensidades maxima y minima. Se suele
cuantificar la visibilidad V o contraste de un sistema de franjas mediante la cantidad

Imax - Imm
V=——F———, (8.8)
Ima:p + Imm
que varia entre 1 (méximo contraste, cuando la intensidad minima es nula, es decir cuando
a1 = az) y cero (minimo contraste, cuando la intensidad maxima y la minima son iguales).

;,Cudl es el sistema de franjas asociado a dos fuentes puntuales coherentes? Para visualizar
un sistema de franjas es conveniente determinar el lugar geométrico de los puntos con igual
intensidad. Si las distancias de observacién r1 y 72 son grandes comparadas con la longitud de
onda, entonces la variacién espacial mds importante de a? es a través del coseno (ver (8.2)) y
no a través de las amplitudes a; y ao. Entonces, el lugar geométrico de los puntos con igual
intensidad es el de los puntos con igual valor de ¢. Y segtin (8.3), esto corresponde a superficies
con el mismo valor de 9 — ry. Si las fuentes emiten en fase, los puntos de intensidad méxima
estan en el plano ro = r1, que es perpendicular al segmento que une S; con Sy (el plano IT en la
figura 8.2). En este plano las dos perturbaciones llegan completamente en fase luego de haber
recorrido el mismo camino éptico. Otros puntos de intensidad méxima estédn en los hiperboloides
(de dos hojas) de revolucién 19 — r; = £\, con focos en S; y S2, donde las dos perturbaciones
llegan desfasadas en 2 7. En general, el lugar geométrico de los puntos con intensidad constante
es una familia de hiperboloides confocales, con focos en S; y S2 (una de las hojas se indica en
la figura 8.2). Si el sistema de franjas se observa en un plano perpendicular al segmento S1.5%,
se veran circunferencias concéntricas (anillos) con intensidad méxima y anillos con intensidad
minima. Y si el sistema de franjas se observa en un plano que contiene al segmento 5155 (el eje
del hiperboloide), se veran hipérbolas.

8.4. Experiencia de Young

Uno de los primeros experimentos cuantitativos encaminados a poner de manifiesto la in-
terferencia de la luz proveniente de dos fuentes fue realizado en 1800 por el cientifico inglés
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Figura 8.4: Experimento de Young.

Thomas Young. En la figura se esquematiza cémo hizo Young para obtener dos fuentes secun-
darias coherentes S1 y So a partir de una fuente de luz natural. Como las perturbaciones de
diferentes partes de una fuente extensa ordinaria no estan sincronizadas, se elige sélo una region
de la fuente con un orificio estrecho S, de aproximadamente 1uym de ancho, en una pantalla
opaca. Este orificio se comporta como una fuente puntual idealizada (en las versiones actuales
de este experimento se usa un laser como fuente y este orificio no hace falta). La “fuente” S
ilumina una pantalla con orificios S y Ss, separados entre si una distancia d. A partir de S se
propagan frentes de onda que recorren distancias iguales y que llegan a S7 y S2 en fase, por
consiguiente se puede considerar que S; y So son fuentes puntuales que estdn en fase, es decir
que son fuentes coherentes. A partir de acé el andlisis corresponde al de cualquier par de fuentes
puntuales coherentes. En todo punto iluminado simultaneamente por las perturbaciones que
salen de S7 y S2 se observard la interferencia de la luz, segin como se interactie con el sistema
de hiperboloides asociado con S7 y S3. Si esta interacciéon se hace con una placa fotografica o
con una pantalla ubicada a una distancia D y paralela a la pantalla con orificios, se visualizara
la interseccién con el sistema de hiperboloides, es decir trozos de hipérbolas.

Para simplificar el analisis del experimento de Young, se suele suponer que la distancia D es
grande comparada con la distancia d entre S; y S2 (en un experimento podria ser d aproxima-
damente unos pocos milimetros y D un metro o més). En este caso, la diferencia de camino
SoP — S P satisface aproximadamente la relacién

g ~ SQP* 51P7 (89)
D d
Si suponemos que la “fuente” S equidista de los orificios S7 y S, entonces do = §1 y la diferencia
de fase de la ec. (8.3) tiene solo el aporte de la diferencia de camino SoP — S;P. Cuando
esta cantidad es igual a un nimero entero de longitudes de onda, la intensidad en el punto P
alcanza su valor maximo posible, mientras que si esta cantidad es igual a un ntimero impar de
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semilongitudes de onda, la intensidad en el punto P alcanza su minimo valor posible. De estas

consideraciones surge que

AD
Ymax ~ m? , (810)

con m un numero entero. Las perturbaciones que llegan a y = 0 interfieren constructivamente
para todo valor de A, entonces el méximo central no esta coloreado si se hace el experimento
con luz blanca. En cambio, las posiciones ¥, donde hay interferencia constructiva para m # 0
dependen de A, es decir que la posicién del méximo para m = 1 del color azul no es la misma
que la posicién del maximo para m = 1 del color rojo y en consecuencia el sistema de franjas
se ve coloreado cuando se usa luz blanca.

Si los orificios S y S2 tienen el mismo tamano, podemos suponer que las amplitudes a; y as
son aproximadamente iguales en la zona central de la pantalla de observacién (son exactamente
iguales en y = 0) y la expresién (8.2) para a?, proporcional a la intensidad resultante, queda

a®=2a2(1+ cos ¢) = 4a? cos® g, (8.11)
y como sobre la pantalla
— —— kd
¢ =k(SoP —S1P) = oY (8.12)

concluimos que la intensidad en la pantalla varfa con y como un cos?. Si sobre la pantalla se
coloca una pelicula fotogréfica, la transparencia del negativo varia con y como un cos?. Y si se
coloca un material como las fotoresinas usadas en holografia, cuya solubilidad en un revelador
es proporcional a la intensidad luminosa recibida, se obtiene una superficie rugosa con forma de
seno (este dispositivo se llama red holografica).

8.5. Coherencia

La falta de coherencia de las fuentes luminosas que nos rodean habitualmente es la gran
dificultad para observar franjas de inteferencia en la vida cotidiana. Ya vimos que esta dificultad
fue resuelta por Young mediante el dispositivo esquematizado en la Fig. 8.4. El dispositivo de
Young divide el frente de onda generado por la fuente térmica, con fase inicial que cambia
muy rapidamente, en dos frentes de onda que pasan a ser coherentes, porque su diferencia de
fase permanece constante en el tiempo. Esta solucién resuelve el problema de la coherencia
temporal, porque ahora las dos porciones en que se dividié el frente de onda original pueden
interferir y dar maximos y minimos de intensidad, como si provinieran de dos fuentes coherentes.
Pero no tenemos que perder de vista que los trenes de onda siguen teniendo una longitud
finita y que la fase inicial en las dos porciones en que se dividié cada tren siguen cambiando
rapidamente. El truco usado por Young consigue que en ambas porciones la fase inicial cambie de
la misma manera y asi la cantidad §; — d2 (pagina 158) se mantiene constante. Esta afirmacién
es claramente cierta para el punto de la pantalla de observacion que equidista de S; y S y
también para cualquier otro punto P en el que la diferencia de camino 71 — 73 no sea comparable
con la longitud de un tren de onda. Pero si el punto P se aleja mucho del centro de la pantalla,
o si la fuente primaria S se coloca de manera asimétrica con respecto a S1 y S, podria ocurrir
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que en el punto P se superpongan perturbaciones provenientes de dos trenes de onda diferentes.
Y si pasa esto, el truco de Young deja de funcionar, porque la fase ¢ de la ec. (8.3) pasa a
cambiar muy rapidamente, porque lo hace la diferencia de fase do — d;. Por este motivo, para
que el truco de Young funcione, las diferencias de camino acumuladas desde la fuente al punto
de observacion deben ser menores que la longitud de coherencia

SSy+ SoP -85 —-Si1P<wvr. (8.13)

De esta manera, la coherencia temporal de la fuente se traduce en una condicién espacial,
asociada a la duracién limitada de los trenes de onda. En la préactica aparece otra dificultad,
relacionada con otro tema: el tamano finito de la fuente. Esto sucede porque las perturbaciones
de diferentes partes de una fuente extensa ordinaria no estan sincronizadas. En este caso se
habla de coherencia espacial, que es una condicién distinta a la expresada en la ec. (8.13). En
el caso de fuentes extensas, los orificios S7 y S3 deben estar iluminados por frentes de onda sin-
cronizados, no por frentes de onda provenientes de puntos desincronizados de la fuente extensa
(por este motivo Young us6é como fuente S un orificio muy pequeno, si hubiera usado el Sol
como fuente, habria fracasado como fracasé Grimaldi que en 1665 habia intentado algo similar).

8.6. Interferometros

Los interferémetros son dispositivos para ver sistemas de franjas, o sea, para controlar pro-
blemas de coherencia. El interferémetro de Young es el padre de todos los interferémetros.

8.6.1. Division del frente de onda

Las mismas consideraciones matematicas y fisicas que discutimos en el experimento de Young,
se aplican directamente en otras configuraciones donde el frente de ondas proveniente de una
fuente puntual primaria se divide en dos frentes de onda que interfieren entre si y que parecen
provenir de dos fuentes puntuales secundarias. Por eso este tipo de interferometros se llaman de
division del frente de onda. Hay muchos ejemplos, como el espejo doble de Fresnel, biprisma de
Fresnel, o espejo de Lloyd. muy bien descriptos en la iltima parte de la seccion 9.3 del libro de
Hecht, ()ptica (paginas 397-399 de la traduccién al espaniol, misma numeracién de péginas en
la versién en inglés, cuarta edicién).

Entre los interferémetros de divisién del frente de onda merece destacarse, por razones histéri-
cas, el espejo doble de Fresnel, que jugd un papel muy importante para invalidar las criticas que
Young recibié de sus comtemporaneos. Cuando Young publicé su trabajo en 1804, la compren-
siéon més ampliamente aceptada de la naturaleza de la luz era la teoria corpuscular de Newton.
En esta vision, la luz era una corriente de particulas que podrian agitar el éter e interactuar con
objetos materiales a través de fuerzas atractivas y repulsivas. En ese momento, la mayoria de
las personas interesadas en éptica seguia a Newton sin discusiones, excepto algunos visionarios
como Young en Inglaterra, y Arago y Fresnel en Francia. Para ellos la luz era una onda eléstica
en el éter. Hoy podriamos pensar que el experimento de Young es una prueba irrefutable de
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la naturaleza ondulatoria de la luz. Pero ese no fue el caso, no es facil cambiar los paradig-
mas, especialmente cuando son sostenidos por autoridades como Newton. Los seguidores de la
teoria corpuscular argumentaban que al pasar por las dos rendijas estrechas, las particulas de
luz habian interactuado de manera mecanica con el material de los bordes de las rendijas . ...
O sea, no se querian convencer. El experimento del doble espejo de Fresnel en 1816 tenia la
gran virtud de acabar con las rendijas por completo, y asi proporciona més evidencia de que
las franjas se producen, no por la acciéon de los bordes sino por la superposicién de dos haces
de luz . Con este experimento y otros trabajos tedéricos y experimentales de Fresnel, la teoria
ondulatoria de la luz gradualmente gand preeminencia, y hacia 1830 comenz6 a aceptarse que

la teoria ondulatoria era mé&s poderosa, porque explicaba mas fenémenos observados, que la
corpuscular.

8.6.2. Division de amplitud

En los interferdmetros de division de amplitud, el frente de ondas proveniente de una fuente
puntual primaria se divide, mediante reflexiones y transmisiones parciales (no totales como en el
espejo de Lloyd o en los espejos dobles de Fresnel) en ldminas u otros objetos semitransparentes.
Asi se logran dos frentes de onda que por lo general tienen distinta amplitud, pero que son
coherente entre si debido a que provienen del mismo frente de ondas y por eso mantienen su
diferencia de fase constante en el tiempo, siempre que no recorran caminos que difieran entre
si en cantidades mayores que la longitud de coherencia de la fuente utilizada. Un ejemplo de
interferémetro por division de amplitud es el Interferémetro de Michelson.

Interferémetro de Michelson

RS

s e D e 8

o 3

AP i Y Y it - ,. &
Figura 8.5: Interferémetro de Michelson (

de Wikimedia Commons, archivo Aufbau—Michelson—Interferometer.jpg).
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Ademas de sus multiples aplicaciones actuales, este dispositivo experimental tiene importan-
cia histérica ya que hace un siglo aporté uno de los puntales experimentales clave de la teoria
de la relatividad. Hoy se contintia usando para mediciones muy precisas de la longitud de onda
y en metrologia éptica en general, cuando se necesita medir distancias muy pequenas. Con el
objetivo de detectar ondas gravitacionales, en el observatorio de LIGO se ha mejorado la sensi-
bilidad hasta un nivel sin precedentes. LIGO, siglas de Laser Interferometer Gravitational-Wave
Observatory, es decir, Observatorio de ondas gravitacionales por interferometria laser, utiliza
largos interferémetros de tipo Michelson a fin de detectar ondas gravitacionales provenientes de
agujeros negros, estrellas de neutrones, supernovas o remanentes del Big Bang.

Al igual que el interferémetro de Young, el interferémetro de Michelson se puede usar con una
fuente de luz monocromatica. La onda proveniente de esta fuente se divide en dos ondas que
siguen caminos diferentes. Pero mientras que en el interferémetro de Young la divisién se hace
enviando parte de la luz a través de una ranura y parte a través de otra; en el interferémetro
de Michelson se emplea un dispositivo llamado divisor de haz, por eso pertenece a la familia de
interferometros por division de amplitud. En ambos casos hay interferencia cuando se combinan
de nuevo las dos perturbaciones luminosas.

En la figura 8.5 se ve una foto del montaje en un banco 6ptico del interferémetro de Michelson.
La luz proveniente dc la fuente monocromatica F incide en el divisor de haz DH, que es una placa
de vidrio con un delgado recubrimiento de plata. Parte de la luz atraviesa DH y se refleja en el
espejo El y la parte restante se refleja en la superficie plateada y se dirije hacia el espejo E2. La
parte que se refleja en el espejo El regresa a través de DH y se refleja en la superficie plateada de
DH hacia el espacio donde se coloca la pantalla. La parte que se refleja en el espejo E2 regresa,
atraviesa DH y se superpone con la otra parte en el espacio donde se coloca la pantalla. En clase
vimos que las perturbaciones que llegan a esta zona parecen provenir de dos fuentes secundarias
(virtuales) que estdn detrds de E2, en el eje que une E2 con la pantalla de observacién. Estas
fuentes secundarias definen el eje del sistema de hiperboloides, asi que si estd todo bien alineado
(es decir, E1 y E2 a 90° entre si y a 45° de la cara plateada de DH) en la pantalla se observan
circunferencias concéntricas, tal como se muestra en el video http://bit.1ly/1k7XEho.

El aparato de la figura estd montado en su totalidad sobre una estructura antivibratoria
(las mesas épticas modernas lo son, Michelson llegé a usar mesas flotantes en mercurio porque
los carruajes que pasaban por la calle hacfan mover las franjas). La posicién del espejo E2 se
puede ajustar con un tornillo micrométrico muy fino y preciso (se observa en la foto). Cuando
se desplaza el espejo E2 hacia atrés o hacia adelante una distancia \/2, la diferencia de caminos
entre las perturbaciones que pasaron por El y las que pasaron por E2 cambia en \ y cada franja
se desplaza a la izquierda o a la derecha una distancia igual a la separacién entre franjas, como
puede verse en el video http://bit.ly/1k7XEho. Si se mueve el espejo una distancia d tal que
la franja de orden M 4+ m esté en el lugar en que antes estaba la franja de orden M, entonces

d=m— .14
s (8.14)

Si m es de varios miles, la distancia d es suficientemente grande como para medirla con buena
exactitud y asi se obtiene un valor muy exacto para la longitud de onda. Por otra parte, si A
ya se conoce, el método sirve para medir distancias del orden de una longitud de onda de la luz
empleada con relativa facilidad.


http://bit.ly/1k7XEho
http://bit.ly/1k7XEho
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8.7. Interferencia en laminas

También vimos en clase cémo analizar la interferencia producida con laminas y una fuente
puntual, de nuevo todo se reducia al analisis anterior, o sea, a descubrir dénde estan las fuentes
secundarias S7 y S2 y tener en cuenta los desfasajes adicionales que se producen durante la
reflexion. Si la onda incide desde un medio menos denso hacia otro mas denso, la onda reflejada
se desfasa en 7, en cambio si la onda incide desde un medio mas denso hacia otro menos denso,
la onda reflejada no se desfasa. Las ondas transmitidas no se desfasan en ningin caso. En el
caso de observar por reflexion, la lamina cumple la funcién de dividir la amplitud de la onda
incidente de manera que se puede imaginar que las perturbaciones en el semiespacio superior
provienen de dos fuentes coherentes virtuales colocadas detrds de la ldmina, que son las dos
imagenes de S formadas por: i) reflexién en la primera cara y ii) por transmisién en la primera
cara, reflexién en la segunda cara y de nuevo transmisién en la primera cara.

8.8. Localizacion de franjas

Por todo lo visto anteriormente, es claro que cuando en la regién donde coinciden las pertur-
baciones producidas por dos fuentes puntuales coherentes (por lo general, las fuentes secundarias
creadas mediante un interferémetro), el sistema de franjas de inteferencia producido siempre esta
asociado con los hiperboloides de revolucién o con parte de estos hiperboloides. Estos hiperbo-
loides llenan todo el espacio donde hay superposicién, por eso se dice que el sistema de franjas es
no localizado, o también “localizado en todo el espacio”. “Con fuente puntual, franjas no loca-
lizadas” seria la regla. Una fuente extensa es una coleccion de fuentes puntuales. Pero como por
lo general estas fuentes puntuales no estan sincronizadas, entre ellas no interfieren, es decir que
cada fuente puntual de una fuente extensa es incoherente con respecto a las otras. Y haciendo las
reservas del caso sobre todo lo que esta detras de la expresiones no interfieren y son incoherentes.

Si la fuente extensa se usa en un interferémetro, cada punto dard lugar a un par de fuentes
secundarias con su sistema de hiperboloides. Pero a menos que los maximos y minimos de todos
los hiperboloides coincidan, las franjas asociadas con determinado punto de la fuente extensa
van a borronear el sistema de franjas asociado con los puntos vecinos. Por este motivo, cuando
hay fuente extensa, las franjas, si se ven, estan localizadas: sélo se ven en aquellos lugares
donde coinciden los maximos y minimos de todos los sistemas de hiperboloides, independien-
temente del punto de la fuente extensa en el que se originaron. Todo problema de localizacién
de franjas de interferencia se resuelve analizando si existe un lugar donde esto ocurre. Sélo se
observaran franjas claras cuando las diferencias de fase entre pares de haces recibidos en un
punto dado procedentes de partes diferentes del emisor sean iguales o casi iguales. En general,
esta condicién sélo se cumplird cuando el punto de observacién estd en una cierta superficie, es
decir, sélo se veran si el ojo del observador (o su instrumento de observacién) se enfoca sobre
dicha superficie.

Los ejemplos de localizacién més accesibles y faciles de discutir en un curso introductorio
de ondas son las franjas producidas en laminas o peliculas transparentes. En clase empezamos
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analizando las diferencias de camino y los desfasajes en reflexion necesarios para entender las
franjas de igual inclinacién que se observan con fuente puntual y una lente muy grande (texto
asociado a la figura 9.17 del libro de Hecht). Una vez entendido este fendmeno, pasamos a ver
lo que pasa cuando la lente (o el instrumento de observacién) tiene pequena abertura (texto
asociado a figura 9.18 del libro de Hecht). Y asi finalmente llegar al caso de fuente extensa
(explicaciones de figuras 9.19, 9.20 y 9.21 del libro de Hecht), donde la localizacién se da en
el infinito, porque es alli donde coincide la posicién de los méximos y minimos de todos los
hiperboloides. También discutimos de manera muy general las llamadas franjas de igual espesor
(explicaciones de figuras 9.22-9.26 del libro de Hecht).



Capitulo 9
Difraccion

Si se acepta la validez del principio de Huygens, se debe reconocer que, cuando una onda
interactia con un obstaculo, la difraccién siempre estd presente. Sin embargo, y tal como vimos
en el capitulo 6, la difraccion aparece de manera significativa sélo cuando no se cumple la
condicién (6.1).

Recordemos que el principio de Huygens postula que todo punto de un frente de ondas pri-
mario actia como fuente puntual que emite ondas esféricas secundarias de igual velocidad y
frecuencia que la onda original. Y que el frente de ondas en todo instante es la envolvente de
estas onditas esféricas (también llamadas onditas de Huygens) emitidas en un instante anterior.
Por envolvente, Christiaan Huygens entendia la superficie tangente, un concepto facil de visua-
lizar geométricamente, pero quizds poco adecuado tanto para interpretar fisicamente como para
obtener resultados cuantitativos. A continuacién, para poner en marcha el principio de Huygens
y para cuantificar los apartamientos de la descripcién geométrica, seguiremos la interpretaciéon
de Fresnel, el primero en imaginar que dicha envolvente no era otra cosa que la interferencia de
todas las onditas secundarias (u onditas de Huygens). O sea: el mecanimso de Huygens segin
Fresnel consiste en sumar las onditas de muchas fuentes puntuales. Entonces, para poner en
marcha el mecanimso de Huygens-Fresnel, y aprovechando lo aprendido en el capitulo anterior
sobre la suma de ondas provenientes de dos fuentes puntuales (ver pagina 158), ahora generali-
zaremos el andlisis para considerar la suma de muchas perturbaciones. Empecemos por el caso
de N fuentes puntuales coherentes, es decir, de la misma frecuencia y que mantienen su fases
iniciales constantes en el tiempo.

9.1. Interferencia de N fuentes

En la pagina 96 sintetizamos una funcién del tiempo a partir de IV cosenos temporales con la
misma amplitud (a), la misma fase y frecuencias equiespaciadas en el intervalo Aw = wy — wy.
El espaciado era dw = Aw/(NN — 1). El resultado de esta sintesis se obtuvo con el procedimiento
esquematizado en las ecuaciones (4.45), (4.47) y (4.48). Ahora queremos estudiar el efecto que
producen las N perturbaciones armonicas que llegan desde las N fuentes a un punto P genérico.
Si bien este problema parece completamente diferente del problema de sintetizar una senal con
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Figura 9.1: Las perturbaciones de N fuentes puntuales interfieren en el punto P.

N funciones arménicas de distintas frecuencias, veremos que ambos problemas tienen muchisimo
en comun.

9.1.1. Caso general

En la figura 9.1 se esquematiza una situacién general. Notar que mas alld de la alineacion o el
equiespaciado de las fuentes, la linealidad de la ecuacion de ondas nos conduce a una suma como
en la pagina 158, pero con N términos, en vez de solamente dos. La situacion es completamente
analoga: cada fuente produce una onda esférica progresiva y al punto P llegan N perturbaciones
de la forma

Y (rn, t) = ap cos (wt — kry, + 0,) = ay, cos (wt + Ay), (9.1)

donde A, = 6, — kry, k = w/v, r, se mide desde cada fuente al punto P, a,, depende de la
intensidad de cada fuente y de 7,,, mientras que d,, es la fase inicial que se introduce para tener en
cuenta que las fuentes se pueden encender en tiempos distintos y, en consecuencia, que pueden
estar desfasadas. La perturbacién total en el punto P es

N
Up(t) =) an cos (Wt + Ay), (9.2)

n=1

y esta suma tiene que tener la forma
Yp(t) = A cos (wt + fase) . (9.3)

Tenemos que encontrar una expresion para la amplitud A de la onda resultante en funcién de
amplitudes a,, y fases iniciales A,, (n = 1,2,...N) de las ondas individuales y la expresién
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buscada se tiene que reducir a (8.2) en el caso N = 2. Como en el caso N = 2, la fase de
la resultante no es interesante en experimentos donde solamente se mida la intensidad de la
perturbacién.

Tal como hicimos en 4.3.3 pasamos a notacién compleja y sobreentendiendo “parte real” (que
tomaremos al finalizar los cdlculos), podemos escribir

N N
Yp(t) = Z ap € WHHAn) = giwt Z ap 2 (9.4)
n=1 n=1

Comparando la expresién (9.4) con la ec. (4.47) obtenida en la seccién 4.3.3, notamos un gran
parecido entre ambas, excepto por: i) la presencia de las amplitudes a,, dentro de la sumatoria
en (9.4) (que para el caso considerado en (4.47) son iguales y salen de factor comun) y ii) el
argumento de las exponenciales complejas, que en (9.4) es A,, = J,, — kry,, un valor bastante
arbitrario porque ain no se ha dicho nada de las fases iniciales J,, ni de cuél es la dependencia
con n de las distancias r,, (mientras que los d, para la (4.47) son proporcionales a n). Con
esto queda bastante en evidencia lo que ya se habia anunciado, que el problema de hallar la
perturbacién resultante de sumar N perturbaciones armonicas provenientes de N fuentes tiene
un gran parecido formal con el problema de sintetizar una senial con N funciones armonicas de
distintas frecuencias. La identidad formal de los dos problemas mencionados aparece justamente
cuando se agregan hipétesis adicionales que permiten eliminar las diferencias mencionadas en 1)

y ii).

9.1.2. Fuentes alineadas y equiespaciadas

La dependencia de a,, con r,, se puede despreciar si las fuentes estan localizadas en una region
limitada del espacio y realizamos la medicién en un punto P muy lejos de todas las fuentes.
Para poner un caso concreto, consideremos que las fuentes estan alineadas, como se muestra en
la figura 9.2, y que estan todas en fase (d,, independiente de n, valor que podemos tomar cero
con una eleccién conveniente del origen de tiempos y entonces A,, = —kr,,). Con estas hipdtesis,
las suma de amplitudes complejas de la ec. (9.4) queda

N N N
§ :an ezAn _ § :an el krn _ efzkrl § :an e*lk(rnfrl) (95)
n=1 n=1 n=1

donde el 1ltimo paso equivale a tomar r; como referencia, sacar factor comun fuera de la
sumatoria y medir todos los caminos en las exponenciales con respecto a ry.

Para evaluar las diferencias r,, —r1, consideremos que el plano del dibujo es el plano z = 0, que
las fuentes estan ubicadas a lo largo del eje y en las posiciones v, y que el plano de observacién
X-Y dista una distancia Z del plano x-y de las fuentes. Entonces

Y — 2
Th = \/Z2+(Y*yn)2%2+7( szn)
(Y —y1)?

=22+ Y —y)2~ Z+ 57
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Figura 9.2: Las perturbaciones de N fuentes puntuales colineales (no necesariamente equiespaciadas)
interfieren en un punto P alejado de la regién donde estan localizadas las fuentes.

y restando y queddndonos con el primer orden en Y/Z, nos queda

Y
= (1 - ) (96)

que coincide con la diferencia de camino obtenida en la aproximacién paraxial para el experimen-
to de Young (la distancia entre fuentes por el seno, o la tangente, de un éngulo). Esta expresion
también muestra que una variaciéon de camino 6ptico de media longitud de onda importa mucho
en la fase, porque estd pesada por k y entonces las perturbaciones individuales “tiran” juntas
(si los caminos son iguales) o “tiran” en direcciones opuestas (si los caminos difieren en media
longitud de onda). En cambio, esa misma variacién de camino no modifica demasiado las am-
plitudes, porque hace que una amplitud pase de un valor inversamente proporcional a 1/r; a
otro valor inversamente proporcional a 1/(r; + A/2), ambos muy parecidos entre si cuando r; es
mucho mayor que la longitud de onda A. Como valores tipicos que ilustran esta aproximacién
para luz visible, podriamos tomar r; ~ 1m y A ~ 0.5107% m.

La ec. (9.6) muestra que las fases de las exponenciales dentro de la sumatoria que representa
la amplitud compleja resultante (ver ec. (9.5) es siempre proporcional a la distancia entre la
fuente 1 y la n. Entonces, si las fuentes estan equiespaciadas, separadas todas la misma distancia
d, las fases estdn equiespaciadas (como en el problema de suma de frecuencias), porque los
caminos entre las perturbaciones provenientes de dos fuentes consecutivas cualesquiera, siempre
son aproximadamente iguales a A = d sin 0 (Figura 9.3), con 6 la coordenada angular del punto
lejano P medida desde la normal a la linea que pasa por todas las fuentes (eje Z).

El caso limite en que el punto P estd en el infinito, equivale a observar en el plano focal de
una lente. Y en este caso, a la interferencia en P solamente contribuyen aquellas perturbaciones
asociadas a la direccién de propagacién (a los rayos dirfamos en la DG) con inclinacién 6.

En resumen, en la configuracién de la Figura 9.3, los caminos al punto de observacién desde
dos fuentes consecutivas difieren en el valor A = d sin 6 y esta diferencia es independiente de la
etiqueta que numera a las fuentes. De esta manera, 19 = 11 — d sinf, r3 = r; — 2d sinf, ...,
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Figura 9.3: Las perturbaciones de N fuentes puntuales colineales equiespaciadas interfieren en el punto
P en el plano focal de la lente L.

rn =711 — (n—1)d sinf. Luego, la expresién (9.4) para 1 p(t) se escribe
N N
wP(t) — aezwt Z ezAn _ ezwt e—zkrla Z eik:(n—l)dsm@7 (97)
n=1 n=1

que en la representaciéon compleja es una oscilacién arménica con amplitud compleja igual al
factor que multiplica a e‘“!. Este factor contiene una sumatoria entre 1 y N que mediante un
cambio de indice se puede escribir como una sumatoria entre 0 y N-1 con la misma forma que

la ec. (4.47) de la seccién 4.3.3
N—-1

Z [eikdsiné}n ’ (9.8)

n=0

donde k d sin 6 juega el mismo papel que dw t en (4.47). De esta manera, es claro que la sumatoria
se puede escribir como
i N kd sinf (N :
et NRASnG — 1 (N1 kd sing) 2 Sin(g kd sind)

. 9.9
sin(% kd sin @) (9:9)

gikdsng _1 ©

Los términos e %" en (9.7) y el (N-Dkdsin0l/2 o (9.9) tienen médulo unitario y por eso
contribuyen solamente a la fase de la amplitud compleja de p(t). Luego, la verdadera amplitud
Ap (real) de la oscilacién arménica resultante en P es

. /N . .
sin (5 kd sin ) sin N «
Ap = 2 = , 9.10
p=a sin (5 k d sin 6) ¢ sna (9-10)

donde por brevedad definimos

o= gdsine. (9.11)
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La intensidad Ip de la perturbacién arménica resultante en P, proporcional al cuadrado de la
amplitud Ap, queda
sin? N a

2

Ip=1"
SN~ «

(9.12)

donde I, proporcional al cuadrado de la amplitud a, representa la intensidad en P cuando esta
encendida una sola de las fuentes individuales.

Del resultado (8.5) obtenido en el caso N = 2 sabemos que cuando las fuentes interfieren
constructivamente, la amplitud resultante es la suma de las amplitudes individuales (2a) y
asf la intensidad resultante es 4 = N? veces la intensidad que se obtendria con una tnica
fuente. Y antes de seguir con las cuentas, podemos convencernos que, bajo las hipétesis que
hemos explicitado, tiene que pasar también algo similar en el caso N > 2. Porque si todas las
perturbaciones estdn en fase (si todas “tiran” para el mismo lado), la amplitud de la perturbacién
armonica resultante en P debe ser N veces la amplitud de una perturbacién individual (Na) y
asf la intensidad resultante debe ser N2 veces la intensidad de una tinica fuente (N2 I). Veamos
a continuacién que la (9.12) predice justamente este resultado.

9.1.3. Intensidad en la zona lejana
La ec. (9.12) describe la variacién de la intensidad Ip en términos de la variable a, que
contiene a las variables fisicas A = 27 /k(w), d, N y 6.

Con numerador y denominador acotados, los maximos de Ip ocurren cuando se hace cero el
denominador, es decir cuando

oa=mm, o sea A =dsinf =mA, (9.13)

con m un numero entero. Esta condicién confirma que la interferencia constructiva (méxima
intensidad posible) aparece cuando todos los caminos desde las fuentes al punto de observacién
difieren en multiplos de una longitud de onda. Cuando se cumple la condicién (9.13) también
se anula el numerador de (9.12) y al resolver la indeterminacién se obtiene que la méxima
intensidad es N2 I, un resultado que también habfamos anticipado.

En cambio, la interferencia destructiva (minima intensidad posible) ocurre cuando se anula
el numerador de (9.12), pero no su denominador, es decir cuando

sin Na =0 y sina # 0 (9.14)

0 sea
Na=jm, pero a#lr (9.15)

con m y | enteros, que en términos de # se escribe
NA=Ndsinf = jA\, (9.16)

con j un entero distinto de cero y que no sea multiplo de IV, para que no se anule el denominador
de la ec. (9.12). Como indica claramente la ec. (8.6) para en el caso N = 2, notemos al pasar
que el hecho de que en este caso sea cero la minima intensidad posible es una consecuencia de



9.1. INTERFERENCIA DE N FUENTES 175

Figura 9.4: Cuando se cumple la condicién (9.16) para j = 1, la primera fuente (n = 1) estarfa en fase
con una supuesta fuente virtual (n = N 4+ 1 = 7) alineada y con el mismo espaciamiento, es decir que
estarfa en contrafase con la fuente en el centro (n = 4) del arreglo de N + 1 fuentes. Y lo mismo pasaria
para las fuentes con n = 2 y n = 5 y asi sucesivamente.

la suposicién que se hizo al comienzo de la subseccién 9.1.2 sobre la igualdad de las amplitudes
de todas las perturbaciones en P.

Es instructivo interpretar fisicamente la condicién (9.16). Con este fin consideremos el esque-
ma de la Figura 9.4 y observemos que segin la ec. (9.7), (N — 1) A es la diferencia de camino
entre las perturbaciones que llegan a P desde la primera y la ultima fuente. Es decir que el
lado izquierdo de la condicién (9.16) seria la diferencia de camino entre las perturbaciones que
llegan a P desde la primera fuente y una eventual fuente virtual alineada con las fuentes reales y
separada la misma distancia d de la ultima fuente. Y esto es equivalente a decir que la primera
fuente estarfa en contrafase con la fuente en el centro (n = 4) del arreglo de N + 1 fuentes y que
toda fuente en la primera mitad del arreglo estaria en contrafase con otra fuente en la segunda
mitad del arreglo. Un argumento similar vale para otros valores de j. En general, siempre que se
cumpla la condicién (9.16), es posible formar pares en contrafase y estos pares, que claramente
interfieren destructivamente, producen ceros de intensidad.

También es instructivo interpretar las condiciones de maximos y minimos de intensidad en el
marco de la suma de nimeros complejos a,, €' 2" que aparece del lado derecho de la eq. (9.4).
En el plano complejo estos niimeros son vectores de médulo a,, e inclinacién A,, con respecto al
eje real. Si todas las inclinaciones A, son iguales o difieren en multiplos de 27, la resultante de
la sumatoria es un vector de amplitud igual a la suma de las amplitudes, aunque sean distintas
(interferencia constructiva, condicién (9.13)). En cambio, si se tienen pares de vectores de igual
médulo y orientaciones opuestas (con A,’s que difieren en ), la resultante de la sumatoria es
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Figura 9.5: La suma de amplitudes complejas a,, e de la eq. (9.4) como suma de vectores en el plano
complejo cuando todos los vectores tienen el mismo médulo y los valores A,, difieren en el mismo valor
2a. Cuando el valor 2« estd dado por la condicén de minimo (9.15), la resultante es cero, como se ilustra
para el caso j = 1, con N = 4 (izquierda) y N = 9 (centro). A la derecha se muestra la resultante (vector
rojo) para N = 9 y un valor 2« que no satisface ni la condicén de minimo (9.15) ni la de méximo (9.13)
(2a0 = 33°).

un vector de amplitud nula (caso de interferencia destructiva, del que la condicién (9.13) es un
caso particular cuando todas las amplitudes son iguales y N es par). Si todas las amplitudes son
iguales y la inclinacién relativa entre dos vectores consecutivos se mantiene constante, situacién
que es equivalente a la considerada en la ec. (9.7) (A independiente de n), es facil ver que
siempre que A satisfaga la condicién (9.16), los vectores puestos uno a continuacién del otro
determinan en el plano complejo un poligono regular donde la punta del ultimo vector coincide
con el comienzo del primero, cualquiera sea el valor de N (par o impar), o en otras palabras,
que la resultante de la suma de vectores es nula. Esto es asi porque segun la ec. (9.11), 2«
es la inclinacion relativa entre vectores complejos asociados con fuentes consecutivas. Y segin
(9.15), en la condicén de minimo esta inclinacién vale j 27 /N (j distinto de cero y no multiplo
de N), es decir, justo la inclinacién necesaria como para que la flecha del ultimo vector toque
el comienzo del primero, tal como se muestra en la figura 9.5 para j = 1 y en los casos N = 4
y N =8.

En resumen, la ec. (9.12) muestra que la intensidad Ip en el plano focal de la lente tiene méxi-
mos cuando o = ... =27, —7,0, 7,27 ... y la ec. (9.15) muestra que entre dos maximos consecu-
tivos Ip se hace cero N —1 veces, un resultado que esta de acuerdo con lo que habiamos obtenido
para el inteferémetro de Young (N = 2), donde entre dos maximos de interferencia constructiva
encontramos solamente un lugar donde la intensidad se anula. Por ejemplo entre el méximo en
a =0y el médximo en o = 7, la intensidad vale cero cuando j en (9.15) vale 1,2... N — 1, es
decir, cuando a = 7 /N, 27 /N ... (N —1)w /N, o sea cuando d sin = \/N,2\/N ... (N—1)\/N.

Lo mismo ocurre entre el maximo en a = —7 y el maximo en o = 0, donde la intensidad vale
cero N — 1 veces cuando j en (9.15) vale —(N — 1), —(N — 2),...,—2,—1, es decir, cuando
a=—(N-1)n/N,—(N —2)x/N,...,—2x/N,—m/N y mismo ocurre entre cualquier otro par

de méximos con valores consecutivos de m en la condicién (9.13).

La dependencia de la intensidad Ip con la variable « esta ilustrada en la figura 9.6 para el caso
N =5, 1 =1y cuatro valores del cociente d/\ =1.2, 1.5, 2 y 4. Este cociente es el pardmetro
adimensional caracteristico del fenémeno de interferencia que estamos estudiando. El resultado
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sin 6 sin 6
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Figura 9.6: Intensidad Ip dada por la ec. (9.12) como funcién de a (eje superior) y de sinf (eje
inferior) para N = 5 fuentes idénticas equiespaciadas y para distintos valores del cociente d/A: 1.2
(arriba izquierda), 1.5 (arriba derecha), 2 (abajo izquierda) y 4 (abajo derecha).

de la interferencia en este problema no depende de los valores de A o d por separado ni tampoco
de la naturaleza del fenémeno. Que los ejemplos de interferencia se hayan discutido mayormente
en el contexto de las ondas luminosas no deberia hacernos olvidar que, con las mismas hipétesis
que hemos venido usando, se obtienen los mismos efectos de interferencia con otras ondas, como
sonido audible, ultrasonido, ondas en la superficie libre de un fluido (olas) o con cualquier otro
tipo de onda.

Como la intensidad producida en P por una tnica fuente se tom¢ arbitrariamente igual a uno,
todos los méximos principales de la figura 9.6 alcanzan el mismo valor (N? = 25). Estos maximos
son efecto de la interferencia constructiva, tienen un origen fisico completamente analogo a los
llamados érdenes del experimento de Young y cada uno tiene asociado un valor distinto del
entero m de la ec. (9.13). Igual que en el experimento de Young, se los denomina dérdenes de
interferencia.

Notar que los érdenes de interferencia estdn equiespaciados en « (y en sinf), pero no estan
equiespaciados en el plano focal de la lente. Es decir, no estdn equiespaciados en 6 ni en las
distancias medidas en el plano focal. Una vez fijado el valor de d, el equiespaciado en las variables
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Figura 9.7: Intensidad Ip dada por la ec. (9.12) como funcién de « (eje superior) y de sin @ (eje inferior)
para d/\ = 1.2 y distintos valores de N: 3 (arriba izquierda), 10 (arriba derecha), 20 (abajo izquierda)
y 50 (abajo derecha).

a y sinf depende del valor de la longitud de onda: a menor longitud de onda (mayor valor de
d/)\), menor es el equiespaciado entre 6rdenes. Y debido al hecho fisico de que solamente tenemos
acceso a angulos 6 reales entre —7/2 y 7/2, la variacién de sin 6 estd acotada como asi también
los valores permitidos del entero m

d d
2 <m< = 1
3 m 3 (9.17)

Vemos que el nimero total de 6rdenes resulta dos veces la parte entera del pardmetro adi-
mensional caracteristico d/\, y es menor cuanto mayor es la longitud de onda. Fisicamente, la
explicacion es que si la longitud de onda es muy grande comparada con d, por mas que variemos
la coordenada angular que mide la inclinacién 6 del punto lejano P (ver figura 9.3), los caminos
opticos provenientes de cada fuente en el punto P siempre serdan muy parecidos, sus variaciones
seran siempre muy pequeas comparadas con A y asi las variaciones de intensidad resultaran
casi inapreciables. En cambio, si la longitud de onda es muy pequena comparada con d, una
pequena variacién de la coordenada angular 6 puede producir variaciones de los caminos épticos
del orden de varias longitudes de onda, una condicién necesaria para que al mover el detector
en el plano focal de la lente, la intensidad pueda variar un nimero apreciable de veces entre
sus valores maximo y minimo y asi tener un nimero apreciable de franjas. Tanto la discusién
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@ - o0 DifraccionNequil.py (~/Dropbox/Ubuntu/F2) - gedit

Lo g Open - .E', Save (mdj @y Undo av 4 tl Q q

DifraccionNequil.py %

BERHG R ARG R R R R R AR AR AR R R AR R AR H R RS R R RS R R
# Python para interferencia de N fuentes

# id'enticas equiespaciadas

# Curso de F2, ler cuatrimestre de 2017

# ver |http://users.df.uba.ar/rdep/>

HERHH R A R R A R R A R A A R R H AR AR R R R H A R H U R A BB R Y

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# # Datos entrada
N=50 # Nro. de fuentes
dl=1.2 # d/lambda
npuntos=20000 # puntos en curva

pi=np.pi

sint=np.linspace(-1.,1.,npuntos) # grilla del seno
alfa=pi*dl*sint

inteP=(np.sin(N*alfa)/np.sin(alfa))**2

fig = plt.figure()

ax1 = fig.add_subplot(111) # para tener 2 ejes
axl.plot(sint, inteP, c='b', linewidth=1.7, 1s='-")

axil.set_xlim(-1, 1)

axl.set_xlabel(r"s\sin \,\thetas", fontsize=22) # etiqueta eje x1
axil.set_ylabel(r"sI_pPs", fontsize=22) # etiqueta eje vy
ax1l.grid(True,which="both")

axi.minorticks_on() # subgrilla
axl.set_ylim(-100, 2600.) # cambiar con N

ax2 = axl.twiny()
ax2.set_xlabel(r"s\alphas$", fontsize=22)

plt.draw()
plt.savefig('C9IP2.eps') # figura en eps
plt.savefig('C9IP2.jpg') # figura en jpg

Python » Tab width: 8 ~ Ln5, Col7

Figura 9.8: Comandos Python para obtener figuras 9.6 y 9.7.
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anterior como la expresién (9.17) muestran que N fuentes puntuales en fase y “muy juntas”
(d/X < 1) se comportan en la zona lejana casi como una tnica fuente puntual, en el sentido
que no producen ordenes de interferencia ya que no existen variaciones apreciables de camino
optico en puntos de observacion lejanos. Estas consideraciones pueden usarse para establecer
un criterio que involucre d, A y la posicion del punto de observacion y que sirva para establecer
cuando una fuente extensa puede ser considerada puntual.

En la figura 9.7 exploramos cémo cambian las curvas de Ip predichas por la ec. (9.12) cuando
se aumenta el nimero de fuentes. El valor d/A = 1.2 se mantiene constante y se muestran los
casos N = 3, 10, 20 y 50. Como la intensidad I = 1 de las fuentes individuales se deja constante
para todas las curvas, la intensidad méaxima en P aumenta con el cuadrado del niimero de
fuentes. Se observa que a medida que aumenta N:

i) se hace mas pequena la distancia angular entre cada orden de interferencia y su dos
minimos adyacentes a izquierda y derecha, tal como lo predice la ec. (9.15). Esto equivale
a un afinamiento muy notable de los picos de intensidad correspondientes a los érdenes de
interferencia, que pasan a ocupar regiones cada vez limitadas del espacio y a estar cada
vez mas definidas. En particular, notar que para N = 2 podriamos decir que las colitas
de los érdenes £1 se van mas alla del horizonte, que puede sonar casi esotérico pero no.

ii) disminuye la intensidad relativa de los N — 2 méximos secundarios que hay entre dos
ordenes consecutivos. Si bien nunca calculamos explicitamente la posicion angular ni la
intensidad de estos maximos secundarios, al hacer la cuenta se obtiene que no todos tienen
la misma intensidad y que estan aproximadamente a mitad de camino entre dos ceros
consecutivos, como se puede comprobar muy facilmente con un sencillo cédigo Python
como el de la Figura 9.8.

iii) la funcién Ip(«) tiende a un peine de deltas, los dientes son los érdenes, cada vez mas
delgados y el fondo de maximos secundarios se hace cada vez menos significativo. Excepto
por el distinto significado de las variables fisicas involucradas, este peine es completamente
analogo al esquematizado en la segunda fila de la Figura 4.1.

9.1.4. Intensidad en la zona cercana

La figura 9.9 se corresponde con el esquema de la figura 9.3, pero con la diferencia de que
el punto de observacién, en vez de estar muy alejado de las N fuentes colineales, es un punto
“cercano”. Entonces, ni las amplitudes ni las fases relativas de las perturbaciones individuales
satisfacen las hipdtesis que usamos para obtener la expresién (9.10). Por este motivo, no nos
queda otro remedio que volver al punto de partida, que es el principio de superposicién expresado
en la suma de la ec. (9.2).

Este problema es muy importante, no solamente porque da lugar a muchisimas aplicacio-
nes tecnolégicas con fenémenos ondulatorios sino también porque la envolvente de las onditas
secundarias postuladas por Huygens no es otra cosa que la interferencia de muchas onditas
secundarias, tal como propuso Fresnel. El mensaje es el siguiente: si estamos familiarizados con
expresiones del tipo (9.2), seremos capaces de entender mejor el principio de Huygens y ponerlo
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P(0,Y,2)

Figura 9.9: Las perturbaciones de N fuentes puntuales colineales equiespaciadas interfieren en un punto
P “cercano” en el plano x = 0 que contiene a las fuentes.

en marcha para obtener una herramienta matematica que permita predecir resultados cuanti-
tativos mucho maés especificos que los que se obtienen solamente con el concepto geométrico de
“envolvente”.

Es conveniente mencionar que el interés en la interferencia con muchas fuentes (como asi
también el interés en la difraccién y en los apartamientos de la descripcién geométrica) no esté
limitado a problemas donde el punto de observacion esta lejos de las fuentes. Si bien el estudio
sistematico para puntos cercanos esta fuera del alcance de un curso introductorio de ondas, es
muy instructivo evaluar la suma involucrada en la expresién (9.4) empleando el método FB (de
fuerza bruta), que bien usado y con la ayuda de una computadora o cualquier dispositivo con
microprocesador programable (computadora de escritorio, notebook, tablet, celular) es hoy en
dia una herramienta tan valida e imprescindible como lo fue la regla de cédlculo o las tablas de
funciones especiales en otras épocas.

Consideremos que las N fuentes puntuales estdan ubicadas a lo largo del eje y con coordenadas
cartesianas x,, = 0, y, = (n—1)d, z, = 0y que situamos el punto P “cercano” en el plano z = 0
que contiene a las fuentes, con coordenadas cartesianas (0, Y, Z). Las fases A, que intervienen
en (9.4) siguen siendo A, = §,, — kr,, y si mantenemos la hipétesis de que las fuentes estédn todas
en fase, d, = 0. Pero ahora dos valores de r, consecutivos no difieren en un valor constante,
como pasaba en el caso de puntos lejanos (recordar figura 9.3). Esto es asi porque la nueva
expresién para r, es

=22+ (Y —yn)?, (9.18)
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en vez de la dada unas lineas antes de la ec. 9.7. Luego, la sumatoria en la ec. (9.4) queda

N N N
§ :an ezAn _ 2 :an elan _ ezkm § :an e—zkz(rl—rn) (919>
n=1 n=1 n=1

donde el argumento de la exponencial en la tltima sumatoria no depende linealmente de la
etiqueta que identifica a las fuentes, como ocurria en el caso considerado en la seccién 9.1.3.
Si bien el cambio impide encontrar una expresién cerrada para la amplitud de la perturbacion
resultante en P, todo fisico que se precie debe ser capaz de analizar el problema con herramientas
computacionales.

9.1.5. Experimentos numéricos

La solucién numérica de problemas fisicos sin soluciéon analitica explicita fue histéricamen-
te la primera aplicacion cientifica de las primeras computadoras. Hoy en dia constituye un
area multidisciplinaria con identidad propia donde no solo se superponen fisica, matematicas y
computacion (tres carreras de nuestra Facultad de Ciencias Exactas y Naturales de la Univer-
sidad de Buenos Aires) sino que también actia de puente entre dichas disciplinas.

Por otro lado, desarrollar una herramienta numérica para resolver un problema fisico y ase-
gurarse de que la herramienta estd funcionando correctamente es un excelente ejercicio para
poner a prueba nuestra comprension de muchos detalles que sin este ejercicio hubiera pasado
desapercibidos.

A continuacién concentrémonos en la simulacién numérica del problema planteado en la eq.
(9.19). Un brevisimo c6digo Python podria ser el siguiente

HARBHARRBHARARARABBAARBRARABHAAARARRBBAA BB HARBBHAB AR R AR SR BAA BB HABRBRHH
Campo Cercano
N fuentes id’enticas equiespaciadas

#
#
#
# Curso de F2, ler cuatrimestre de 2017

# ver http://users.df.uba.ar/rdep/>
HRARBHAERARBRARHRRARARRRHARERABH BB RSB RA R R BB RA BB RAR AR BB AR BB R R RARA RS
import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

import cmath; import math

# # Datos entrada
N=3 # Nro. de fuentes
dl=1.6 # d/lambda

# # delimita zona
xini=.1+1.%10.**(-5)

xfin=2.5 # en unidades de d
nrox=150

yini=-3.6+1.%10.%*(-5) # en unidades de d
yfin=6.8 # en unidades de d
nroy=500

af=1. # amplitud fuentes
pi=np.pi

ceror=0.; ceroi=0.; cero=ceror+lj*ceroi
f=open(’NfuentesCercano.dat’,’w’)

print >>f, "x X psi2 logpsi2"

print >>f, "Nro. fuentes = Yg" N

print >>f, "d/lambda = Yg" %dl

print >>f, "xini = Yg, xfin= Yg, nrox= Yg " %(xini, xfin, nrox)

print >>f, "yini = Y%g, yfin= %g, nroy= Y%g %(yini, yfin, nroy)

print >>f, " "
print >>f, "x y psi2 logpsi2"
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x1
yi

dl#*np.linspace(xini, xfin, nrox)
dl#*np.linspace(yini, yfin, nroy)

yf = dl#*np.arange(N) # yj de fuentes en x=0
# medidas en lambdas

for ii in range(nrox):
for jj in range(nroy):
auxl=cero
r1=(x1[ii]**2+y1[jjI**2)*%0.5
for jf in range(N):
rj=(x1[1il**2+(y1[jjl-y£[j£]) **2) *x0.5
deltarj=rj-ri
auxl=auxl+af*cmath.exp(1j*2*xpi*deltarj)/rj
psi2=abs (auxl**2)
print >>f, "Yg %g %g" A(x1[iil,y1[jjl,psi2)

donde los datos de entrada incluyen el nimero de fuentes N, el cociente d/\ y las coordenadas del
punto de observacién. Para explorar como varia espacialmente la intensidad de la perturbacion
resultante, el punto P se mueve en una grilla rectangular determinada por las variables de
entrada xini, xfin y nrox (grilla x1 de puntos en la direccién Z) e yini, yfin y nroy (grilla
y1 de puntos en la direccién Y'). Se eligié dar las longitudes medidas en unidades de d, construir
las grillas en estas unidades y luego multiplicar por d1. Luego, se usan dos ciclos para recorrer
cada punto de la grilla y un tercer ciclo anidado para hacer la sumatoria indicada en (9.19).
Al terminar la suma se calcula el valor absoluto al cuadrado, se escriben las coordenadas y la
intensidad en un archivo y luego se pueden graficar los datos de este archivo con el método
preferido. El grafico se podria haber hecho en el mismo script con comandos Python, pero
quizas es preferible tener los datos en un archivo y luego jugar con comandos Python o usar un
graficador externo, como Gnuplot.

Consideremos un sistema de 3 fuentes equiespaciadas y usemos el archivo de comandos mos-
trado arriba para explorar la distribucion de intensidad en las distintas zonas. Los resultados se
visualizan mejor en un mapa de colores con escala logaritmica para las intensidades, tal como
se muestra en la figura 9.10 para la regién indicada en el script de arriba, comprendida entre
0.12 < Z/XA < 4 (muy cercana). Lo primero que nos llama la atencién es que en esta zona la
perturbacién resultante tiene una distribucién espacial muy irregular, nada parecida a la que
anuncia la ec. (9.12). Mientras la ec. (9.12) para campo lejano predice diagramas de interferencia
que solamente dependen de las coordenadas angulares, no radiales, del punto de observacion,
el diagrama de intensidad obtenido en la figura 9.10 varia violentamente en la direccién radial,
con maximos de gran intensidad (puntos calientes, rojos) muy cerca de las fuentes (en y, /A = 0,
1.6 y 3.2), junto a otras zonas menos intensas (amarillas, casi 1 decibel menos) y otras zonas
donde la intensidad sigue bajando un decibel (verde, verde azulado) hasta llegar al azul oscuro
que es una zona con intensidad casi cien mil veces menor que las zonas de intensidad méaxima
(zonas frias en un horno de microondas, o silenciosas en el lenguaje actstico).

Para sistemas de fuentes con tamaiio tipico menor que media longitud de onda, la zona cercana
suele ser muy chica, menor que una longitud de onda. En cambio, para sistemas de fuentes de
tamafo tipico mayor que media longitud de onda, como en este caso, donde el tamano tipico es
D = (N —1)d = 3.2, el limite entre zona cercana y lejana viene dado aproximadamente por
la distancia de Fraunhofer Dp

De _ 2(9)2
A A
donde D es la mayor distancia caracteristica del sistema de fuentes. Que el valor Dp/\ en este
caso sea = 20 estd de acuerdo con el hecho de que ni en la figura 9.10 ni en la figura 9.11

(para una regién ampliada, comprendida entre 1.6 < Z/\ < 11.2) podemos ver claramente la

(9.20)
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Figura 9.10: mapa de colores en escala logarftmica para la intensidad en la zona 0.12 < Z/\ < 4
producida por N = 3 fuentes idénticas, colocadas en y; = 0, y2 = 1.6\ e y3 = 3.2A.

estructura ilustrada en el primer panel de la figura 9.7.

Sin embargo, en las figuras 9.10 y 9.11, especialmente a partir de distancias de algunas longitudes
de onda, ya se empieza a vislumbrar una direccionalidad y las ganas de formar tres érdenes de
interferencia, tal como se espera para la zona lejana. Esta tendencia se acentia cuando el punto
de observacion se sigue alejando de las fuentes, tal como se muestra en los dos paneles de la
figura 9.12.

No se puede negar que gracias a la ayuda del corto y sencillo script de la pagina 182 hemos sido
capaces de revelar interesantes comportamientos fisicos contenidos, pero bastante ocultos, en la
expresion (9.4), comportamientos que habria sido muy dificil obtener sin ayuda computacional.
Por este motivo, podriamos considerar que la fisica computacional es una rama intermedia entre
la fisica tedrica y la fisica experimental, es decir, un camino que complementa la teoria y el ex-
perimento. Es como tener un laboratorio particular, donde tenemos que entender muy bien los
mecanismos y leyes fisicas del fenémeno en estudio para poder instruir correctamente a nuestro
ayudante computacional y que asi nos entregue resultados confiables de cierto experimento. Los
resultados del experimento ya estdn volcados en las figuras, ahora “midamos” nuevos observa-
bles. Por ejemplo, midamos en el panel superior de la figura 9.12 el dngulo que forma el “haz”
cuyo centro parece pasar por el punto de coordenadas Y/A = 16.5y Z/X = 19.2. Si medimos “a
0jo” (se podria mejorar inspeccionando la tabla con la que se hizo el gréfico) este angulo desde
el centro del sistema de fuentes, su tangente resulta igual al cociente entre 14.9 (= 16.5—1.6) y
19.2, valor que corresponde aproximadamente a un dngulo de 37.81°. De igual manera midamos
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Figura 9.11: como la figura 9.10, pero para la zona 1.6 < Z/\ < 11.2.

también en el panel superior el &ngulo que forma el “haz” cuyo centro parece pasar por el punto
de coordenadas Y/A = —13.5 y Z/\ = 19.2. Medido desde el centro del sistema de fuentes, su
tangente resulta igual al cociente entre 15.1 (= 13.5 4 1.6) y 19.2, valor que ahora corresponde
aproximadamente a un angulo de —38.18°. Como medimos Y/A = “a 0jo”, con un error de
digamos media rayita, salvo el signo ambos valores son iguales dentro del error, una simetria
esperada en los resultados de campo lejano. Més ain, la ec. (9.13) para campo lejano predice
que los éangulos con la horizontal #4+; formados por los érdenes de interferencia +1 satisfagan
sinf11 = £A/d = £1/1.6, esto es, f11 ~ +38.68°. Notar que hay otro “haz” mas intenso
cuyo centro pasa muy cerca del punto con coordenadas Y/A = 1.6 y Z/\ = 19.2, o sea, que
es casi paralelo a la linea horizontal que pasa por el centro del sistema de fuentes y entonces
corresponde al orden de interferencia de la ec. (9.13) con m = 0. Las conclusiones son similares
cuando se “miden” angulos de haces en el panel inferior de la figura 9.12, donde ademas se
pude apreciar un unico méaximo secundario entre dos érdenes de interferencia consecutivos, en
coincidencia con la intensidad mostrada para el caso N = 3 en la figura reffig:TPNequi2.

Realmente es notable la coincidencia entre los valores del “experimento numérico” y los valores
tedricos correspondientes al caso limite en que el punto de observacién estd infinitamente alejado
de las fuentes, especialmente si tenemos en cuenta todas las aproximaciones que hicimos para
deducir la ec. (9.12), incluida la presencia de una lente.
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Figura 9.12: como en las figuras 9.10 y 9.11, pero para zonas mas alejadas de las fuentes: a) en la
zona 19.2 < Z/\ < 21.6 (panel superior) y b) 48 < Z/\ < 52 (panel inferior). Observar la estructura de
haces bien direccionales, en las direcciones predichas por la ec. (9.12) y la correlacién con los resultados
mostrados en el primer panel de la figura 9.7
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9.1.6. Limite continuo, N — oo, d — 0

Estudiemos un caso muy similar al de la figura 9.3, con la diferencia de que ahora aumentamos
indefinidamente el nimero N de fuentes (N — oo) mientras mantenemos constante la distancia
b= (N — 1)d entre la primera y la tdltima fuente. Claramente las fuentes estdn mds juntas y
entonces d — 0. Y para que la intensidad resultante en situaciones de interferencia constructiva,
que ya sabemos que crece con N2, no diverja (y para que no salga demasiado caro pagar la
energia consumida por las fuentes), a medida que aumentamos N vamos a ir disminuyendo la
intensidad de cada fuente, de manera tal que la intensidad para interferencia constructiva sea
independiente del nimero de fuentes. Es claro que esto significa que en la ec. (9.12) el limite
que interesa es mantener constante el producto N2 I, llamémoslo Iy. Y como escribimos en el
renglén siguiente a la ec. (9.12), esto equivale a que las amplitudes individuales de cada fuente
sean inversamente proporcionales a V.

Con estas consideraciones, procedemos a tomar el limite en la ec. (9.12). Segtn (9.11), a — 0,
pero no N a, ya que Nd =~ (N — 1)d = b. Entonces, el argumento del seno en el numerador de
la ec. (9.12) se mantiene acotado e igual a

&?@N@—)Bz%bsin@zw% sin@, (9.21)
mientras que el argumento del seno en el denominador de la ec. (9.12) tiende a cero y se puede
aproximar por su argumento. Y al reemplazar I por Iy/N?, en el denominador aparece la variable
(2, v asf resulta que la intensidad producida por una distribucién continua de fuentes puntuales
que ocupan un segmento de longitud b cuando el punto de observacion esta infinitamente lejos,
viene dada por la expresiéon

(9.22)

donde aparece la ya conocida funcién seno cardinal. Esta funcién ya aparecié en las ecuaciones
(4.54) y (4.57), en un problema que parece completamente distinto. Vemos que el problema
de sumar infinitos cosenos de la misma amplitud y la misma fase con frecuencias distribuidas
(uniformemente porque las amplitudes son iguales) en el intervalo w; < w < wy da una am-
plitud moduladora que tiene la forma de la funcién sinu/u, la misma dependencia que segin
(9.22) tiene ahora la amplitud de la perturbacién que resulta de hacer interferir infinitas fuentes
monocromaticas idénticas uniformemente distribuidas en el intervalo 0 < y < b. La funcién
seno cardinal, méxima para = 0 y ceros adyacentes para f = £ (es decir, sinf = £\/b)
esta representada en las figuras 4.2 y 4.3 para distintos valores de la diferencia de frecuencias
Av, la intensidad es el cuadrado de esta funcién. Notar que de acuerdo a lo discutido para
un numero finito de fuentes, 2/ es la diferencia de fase asociada a los caminos provenientes de
ambos extremos del sistema de fuentes. Luego, en los ceros adyacentes al maximo principal,
208 ==x2my el camino desde el extremo superior del sistema de fuentes estaria en contrafase
con el camino desde el centro del sistema y todo camino desde un punto en la mitad superior del
sistema estaria en contrafase con otro camino desde un punto en la mitad inferior del sistema.

Si comparamos el argumento u del seno cardinal en el problema del capitulo 4, dado por
la ec. (4.58), con el argumento (3 del seno cardinal en la ec (9.22), ver lado derecho de (9.21),
vemos que Av se corresponde con b/, mientras que el tiempo ¢ se corresponde con sinf. Y de
acuerdo con lo discutido en la ec. (4.59), la posicién angular del primer cero puede ser usada como



188 CAPITULO 9. DIFRACCION

medida de la localizacién. Antes era localizacion temporal, ahora es localizacion espacial, es decir
localizacién en la variable sin #: cudnto se extienden en el plano focal de la lente las manchas de
interferencia producidas por el sistema de fuentes. La localizacién temporal de la moduladora
era inversamente proporcional al contenido frecuencial Av (cuanto mas monocromética, menos
localizada), la localizacién angular del diagrama de interferencia es inversamente proporcional
al ancho b del sistema de fuentes (cuanto mayor es b, més se parece el sistema de fuentes a
un sistema de onditas de Huygens sin limitacién en la direccin y, es decir a un sistema de
rayos paralelos no obstruidos, que segun la DG deberia dar en el foco de la lente solamente una
mancha (imagen) puntual.

Es claro que con estas herramientas de interferencia podemos pasar a estudiar difraccion,
simplemente como una aplicacion de la interferencia de las infinitas ondas secundarias de Huy-
gens.

9.2. Difraccion de Fresnel y de Fraunhofer

Figura 9.13: Un frente incidente plano ilumina un obstéculo colocado en el plano z—y. Cada elemento de
superficie d.S asociado con parte de un agujero del obstaculo estd identificado por coordenadas genéricas
(z,y) e iradia hacia adelante para dar lugar a la perturbacién resultante en P(X,Y, Z).

La difraccién, o desviacién de una onda de la propagacion rectilinea predicha por la DG, ocurre
siempre que la onda interactia con un obstaculo y asi la envolvente de las onditas de Huygens,
que mantenia la forma del frente de ondas original antes de interactuar con el obstdculo, cambia
su forma. Los frentes de onda planos dejan de ser planos y aparecen curvaturas como resultado
de efectos de borde. Asi los rayos perpendiculares a los frentes dejan de ser todos paralelos y los
rayos divergen, o los frentes de onda esféricos, que seguian siendo esféricos, empiezan a cambiar
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de forma también como resultado de efectos de borde, asi aparecen rayos que dejan de tener todos
el mismo centro. Cuando la onda interactia con objetos grandes comparados con la longitud de
onda, es decir, cuando se cumple la relacién (6.1), los apartamientos de la propagacién rectilinea
son tan pequenos que se pueden ignorar. En cambio, cuando la onda interactiia con objetos de
tamanos comparables con la longitud de onda, hay que investigar la envolvente de Huygens, o lo
que es equivalente. hay que calcular la interferencia que producen en cada punto de observacion
las partes no obstruidas del frente de ondas que se propagaron més alla del obstaculo. Como se
ve, no hay una diferencia fisica significativa entre interferencia y difraccion. Y lo que sigue tiene
que resultar muy familiar, ya que estamos estudiando interferencia desde el capitulo anterior.

Por razones fenomenoldgicas y metodolégicas, el estudio de la difracciéon se divide en dos
partes que se atacan por separado. En la difraccion de Fraunhofer, tanto la fuente como el
punto de observacién estan muy lejos del obstaculo difractor, idealmente ambos en infinito. La
situacion es muy parecida a la que vimos en la seccién 9.1.3, si la fuente esta en infinito, sobre el
objeto incide una onda plana y todas las fuentes de Huygens estan entonces en fase, resultando
ademas que las diferencias de camino desde las distintas fuentes hasta el punto de observacion
P dependen linealmente de las etiquetas o coordenadas que identifican a las fuentes. En este
caso, al alejarnos del objeto, y tal como vimos en los paneles de la figura 9.12, los diagramas
de difraccién cambian de tamano, pero no de forma. En cambio, en la difraccién de Fresnel
la fuente o el punto de observacién estdan “cerca” del obstaculo difractor y la situacién es muy
parecida a la que vimos en la seccién 9.1.4, donde las diferencias de camino desde las distintas
fuentes hasta el punto de observacién no dependen linealmente de las etiquetas o coordenadas
que identifican a las fuentes, tal como es evidente a partir de la ec. (9.18). En estos casos la
distribucién de intensidad de la perturbacién resultante puede variar muy bruscamente cuando
se cambia la posiciéon del punto de observacion, tal como vimos en las figuras 9.10 y 9.11.

Si bien estamos en condiciones de explorar los efectos de la difracciéon de Fresnel, partiendo
de expresiones como (9.2) y usando procedimientos numéricos como los vistos en la seccién
9.1.4, parece adecuado encarar primero el caso asintotico de Fraunhofer y dejar el estudio de la
difraccién de Fresnel para cursos avanzados.

9.3. Difraccion de Fraunhofer

Por sus multiples aplicaciones en ciencia y tecnologia y por ser menos demandante matemati-
camente, nos limitaremos a estudiar la difraccion de Fraunhofer en el caso de obstdculos planos.
La situacién se esquematiza en la figura 9.13. La onda incidente proviene de una fuente puntual
que, o estd muy lejos o se coloca en el foco objeto de una lente (no dibujada). De esta manera,
el frente de ondas incidente es plano y si el plano del frente de ondas es ademaés paralelo al plano
x — 1y, que es el plano que contiene al obstaculo, entonces, todos los elementos de superficie d.S
asociados con partes no obstruidas del obstaculo, identificados por sus coordenadas genéricas
(z,y), son iluminados al mismo tiempo. Y asi resulta que estan en fase todas las fuentes secunda-
rias, que segun el principio de Huygens iradian hacia adelante para dar lugar a la perturbacion
en los puntos de observaciéon P(X,Y, Z) mas alla del obstaculo.

Notar que la situacién es completamente andloga a la considerada en la figura 9.3 y que nos
habfa conducido a expresiones como (9.4), (9.7) y (9.8), con dos diferencias importantes:
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i) son nulos todos los d,, que aparecen en el argumento A,, = d,, — kr,, de las exponenciales
complejas de la eq. (9.4), o sea A, = —kry;

ii) la suma de perturbaciones se hace sobre una coleccién de fuentes que no estan necesaria-
mente alineadas y equiespaciadas, sino que estan distribuidas de manera continua en las
partes no obstruidas del plano 2 — y (las coordenadas x e y juegan el papel de la etiqueta

Figura 9.14: Algunos obstéculos planos: a) chapa con perforaciones de la misma o distinta forma;
b) interferémetro de Young con dos rendijas lineales del mismo ancho b separadas una distancia d; c)
esquema para rendija lineal de ancho b; d) disco opaco, o abertura circular en pantalla opaca, segun el
sombreado represente opacidades o transparencias.)

La figura 9.14 da algunos ejemplos de la diversidad contenida en la familia de obstaculos
planos: una chapa con una o varias perforaciones de la misma o distinta forma (figura 9.14a),
un interferometro de Young con dos rendijas lineales del mismo ancho b separadas una distancia
d (figura 9.14b) y un disco opaco o una abertura circular en una pantalla opaca (figura 9.14d,
segun la parte sombreada se considere opaca o transparente).

Volviendo al esquema de la figura 9.13, observamos que la perturbaciéon en cada punto de
observacién P(X,Y, Z) tendrd aportes de todas las fuentes elementales situadas en (z,y,0).
Cuanto més lejos del obstaculo se ubique el punto de observacién P, mas paralelos seran los
rayos asociados a las perturbaciones provenientes de las fuentes elementales. En el caso limite
de llevar el punto de observacién al infinito, o lo que es lo mismo, de poner la lente y observar en
su plano focal, solamente llegan a P las perturbaciones asociadas a rayos estrictamente paralelos
y existe una relacién univoca entre las coordenadas X —Y del punto P y la inclinacién de estos
rayos paralelos provenientes de fuentes elementales no obstruidas, es decir, que a cada P(X,Y)
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solo llegan aquellas perturbaciones provenientes de distintos elementos de area dS que tengan
la inclinacién adecuada para converger en P.

9.4. Rendija de ancho b

sin 6 sin 6

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
sin 6 sin 6

Figura 9.15: Intensidad Ip dada por la ec. (9.22) como funcién de § (eje superior) y de sinf (eje
inferior) para b/A = 10 (arriba izquierda), 5 (arriba derecha), 2 (abajo izquierda) y 1 (abajo derecha).

El caso mas sencillo de obstdculo plano es el de una rendija lineal infinitamente larga orientada
en la direccion x y de ancho b en la direccién y, que seria la idealizaciéon de una abertura
rectangular de largo L, con L > b, para la que no esperamos difraccién asociada con las
limitaciones a lo largo de x, pero si esperamos difraccién asociada con el ancho b, si b ~ A. En
el marco del principio de Huygens, estamos en presencia de esencialmente el mismo problema
que ya consideramos en 9.1.6, aunque dada la simetria de este problema, en vez de sumar
perturbaciones provenientes de fuentes puntuales podriamos simplificar las cuentas sumando
directamente perturbaciones provenientes de fuentes lineales, es decir dividir la rendija en tiras
de largo L y ancho dy. Asi, cada fuente elemental ubicada entre y e y + dy emite una onda
cilindrica con amplitud proporcional al elemento de area dS = Ldy e inversamente proporcional
a la potencia 1/2 de la distancia entre fuente y punto de observacién (ver (4.31)), siempre y
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cuando —b/2 < y < b/2, es decir, las partes obstruidas no contribuyen a la perturbacién en
P (ver figura 9.14c). Salvo este detalle de la dependencia de las amplitudes con la distancia
entre fuente y punto de observacién, para puntos lejanos sigue siendo vélido considerar que
las amplitudes de las perturbaciones individuales son iguales y sacarlas el factor comin a de
la suma en (9.7). Con esta discusién, no queda més remedio que aceptar que una rendija de
ancho b produce un diagrama de difraccion de Fraunhofer con las mismas caracteristicas que
el diagrama de interferencia de un sistema continuo de fuentes uniformemente distribuido en
un segmento de longitud b y que en consecuencia la intensidad en la pantalla de observacién
responde a la ec. (9.22).

Podemos calcular facilmente la distribucién de intensidad para valores distintos de b/ adap-
tando levemente el script de la pagina 179. Los resultados obtenidos para Ip /Iy se muestran en
la figura 9.15 para b/ = 10, 5, 2 y 1. Ademds del méximo principal que corresponde a 3 = 0,
hay méximos secundarios, aproximadamente a mitad de camino entre dos ceros consecutivos.
Entonces, la intensidad relativa de los maximos secundarios cerca de 8 ~ £37/2 es I /Iy =~ 5%,
la de los maximos secundarios cerca de § ~ +£57/2 es I/Iy ~ 2%, etc. La intensidad de los
maximos secundarios sigue cayendo rapidamente a medida que nos alejamos del centro de la
pantalla y por este motivo normalmente no es facil apreciarlos.

Notar que la posicién angular del primer cero, sinf = + A/b, mide la localizacién en la
variable espacial sin 6 y cuantifica la difraccion en el plano focal de la lente. Una onda plana no
obstruida deberia focalizarse como una imagen puntual en el foco de la lente, pero en vez de una
imagen puntual se tiene una mancha de semiancho A/b en la variable sin 6, que es muy parecido
al semiancho angular si § < 1, como es razonable que pase en todo sistema éptico donde la
difraccién se considere un fenémeno indeseable (por ejemplo, en microscopios y telescopios).

9.5. Obstaculos planos con simetria de translacion

Es instructivo volver a obtener los resultados de la seccién anterior sin necesidad de pasar
por el caso discreto, es decir, directamente a partir del principio de Huygens. Cuando el plano
del frente de ondas incidente es paralelo al plano z — y, las fuentes secundarias asociadas con
partes no obstruidas en dS y etiquetadas por (z,y) iradian en fase y se superponen en el punto
de observacién P(X,Y, 7).

Si el obstaculo tiene simetria de translacion en una direccién, digamos x, conviene considerar
que las fuentes secundarias son tiras de largo L y ancho dy y que cada una emite una onda
cilindrica con amplitud proporcional al elemento de area dS = Ldy e inversamente proporcional
a la potencia 1/2 de la distancia entre fuente y punto de observacién. Y si en el campo lejano
despreciamos la variacion de la amplitud con la distancia, la amplitud de la perturbacién en el
punto P(X,Y, Z) proveniente de la fuentecita ubicada entre y e y + dy resulta

&
VR

donde escribimos R, el camino al punto P desde el origen del sistema de coordenadas x —y que
describe al obstaculo, en lugar de r, el camino al punto P desde la fuente elemental que estamos
considerando, ver figura 9.14c. A esta altura tiene que quedar claro que la combinacién (9.23)

Ldy, (9.23)
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juega en la superposiciéon de Huygens el mismo papel que juega la amplitud a en la ecuacion
(9.7). De la figura 9.14c sale que » = R — y sinf y entonces la expresiéon para la contribucién
elemental dyp(t) resulta

&L

di/Jp(t) — \/E eiwt e—ikReiky sin 6 dy, (924)

que juega ahora el mismo papel que antes jugaban los términos de la sumatoria en (9.7).

En total paralelismo con (9.7), para obtener la perturbacién resultante en el punto P sola-
mente falta sumar sobre todas las fuentes, que equivale a integrar sobre todas las regiones del
plano = — y no obstruidas, que para la simetria considerada quiere decir sumar sobre todas las
tiras paralelas a x, es decir, integrar en la variable y. Tanto lio para decir integrar en la variable
1y, pero decirlo tan resumido, sin saber decir todo lo anterior, es hacer matematica, no fisica. De
esta manera, tenemos que

_ 507[/ i (wt—k R) iky sind

Vp(t) Vi Lo dy, (9.25)
donde PNO quiere decir “partes no obstruidas”. Que no sera una notacion elegante, pero que se
entiende muy bien. Notar que la integral es proporcional a la amplitud compleja de la oscilacién
armonica resultante en P, o sea que la intensidad en P serd proporcional al valor absoluto al
cuadrado de la integral en (9.25). Y también notar que la no elegancia de la notacién estd rela-
cionada con nuestras pretensiones de generalidad, ya que (9.25) vale para cualquier distribucién
de rendijas paralelas en una pantalla opaca, por ejemplo también valdria para el sistema de dos
rendijas en la figura 9.14b.

¥

Figura 9.16: Cuando el plano del frente de ondas incidente no es paralelo al plano z — y del obstaculo,
las fuentes elementales ubicadas entre y e y+dy no se encienden al mismo tiempo. Para un dngulo 6y > 0
(como en el dibujo), la fuente con etiqueta y > 0 se enciende més tarde que la fuente con etiqueta y = 0
(la que tiene un camino R hasta P) y el retardo entre ambas es proporcional a y.

Cuando el plano del frente de ondas incidente no es paralelo al plano x — y del obstaculo,
las fuentes elementales ubicadas entre y e y 4+ dy asociadas con partes no obstruidas no se
encienden al mismo tiempo, es decir, que no estan en fase. Como se observa en la figura 9.16, si
la direccién de propagacion del frente de ondas incidente forma un dngulo 6y > 0 con el eje x, la
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fuente con etiqueta y > 0 se enciende mas tarde que la fuente con etiqueta y = 0. Es claro que
el retardo es y sin fy (proporcional a y con su signo: las fuentes con y < 0 estdn adelantadas, es
decir tienen un retardo negativo). Y entonces, la cantidad §(y), andloga a los §,, del argumento
A, de las exponenciales complejas de la eq. (9.4), es 6(y) = —ky sinfy ya que para nosotros
(ver eq. (9.4)), una fase incial positiva es un adelanto. Luego, la expresién para la contribucién
elemental dyp(t) resulta

I . o
dwp(t) _ fﬁﬁ elwt efszezky(smesmHo) dy, (926)

y la perturbacion total

EoL iwt—kRr) [ iky(sino—sino)
Yp(t) = el et My Smumsmbo) dy 9.27
() VR PNO (9.27)

Vemos que la integral en la ec. (9.27) es formalmente idéntica a la de la integral en la ec.
(9.25) y que se pasa de (9.25) a (9.27) simplemente reemplazando el pardmetro siné en (9.25)
por sin 6 — sin 0. Esto significa que, independientemente de la forma y distribucién de las ra-
nuras en el plano x — y, la intensidad como funcién de la variable sin f obtenida en el caso de
incidencia inclinada es la misma funcién de sin 6 obtenida en el caso de incidencia paralela al eje
x, pero desplazada del origen en el valor sin §y. Cuidado, esto no significa que la distribucion de
intensidad obtenida en la pantalla de observacion en el caso de incidencia inclinada sea simple-
mente una translacién de la distribucion de intensidad obtenida en la pantalla de observacion
cuando la incidencia es paralela al eje x.

9.5.1. Otra vez una rendija

Una vez familiarizados con la idea de Fresnel, de que la envolvente del principio de Huygens
no es otra cosa que la interferencia entre onditas elementales, resulta instructivo verificar que
la distribucién de intensidad obtenida a partir de la ec. (9.25) para la difraccién de Fraunhofer
producida por una rendija de ancho b iluminada por un frente de ondas incidente paralelo al
plano z — y es idéntica a la distribucién de intensidad que resulta de la interferencia entre N
fuentes idénticas, colineales, equiespaciadas y en fase, en el limite en que la distancia entre
fuentes tiende a cero y el niimero de fuentes tiende a infinito manteniendo el sistema de fuentes
en un segmento de longitud b.

Para una rendija de ancho b es muy fécil escribir los limites en la (9.25), porque las unicas
partes no obstruidas son las que estan en el intervalo —b/2 <y < b/2. Luego,

&L iwt-kR) o2 i ky siné
Yp(t) = et / ety dy . 9.28
P(?) VR —b/2 ( )

La integral de una exponencial que depende linealmente de la variable de integracion es la
misma exponencial multiplicada por una constante y la diferencia de esta exponencial evaluada
en limites con signo cambiado es proporcional a la funcién sin 5 que aparece en la ec. (9.22). La
cantidad 8 = %b sin 6 se forma en el denominador con las constantes que aparecieron al hacer
la integral. Y asi verificamos que el principio de Huygens predice que la amplitud compleja
difractada por una rendija de ancho b estd en total acuerdo con el resultado de la ec. (9.22),



9.5. OBSTACULOS PLANOS CON SIMETRIA DE TRANSLACION 195

obtenido como un limite especial de la interferencia de N fuentes lineales equiespaciadas y
uniformemente distribuidas en un segmento de longitud b. Cuando el frente plano incidente no
es paralelo al plano de la rendija, las cuentas son iguales porque la exponencial sigue dependiendo
linealmente de la variable de integracién y todo lo dicho luego de la ec. (9.28) sigue valiendo,
con la unica diferencia de que ahora

B = gb (sin® —sinép), (9.29)

un resultado que esta de acuerdo con los desplazamientos que habiamos anticipado a partir de
la ec. (9.27) para el caso general de cualquier obstaculo plano con simetria de translacion.

Es interesante observar que el tamafio de la rendija se percibe en el campo lejano a través del
tamano angular del méximo central (figura 9.15). En cambio, muy cerca de la rendija predomina
la influencia directa de las fuentes (secundarias), con una zona muy iluminada de ancho b y una
zona de sombras, con intensidades mucho menores, tal como comprobamos en la simulacién de
campo cercano de la figura 9.10. Vemos entonces que en la zona de Fraunhofer, donde predomina
la estructura de haces bien direccionales, la pantalla de observacién tiene que estar iluminada
esencialmente en una zona que corresponda al maximo central, mientras que en la zona cercana
la pantalla de observacién tiene que estar iluminada en una regién del mismo orden que el ancho
b. El méximo central se extiende en un rango angular del orden de \/b (en realidad éste seria
el rango del seno, pero nos estamos preparando para hacer una estimacién para establecer un
criterio, y en estas cosas todo vale, asi que aproximamos nomas el seno y la tangente por el
dngulo). Luego, en una pantalla colocada a una distancia Z del obstédculo, el maximo central
ocupa una zona con dimensiones del orden de Z \/b (arco, distancia por angulo). Y entonces
diremos que la zona donde predomina la direccionalidad de la difraccién (la zona de Fraunhofer)
es donde se cumple

ZAb>b, (9.30)
es decir
Z/x > (b)), (9.31)

que coincide con la definicién de la distancia de Fraunhofer dada en la ec. (9.20) (excepto por
un factor 2 ...y no es momento ahora de hacernos problema por un factor 2 en un criterio tan
aproximado).

9.5.2. N rendijas idénticas equiespaciadas

Un caso de sumo interés es el de una pantalla plana con N rendijas idénticas equiespaciadas.
Si las rendijas tienen ancho b, estan separadas una distancia d y estan iluminadas por una onda
plana incidente que viaja en la direccién x, entonces la integral sobre partes no obstruidas que
aparece en la expresién (9.25) se escribe como una suma con N términos

b/2 b/2+d b/2+(N—1)d
/ / / o+ / | (9.32)

PNO b/2 b/2+d —b/2+(N-1)d
Con el cambio de variable y' = y — d, la segunda integral resulta igual a la primera multiplicada
por el factor #9450 con el cambio de variable y' = y — 2d, la tercera integral resulta igual a
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-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
sin 6 sin 6

Figura 9.17: Intensidad Ip dada por la ec. (9.34) como funcién de sin para N = 5 rendijas idénti-
cas equiespaciadas con d/A = 3.5 y b/X\ = 1.5 (izquierda) y b/A = 0.5 (derecha). La linea punteada
corresponde al término de difraccion.
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Figura 9.18: Como en la figura 9.17, pero para N = 50.

la primera multiplicada por el factor e2%45m9 Y repitiendo un procedimiento similar para las
integrales restantes, la integral entre —b/2 y b/2 es un factor comin en todos los términos y
entonces

b/2
/ _ [1+€ikdsin6+ei2kdsin6 Lo +€i(N—1)kdsin9:| //
PNO —b/2

N-1 b/2
_ [ ikdsin@}n //
= e .

—0 —b/2

Hemos obtenido que el lado izquierdo de la ec. (9.33), proporcional a la amplitud compleja en
el punto P, es igual al producto de dos términos:

(9.33)

i) una sumatoria idéntica a la que se obtuvo en (9.8) para calcular la amplitud compleja

resultante de la interferencia lejana de N fuentes equiespaciadas a lo largo del eje y.

7 . . . . sin N o
Segtn la ec. (9.10) esta sumatoria terminaba siendo proporcional a *3°-<.
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ii) una integral idéntica a la que se obtuvo en la ec. (9.28) para calcular la difraccién por
una unica rendija. Segun la ec. (9.22) esta integral terminaba siendo proporcional a Slgﬁ .

Asi obtenemos la intensidad en la pantalla de observacién

sinNa)2(sinB)2’ (9.34)

sin « I3
con « y [ funciones de sinf (a cada P le corresponde un #) dadas por las ecs. (9.11) y (9.21)

respectivamente. La expresion (9.34) también vale cuando las rendijas estdn iluminadas a lo
largo de una direccién inclinada un angulo 6y con el eje x (figura 9.16), pero en este caso

IPIIO(

a= gd (sinf — sin b)) , (9.35)

y [ viene dado por (9.29).

La validez de la factorizacion de Ip como producto de un término llamado de interferencia,
asociado con la interferencia lejana de N fuentes puntuales idénticas colocadas en el centro
de cada ranura, y otro término llamado de difraccion, representativo de la difracciéon de una
sola ranura, excede este ejemplo particular. Es facil darse cuenta que la factorizaciéon también
vale si las ranuras idénticas no estan equiespaciadas. En este caso no cambia la forma del
llamado término de difraccién, que sigue siendo (sin 3)2/32, pero si cambia la forma del llamado
término de interferencia, que no viene més dado por (sin N «)?/(sin )2, sino que se obtiene a
partir de la primera sumatoria en la ec. (9.7). Usando transformadas de Fourier y el llamado
teorema de convolucién, es facil demostrar que la amplitud de Fraunhofer en la pantalla de
observacién producida por un obstdculo plano con N aberturas idénticas (no necesariamente
con simetria de translacién) siempre se factoriza como producto de dos términos: uno asociado
con la interferencia lejana de N fuentes puntuales idénticas colocadas en el centro de cada
abertura y otro representativo de la difracciéon por una sola abertura.

La distribucién de intensidad (9.34) se muestra en la figura 9.17 junto con la modulacién
asociada al término de difraccién (linea punteada) para N = 5 rendijas idénticas equiespa-
ciadas, d/\ = 3.5, b/A = 1.5 (izquierda) y b/X\ = 0.5 (derecha). Observar que el término de
difraccién puede modificar notablemente el diagrama de intensidad y eventualmente provocar
la desaparicién de maximos de interferencia.

Al aumentar el nimero de rendijas, los 6rdenes de interferencia se afinan angularmente, tal
como se aprecia en la figura 9.18, correspondiente a los mismos parametros que en la figura 9.17
pero para N = 50. Este afinamiento angular se aprovecha en instrumentos llamados redes de
difraccion para separar lineas espectrales de fuentes con longitudes de onda muy parecidas. Las
redes de difraccién tienen muchas ventajas respecto a otros elementos dispersivos basados en
prismas de vidrio. Cuando una fuente que contiene dos frecuencias muy parecidas, por ejemplo
una fuente estelar, ilumina la red de difraccién, cada frecuencia da lugar a un diagrama como
los de las figuras 9.17 y 9.18. La situacion es equivalente a tener dos fuentes lejanas con distintas
frecuencias (y por lo general, con distinta intensidad en cada frecuencia). La intensidad resul-
tante es entonces la suma de las intensidades individuales correspondientes a cada fuente, una
con longitud de onda A y la otra con longitud de onda A+ A\. En la figura 9.19a los diagramas
asociados con ambas longitudes de onda se superponen de manera tal que la curva de intensidad
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correspondiente a la suma (curva negra) de curvas de intensidad individuales ((curvas colorea~
das) no exhibe ninguna caracteristica que permita asociar posiciones de maximos con longitudes
de onda: hay un méximo para el orden cero (este orden siempre es no dispersivo, porque tiene
origen fisico en la igualdad de caminos geométricos) y hay otros dos maximos para los érdenes
+ 1. Se dice que esta red no resuelve el valor de AX en este rango espectral. Como muestra la
figura 9.19b esto es asi porque la curva negra tiene un maximo que enmascara los maximos de
las curvas coloreadas. Si los méximos de las curvas coloreadas estuvieran mas alejadas entre si
(es decir, para mayor A)), o si las curvas coloreadas fueran més angostas (es decir, para N mds
grande), entonces la curva envolvente negra deberia revelar la existencia de los méximos indivi-
duales. En la figura 9.20 se muestra los diagramas obtenidos para parametros fisicos iguales a los
de la figura 9.19, excepto que ahora el nimero de rendijas se decuplic6 (N = 50). Cerca de los
picos individuales correspondientes a los 6rdenes =1 de A y de A+ A\, no hay casi superposicién
v la curva negra tiene esencialmente la individualidad de las curvas coloreadas, salvo en la zona
de méximos secundarios, que aqui es irrelevante desde el punto de vista espectroscépico por su
baja intensidad. En este caso se dice que para esta A la red resuelve la separacién AN.

Para todo espectroscopista resulta relevante preguntarse cudl es el limite entre las situaciones
mostradas en las figuras 9.19b (la red no resuelve A)X) y 9.20b (la red resuelve ampliamente A\).
Un criterio, con su cuota de arbitrariedad como todos los criterios, se conoce como criterio de
Rayleigh porque fue propuesto por el fisico inglés John William Strutt (Lord Rayleigh para los
amigos). Rayleigh (Lord Rayleigh) hizo notar que si el maximo del orden m de la curva de A+A\
(la curva roja en la figura 9.19b) coincide con el primer cero adyacente al maximo del orden m
de la curva de A (la curva azul en la figura 9.19b), entonces la envolvente (la curva negra) tiene
un minimo local, aproximadamente a mitad de camino entre los dos maximos y con el contraste
suficiente como para que los picos individuales puedan dar el presente. Y propuso que se tome
esta distancia como indicador de la capacidad del instrumento para separar longitudes de onda
(o lo que es lo mismo, frecuencias) cercanas.

Se conoce como poder resolvente de una red de difraccién al cociente A\/A\, donde A\ es la
menor diferencia entre longitudes de onda parecidas que se pueden resolver. De acuerdo con el
criterio de Rayleigh esta menor diferencia entre longitudes de onda parecidas se calcula usando
que el méximo del orden m de la curva de A estd en un dngulo 6 que satisface la condicién (9.13)

dsinf =mA,

mientras que al maximo de orden m de la curva para A\ le corresponde un valor mayor de sin 6
(es decir un valor mayor de #), que también satisface la condicién (9.13)

d [sinf+ A(sinf)] =m (A + AN).

Entonces
dA(sinf) = mAM. (9.36)

Por otra parte, y de acuerdo a lo discutido en la pagina 176, la distancia entre la posicion del
maximo de orden m y la posicién de su primer cero adyacente, medida en términos de la variable
sin @ es

dA(sinf) = \/N. (9.37)

Y segun el criterio de Rayleigh, la situacion limite de resolucién ocurre cuando la distancia entre
el méximo de orden m de las curvas de A y de A+ A\ (lado izquierdo de la peniltima ecuacion)
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sin 6
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Figura 9.19: Propiedades dispersivas de N = 5 rendijas idénticas equiespaciadas con d = 1um y
b = 0.3 pm. La linea negra punteada representa el diagrama de difraccién de Fraunhofer de una fuente
que emite con longitudes de onda A = 1 ym y A+ AX = 1.176 um, la linea azul (roja) corresponde a una
fuente monocromédtica de A (A + AX). En el panel de la derecha se muestra ampliada la zona del orden

de interferencia +1.
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Figura 9.20: Como en la figura 9.19, pero para N = 50.
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resulta igual a la distancia entre el maximo del orden m y su primer cero adyacente en la curva
correspondiente a A (lado izquierdo de ecuacién previa), es decir m AX = A/N, de donde se

obtiene la siguiente expresién

A
— =mN, 9.38
AN (9.38)
que dice que el poder resolvente de una red de difraccion depende del nimero N de rendijas
(“lineas” en la jerga espectroscépica) y del orden espectral m. Notar que implicitamente también

depende de d a través de la relacién (9.17), porque |m| > 1. Cuando el lado derecho de la ec.
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sin 6 sin 6

Figura 9.21: Distribucién de intensidad cerca del orden m = +1 para N = 50 rendijas idénticas
equiespaciadas con d = 1uym y b = 0.3 um. La linea negra punteada representa la intensidad de una
fuente que emite con longitudes de onda A = 1 um y A + A\ para distintos valores de AX. La linea azul
(roja) corresponde a una fuente monocromdtica de A (A + AM). i) arriba izquierda: A\ es igual al limite
justo calculado con el criterio de Rayleigh, ec. (9.38); arriba derecha: A\ es igual al 95% del valor del
limite justo; abajo izquierda: A\ es igual al 90 % del valor del limite justo; abajo derecha: A\ es igual al
85 % del valor del limite justo.

(9.36) es justo igual al lado derecho de la ec. (9.37), se dice que A es el limite justo de resolucion
para esta A. La definicion del limite justo de resolucién es un poco arbitraria, como se aprecia
en las simulaciones mostradas en la figura (9.21).

En la préctica, hay una tensién entre la tendencia a usar érdenes de difraccion altos, para
aumentar el poder resolvente, y la tendencia a no tener demasiados 6rdenes, para no redistribuir
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la intensidad recibida. En ciertas aplicaciones la intensidad de la senal que llega al instrumen-
to espectroscopico puede ser muy pequena (en estrellas lejanas, por ejemplo) y repartirla en
ordenes de difraccién que no seran utilizados seria “malgastar” la intensidad del haz incidente.
También hay un problema relacionado con la existencia de la campana de difraccion, que por
esas casualidades de la naturaleza tiene su méaximo justamente en el orden m = 0, que no exhibe
propiedades dispersivas. Para maximizar la fraccion de la intensidad incidente que llega al orden
que tiene interés espectroscopico, se han desarrollado diversas técnicas que permiten desplazar
el maximo de la campana de difraccién de la posicién del méaximo de orden m = 0. Lograr este
efecto implica modificar el sistema de ranuras de manera tal que el efecto de interferencia en el
punto P de las onditas secundarias que salen de una sola ranura cambie sustancialmente, pero
sin que se modifique la interferencia en el punto P entre las N perturbaciones que provienen de
cada ranura. Una manera de lograr el efecto, conocido como efecto de blaze, es cambiando la
transmisién de las rendijas, por ejemplo colocando prismas.

9.6. Obstaculos planos, caso general

& |
.

- al punto

/[ s P(X,Y.,Z)

Figura 9.22: el vector z# + yj apunta desde el origen del obstéculo al diferencial de superficie d.S
ubicado entre z y x +dx y entre y e y + dy. La distancia r entre dS y P difiere de la distancia R entre el
origen y P en la proyeccién del vector xZ + yy a lo largo del versor unitario k paralelo al vector de onda
representativo de las ondas planas que llegan a P

Consideremos ahora el caso general de obstaculos planos esquematizado en la figura 9.13 y
generalicemos el procedimiento de la seccién 9.5, que fue hecho con la hipétesis de obstéaculos
planos con simetria de translacién. En vez de tiras, las fuentes elementales son elementos de
area dS = dz dy. Y en vez emitir una onda cilindrica, cada elemento de area emite una onda
esférica que, como antes, tiene amplitud proporcional al elemento de drea. Sin embargo, en vez
de ser a la inversamente proporcional a la potencia 1/2 de la distancia r entre fuente y punto
de observacién, la amplitud es ahora inversamente proporcional a r.

Para campo lejano seguimos despreciando la variacién de la amplitud con r (r &~ R) y entonces
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la contribucién elemental diyp(t) a la perturbacién en el punto P(X,Y, Z), proveniente de la
fuentecita ubicada entre z y x + dz y entre y e y + dy, resulta

&o

T ewteT R dg dy | (9.39)

dyp(t) =
donde R representa el camino al punto P(X,Y, Z) desde el origen del sistema de coordenadas
x —y del obstaculo. En la figura 9.22 se muestran detalles de estos caminos cerca del obstaculo.

Si el punto P esta en el foco de una lente, los caminos a lo largo de r y de R son paralelos, es
decir tienen la misma inclinacién y representan rayos perpendiculares a los frentes de onda que
llegan a la lente para converger en P. En otras palabras, estos rayos estan en la direccién del
versor unitario k paralelo al vector de onda k representativo de las ondas planas que llegan a
P. Para referir la distancia r, entre cada fuente elemental dS(x,y) y el punto de observacién, al
camino R desde el origen (donde puede que haya o no fuente elemental, todo depende de si el
origen no estd o estd obstruido), notemos que los trayectos por estos caminos son iguales desde
cualquier plano perpendicular a k. Luego, r y R difieren en la proyeccién sobre k del vector
xZ + yy que apunta a d.S desde el origen y entonces el argumento de la exponencial espacial en
9.39 se escribe

kr=kR—k [k (a2 +yg)] =k R koo —kyy, (9.40)
conky, =k -3 y ky = k- . Asi, la contribucién elemental (9.39) se puede reescribir como

dyp(t) = %ei (Wi=k R) gi (ks ztky ) g dy (9.41)

una cantidad que juega el mismo papel que jugaban los términos de la sumatoria en (9.7).

Observar que la fase de la contribucién elemental (9.41) es otra vez una funcién lineal de las
coordenadas que etiquetan a la fuente elemental en dS(z,y). Sumando sobre todas las fuentes,
es decir, integrando sobre todas las regiones del plano z — y no obstruidas, se obtiene finalmente
la siguiente expresién

&y . .

Yp(t) = <0 ot (wi—k R)/ et (ke 2+ky y) dy , (9.42)
R PNO

que representa la perturbacion total en el punto P debida a la difraccién por un obsticulo

plano caracterizado por partes que son completamente transparentes o completamente opacas

(es decir, no hay partes con zonas intermedias, mas o menos transparentes).

Las cantidades k-2 = ky/k yk - = ky/k en (9.42) definen la inclinacién de la direccién
de observacion a lo largo de los ejes = e y respectivamente. Representan la direccién en la que
deberia apuntar un telescopio para enfocar al punto P muy lejano y juegan el rol andlogo al de
la cantidad sinf en la ec. (9.25). Las componentes de k se pueden escribir en términos de los
angulos de cordenadas esféricas ¥ (el angulo polar entre k y el eje z) v ¢ (el dngulo azimutal,
entre la proyeccién de k en el plano = — y y el eje x) y estos angulos se expresan en funcién
de las coordenadas X, Y y Z del punto P. En el caso de usar una lente de distancia focal f,
tand = VX2 +Y2/f y tanp = Y/X. Es instructivo seguir estos pasos para confirmar que a
cada par X —Y (a cada punto P de la pantalla de observacién) le corresponde un par ¢ — ¢
(una inclinacién del rayo que pasa por el centro de la lente y no se desvia) y a cada par ¥ — ¢
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le corresponde un par k; — k. Dicho de otra manera: de todas las perturbaciones emitidas por
las onditas de Huygens, solamente se detectan en el punto P aquellas que tienen la inclinacién
correcta, descartando todas las demds. Y eligiedo la forma de las aberturas en el plano z — y se
controla la superposicién de componentes con la misma inclinacién.

Cuando el plano del frente de ondas incidente no es paralelo al plano =z — y, las fuentes
elementales no se encienden al mismo tiempo. Si a la direcciéon de propagacién del frente de
ondas incidente le corresponde el vector de onda Eo, es facil repetir los pasos que dimos en el
caso de rendijas y obtener que

wp(t) = L itk R) / i llks—hos) a+(ky—hoy) )] gy | (9.43)
R PNO

9.6.1. Abertura rectangular

Para una abertura rectangular de lados a (segin z) y b (segin y) centrada en el origen, los
limites en las (9.42) y (9.43) son —a/2 <z <a/2y —b/2 <y < b/2. Luego, como el integrando
se factoriza en una funcién exclusivamente de x por una funcién exclusivamente de y, se obtiene
un producto de dos integrales con la misma forma que en la ec. (9.28). De esta manera, la
amplitud compleja es proporcional a un producto de senos cardinales, uno correspondiente a la
integral en = y otro a la integral en y. La intensidad en el punto P queda

sin B\ 2 /sin 3,\2
IP:I()( 5 ) ( ﬂyy> , (9.44)
con
1 arm,» -
Bz = i(kx - kOac) a= WX [(k"@) - (koi’)} ) (9'45>
1 b, )
By = 5k = ko) b =73 | (h5) = (Rod)] (9.46)

Suponiendo /2:0 = /%0 = 0 (frente de ondas incidente paralelo al plano = — y), la figura de
difraccién de la abertura rectangular tiene un méaximo principal con intensidad Iy en 8, = 3, =
0, acompanado de un doble juego de maximos secundarios y que estan limitados por ceros en
inclinaciones definidas por 3, = nm y 8, = mm, con n y m enteros distintos de cero. El rango
de inclinaciones horizontales y verticales abarcadas por el mdximo principal es A(l%i") =2\ a
y A(k-§j) = 2)\/b respectivamente.

9.6.2. Abertura circular

a ser actualizado préximamente

9.7. ()ptica de Fourier

a ser actualizado préximamente



	Introducción
	¿Qué es una onda?
	Repaso de 1 GL (grado de libertad)
	Uso de programación y aplicaciones
	Repaso de 1GL: ejemplo numérico
	Aproximación analítica
	Solución numérica
	Puesta en marcha
	Conservación de la energía
	Péndulo con rozamiento


	Oscilaciones libres y modos normales
	Dos grados de libertad
	Primer ejemplo con N=2
	Condiciones iniciales
	Los modos normales
	Modos normales y forzado estacionario
	Energía cinética y potencial
	El ejemplo de N=2 se complica

	Búsqueda sistemática de modos normales
	Notación y N grados de libertad
	Busquemos un modo físicamente
	Buscamos un modo y encontramos N modos
	El movimiento más general
	El método aplicado al ejemplo
	Todo lo anterior en el lenguaje del álgebra lineal
	Sistema desacoplado y coordenadas normales
	Condiciones iniciales
	Energía cinética y potencial


	Matrices, autovalores y autovectores en Python
	Visualización de resultados
	Archivo de comandos o script

	Batidos y pulsaciones

	Muchas partes móviles
	Cadena con N cuentas idénticas equiespaciadas
	Ecuaciones de movimiento para oscilaciones transversales
	Modos normales
	Relación de dispersión
	Modos para dos extremos fijos
	Condiciones iniciales

	Condición para extremo libre
	Oscilaciones longitudinales

	Péndulos idénticos acoplados
	Aproximación continua
	Cuerda -3mu ecuación de ondas clásica
	Slinky -3mu ecuación de ondas clásica
	Péndulos acoplados -3mu ecuación de Klein-Gordon

	La ecuación de ondas
	Modos normales en el medio continuo
	Condiciones en los extremos
	Cuerda con extremos fijos
	Discretización de los modos normales
	Condiciones iniciales
	Series de Fourier
	Coeficientes de la serie de Fourier impar
	Ejemplo: diente de sierra
	Ejemplo: pulso rectangular
	Condiciones iniciales

	Evolución temporal

	ondas estacionarias = suma de ondas viajeras
	Y en otros sistemas …

	Ondas propagantes
	Ecuación clásica 1D
	Progresivas y regresivas 1D
	La solución más general 1D
	Fórmula de d'Alembert

	Ondas, medios y dimensiones
	La onda plana en un medio 3D
	La onda plana armónica en un medio 3D

	Fuentes con simetría esférica
	Fuentes con simetría cilíndrica

	Modulación
	Caso más sencillo
	Modulaciones reales
	Síntesis de señales
	Mezclando N componentes armónicos
	Límite N, con  constante

	Transformada de Fourier


	Respuesta forzada estacionaria
	Forzado estacionario, cadena lineal
	Rango dispersivo
	Rango reactivo

	Forzado estacionario, Klein-Gordon
	Dispersivo vs reactivo
	La parte con ex no está permitida en sistemas infinitos
	Comentarios sobre el régimen reactivo

	Descripción discreta
	Cadena lineal diatómica
	Ecuaciones de movimiento
	Relación de dispersión
	Caso particular f=g
	Modos para extremos fijos


	Descripción geométrica
	Rayos
	Leyes fenomenológicas
	Algunas consecuencias de la ley de Ibn Sahl
	Reflexión externa e interna
	Reflexión total

	La DG en otros marcos teóricos
	Principio de Huygens
	Principio de Fermat

	Formación de imágenes
	Dioptra plana
	Dioptra esférica
	Trazado de rayos
	Lentes

	La DG en el marco ondulatorio
	Reflexión y transmisión de una onda plana en una superficie plana
	Las condiciones de contorno imponen la cinemática de los rayos
	Conservación de componentes tangenciales de 
	La reflexión total en el marco ondulatorio


	Ondas transversales
	Ondas planas armónicas transversales
	Polarización lineal
	Polarización elíptica
	Polarización circular
	Caso  arbitrario
	Luz natural

	Polarización por absorción selectiva
	Polarización por reflexión
	Láminas retardadoras
	Birrefringencia en medios quirales
	Birrefringencia en cristales

	Interferencia
	Fuentes puntuales
	Uso de fasores
	Sistemas de franjas
	Experiencia de Young
	Coherencia
	Interferómetros
	División del frente de onda
	División de amplitud
	Interferómetro de Michelson


	Interferencia en láminas
	Localización de franjas

	Difracción
	Interferencia de N fuentes
	Caso general
	Fuentes alineadas y equiespaciadas
	Intensidad en la zona lejana
	Intensidad en la zona cercana
	Experimentos numéricos
	Límite continuo, N, d0

	Difracción de Fresnel y de Fraunhofer
	Difracción de Fraunhofer
	Rendija de ancho b
	Obstáculos planos con simetría de translación
	Otra vez una rendija
	N rendijas idénticas equiespaciadas

	Obstáculos planos, caso general
	Abertura rectangular
	Abertura circular

	Óptica de Fourier


