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CLASE 12: Simetría de gauge
Temas: Invariancia de gauge, derivada covariante, QED.

ℒ = ψ(iγμ∂μ − m)ψ
ψ ⟶ ψ′￼= eiqα ψ     parámetro infinitesimalα

    constanteq eiqα ∈ U(1)
ψ ⟶ ψ′￼= e−iqα ψ

ℒ ⟶ ℒ + α ∂μJμ Jμ = 0
ℒ ⟶ ℒ

⟹

ψ ⟶ ψ′￼= ψ + α Δψ

= ψ + iqα ψ + 𝒪(α2)

⟹ Δψ = iqψ

jμ ≡
∂ℒ

∂(∂μψ)
Δψ − Jμ

jμ = iψγμ(iqψ) = − qψγμψ

invariancia de fase (invariancia ante transformaciones de fase)

∂μ jμ = 0

invariancia de fase “local”

ψ ⟶ ψ′￼= ψ eiqα(x) ∂μψ ⟶ ∂μ(eiqα(x)ψ) = iq (∂μα) eiqα(x)ψ + eiqα(x)∂μψ

= eiqα(x) (∂μψ + iq(∂μα) ψ)ℒ ⟶ ℒ′￼

Dμψ ⟶ (Dμψ)′￼= eiqα(x) Dμψ  “derivada covariante”∂μ ⟶ Dμ
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invariancia de fase “local”

Dμψ ⟶ (Dμψ)′￼= eiqα(x) Dμψ  “derivada covariante”

Dμ ≡ ∂μ − iq Aμ

(Dμψ)′￼= (∂μψ)′￼ −iq (Aμψ)′￼

= eiqα(x) (∂μψ + iq(∂μα) ψ −iq A′￼μ ψ) = eiqα(x) Dμψ

A′￼μ = Aμ + ∂μα(x)

= eiqα(x) (∂μψ − iq Aμψ)

ℒ = ψ(iγμDμ − m)ψ {ψ ⟶ ψ′￼= ψ eiqα(x)

Aμ ⟶ Aμ + ∂μα(x)

= ψ(iγμ∂μ − m)ψ + qψγμψ Aμ

pμ → pμ + q Aμ

∂μ → ∂μ − iq Aμ

ℒ = ψ(iγμDμ − m)ψ+?
  no es escalar∼ Aμ

 no es invariante gauge∼ AμAμ

 no es invariante gauge∼ ∂μAμ

  si!∼ (∂μAν − ∂νAμ)(∂μAν − ∂νAμ) = FμνFμν

ℒ = ψ(iγμDμ − m)ψ −
1
4

FμνFμν

□ Aμ − ∂μ∂νAν = 0

 “bosones”

(∂νAν) = 0
gauge de Lorenz□ Aμ = 0

 ∼ (∂μAν − ∂νAμ)

   “algo” Aμ (pero cuadrivector)
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repaso de T1

□ Aμ − ∂μ∂νAν = 0 □ Aμ − ∂μ∂νAν + m2Aμ = 0 (no es invariante de gauge!)

Aμ = ϵ j
μ e−ipνxν pν pν = m2 ϵ j

μ  4 cuadrivectores l.i.

∂μAμ = 0 □ Aμ = 0 □ Aμ + m2Aμ = 0

⇒ pμϵ j
μ = 0  3 cuadrivectores l.i.⇒ ϵ j

μ

 si pμ = (E, 0, 0, pz) pμϵ j
μ = E ϵ0 − pz ϵ3 = 0 no hay restricciones sobre  y ϵ1 ϵ2

ϵ1
μ = (0, 1, 0, 0 )

ϵ2
μ = (0, 0, 1, 0 )

ϵ3
μ = (pz, 0, 0, E )

~ las tres componentes de spin 1 
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repaso de T1

∂μAμ = 0 si m = 0 no restringe totalmente la invariancia de gauge

Aμ ⟶ A′￼μ = Aμ + ∂μF con  □ F = 0 pasa el filtro de Lorenz

 por ejemplo: F = iae−ipνxν ∂μF = apμe−ipνxν □ F ∼ p2

le puedo sumar cualquier cosa   al vector de polarización ∝ pμ ϵμ

ϵ1
μ = (0, 1, 0, 0 )

ϵ2
μ = (0, 0, 1, 0 )

ϵ3
μ = (pz, 0, 0, E )

el tercer vector de polarización    es lo mismo que 0: ϵ3
μ si   solo hay polarización transversalm = 0

 si  hay un modo “longitudinal”m ≠ 0
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generalizaciones de invariancia de fase “local”

eiqα(x) ∈ U(1) SU(2), SU(3)?

U(x) U†U = 11 { ψ ⟶ ψ′￼= U ψ
Dμψ ⟶ (Dμψ)′￼= U (Dμψ)

Dμ = ∂μ − iq Aμ

iq Aμψ = ∂μψ − Dμψ

iq (Aμψ)′￼= (∂μψ)′￼− (Dμψ)′￼

iq A′￼μψ′￼= (∂μU)ψ + U∂μψ − UDμψ

iq A′￼μψ′￼= (∂μU)ψ + U∂μψ − U∂μψ + iqUAμψ

iq A′￼μψ′￼= (∂μU)U−1ψ′￼+ iqUAμU−1ψ′￼

A′￼μ =
1
iq

(∂μU)U−1 + UAμU−1

Aμ ⟶ ?

Por ejemplo:   U(x) = eiqα(x)

∂μU = iq (∂μα) U

A′￼μ =
1
iq

iq (∂μα) U U−1 + UAμU−1

A′￼μ = ∂μα + Aμ
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generalizaciones de invariancia de fase “local”

[Dμ, Dν] ψ

DμDν ψ =

≡ DμDν ψ − DνDμ ψ

(∂μ − iq Aμ) (∂ν − iq Aν) ψ

= ∂μ∂νψ − iqAμ∂νψ − iq∂μAνψ − q2AμAνψ

= ∂μ∂νψ − iqAμ∂νψ − iq(∂μAν)ψ − iqAν(∂μψ) − q2AμAνψ

DνDμ ψ = ∂ν∂μψ − iqAν∂μψ − iq(∂νAμ)ψ − iqAμ(∂νψ) − q2AνAμψ

[Dμ, Dν] ψ = − iq[∂μAν − ∂νAμ] ψ = − iq Fμν ψ

(Dμψ)′￼= U Dμ ψ

(Dμψ)′￼= D′￼μ ψ′￼ = D′￼μ U ψ
D′￼μ U = U Dμ D′￼μ = U Dμ U−1

D′￼μD′￼ν = U Dμ U−1U Dν U−1 = U DμDν U−1

F′￼μν = U Fμν U−1 U ∈ U(1) si F′￼μν = Fμν
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generalizaciones de invariancia de fase “local”

 a nivel del lagrangiano ψi ⟶ ψ′￼i =
N

∑
j=1

Uij ψj Ψ =

ψ1
ψ2
⋮

ψN

Ψ′￼= U Ψ UN×N

ℒ =
N

∑
i=1

ψi(iγμ∂μ − mi)ψi ℒ = Ψ(iγμ∂μ − M)Ψ MN×N

si      det U = 1 SU(N ) Ψ =
ψR
ψB
ψG

p.ej     SU(3)

U(α1, α2, …, αN2−1) = ei(α1T1+α2T2+…+αN2−1TN2−1) p.ej     
SU(2) Ti =

σi

2

SU(3) Ti =
λi

2

[Ta, Tb] = ifabcTc

= eig αa(x) Ta

U ∈ U(1)
ψ ⟶ ψ′￼= U ψ = eiqα(x) ψ

U ∈ SU(N )
Ψ ⟶ Ψ′￼= U Ψ = eigαa(x)Ta Ψ

∂μψ ⟶ ∂μψ′￼= iq(∂μα)U ψ + U∂μψ ∂μΨ ⟶ ∂μΨ′￼= ig(∂μαa)Ta UΨ + U∂μΨ

Dμ ≡ ∂μ − iq Aμ Dμ ≡ ∂μ − ig Ta Wa
μ

Aμ ⟶ A′￼μ = Aμ + ∂μα(x) TaWa
μ ⟶ TaW′￼a

μ =
1
ig

(∂μU)U−1 + UTaWa
μU−1


