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CLASE 6: Ecuación de Dirac

recapitulación:

E → iℏ ∂
∂t

⃗p → − iℏ ⃗∇

H = c ⃗α ⋅ ⃗p + β mc2 E2 = c2p2 + m2c4

α2
i = 1 β2 = 1 {αi, β} = 0{αi, αj} = 2δij

ψ =

ψ1
ψ2
ψ3
ψ4

Hψ = Eψ
2 sol. l.i.  E > 0

2 sol. l.i.  E < 0
 ρ ≡ ψ†ψ ≥ 0

ψ (1) = e−i mc2 t
ℏ

1
0
0
0

ψ (2) = e−i mc2 t
ℏ

0
1
0
0

ψ (3) = e+i mc2 t
ℏ

0
0
1
0

ψ (4) = e+i mc2 t
ℏ

0
0
0
1

E = mc2 E = − mc2



CLASE 6: Ecuación de Dirac

soluciones de la ec. de Dirac iℏ
∂ψ
∂t

= − iℏcαi
∂ψ
∂xi

+ βmc2ψ

⃗p ≠ 0 [H, ⃗P ] = 0 {
⃗P ψ = ⃗p ψ

Hψ = Eψ
−iℏ ⃗∇ ψ = ⃗p ψ

iℏ
∂
∂t

ψ = Eψ

ψ( ⃗x , t) = u(p, E) e
i
ℏ ⃗p ⃗x e− i

ℏ Et u(p, E) espinor de 4 componentes 

= u(p, E) e− i
ℏ pμxμ

(c ⃗α ⋅ ⃗p + β mc2) u( ⃗p , E) = E u( ⃗p , E)

( mc2 c ⃗σ ⋅ ⃗p
c ⃗σ ⋅ ⃗p −mc2 ) (uA

uB) = E (uA
uB) mc2uA + c ⃗σ ⋅ ⃗p uB = EuA

c ⃗σ ⋅ ⃗p uA − mc2uB = EuB

c ⃗σ ⋅ ⃗p uB = (E − mc2) uA

c ⃗σ ⋅ ⃗p uA = (E + mc2) uB

uA =
c ⃗σ ⋅ ⃗p

(E − mc2)
uB

uB =
c ⃗σ ⋅ ⃗p

(E + mc2)
uA

uA =
c2( ⃗σ ⋅ ⃗p )( ⃗σ ⋅ ⃗p )

(E − mc2)(E + mc2)
uA

( ⃗σ ⋅ ⃗A )( ⃗σ ⋅ ⃗B ) = ⃗A ⋅ ⃗B + i( ⃗A × ⃗B ) ⋅ ⃗σ

uA =
c2p2

(E2 − m2c4)
uA E2 = c2p2 + m2c4

u(p, E) = (uA
uB) ↵i =

0

BB@

1

CCA
σi

σi

0

0
� =

0

BB@

1

CCA
0

0

1 0
0 1

−1 0
0 −1



CLASE 6: Ecuación de Dirac

soluciones de la ec. de Dirac

uA =
c ⃗σ ⋅ ⃗p

(E − mc2)
uB

E > 0 uA = (1
0), (0

1) uB =
c ⃗σ ⋅ ⃗p

(E + mc2)
uA

ψ (1)( ⃗x , t) = N

1
0

1
0

e− i
ℏ pμxμ

( c ⃗σ ⃗p
E + mc2 )

ψ (2)( ⃗x , t) = N

0
1

0
1

e− i
ℏ pμxμ

( c ⃗σ ⃗p
E + mc2 )

E < 0 uB = (1
0), (0

1)
ψ (3)( ⃗x , t) = N

1
0

1
0

e− i
ℏ pμxμ( c ⃗σ ⃗p

E − mc2 ) ψ (4)( ⃗x , t) = N

0
1

0
1

e− i
ℏ pμxμ( c ⃗σ ⃗p

E − mc2 )

( c ⃗σ ⋅ ⃗p
E + mc2 ) ∼ 𝒪 ( v

c ) p.ej. ⃗p = p ̂k ⃗σ ⋅ ⃗p = σ3 p

E ≃ mc2
p ≃ mv ( c ⃗σ ⋅ ⃗p

E + mc2 ) (1
0) = (

c mv
2mc2

0 ) = (
v

2c

0 )



CLASE 6: Ecuación  de Dirac

límite no relativista

⃗p ⟶ ⃗p −
q
c

⃗A E ⟶ E − qϕ

(c ⃗α ⋅ ⃗p + β mc2) ψ = E ψ

⟶ [c ⃗α ⋅( ⃗p −
q
c

⃗A ) + β mc2] (ψA
ψB) = (ϵNR + mc2 − qϕ)(ψA

ψB)
≡ ⃗π

[c ( 0 ⃗σ ⋅ ⃗π
⃗σ ⋅ ⃗π 0 ) + (mc2 0

0 −mc2) + qϕ] (ψA
ψB) = (ϵNR + mc2)(ψA

ψB)
c ⃗σ ⋅ ⃗π ψB + mc2ψA + qϕψA = (ϵNR + mc2)ψA

c ⃗σ ⋅ ⃗π ψA − mc2ψB + qϕψB = (ϵNR + mc2)ψB

(ϵNR − qϕ)ψA = c ⃗σ ⋅ ⃗π ψB

(ϵNR + 2mc2 − qϕ)ψB = c ⃗σ ⋅ ⃗π ψA

ψA =
c ⃗σ ⋅ ⃗π

(ϵNR − qϕ)
ψB

ψB =
c ⃗σ ⋅ ⃗π

(ϵNR + 2mc2 − qϕ)
ψA

ψA =
c ⃗σ ⋅ ⃗π

(ϵNR − qϕ)
c ⃗σ ⋅ ⃗π

(ϵNR + 2mc2 − qϕ)
ψA

ψA =
c2 (π2 + i ⃗σ ⋅ ( ⃗π × ⃗π ))

(ϵNR − qϕ)(ϵNR + 2mc2 − qϕ)
ψA

⃗π × ⃗π ≠ 0

ψ = (ψA
ψB)



límite no relativista

⃗π × ⃗π = ( ⃗p −
q
c

⃗A ) × ( ⃗p −
q
c

⃗A )

= ⃗p × ⃗p −
q
c

⃗p × ⃗A −
q
c

⃗A × ⃗p +
q2

c2
⃗A × ⃗A

=
q
c

iℏ ( ⃗∇ × ⃗A + ⃗A × ⃗∇ )

( ⃗π × ⃗π )ψ =
q
c

iℏ ( ⃗∇ × ⃗A ψ + ⃗A × ⃗∇ ψ) =
q
c

iℏ [( ⃗∇ × ⃗A )ψ + ⃗∇ ψ × ⃗A + + ⃗A × ⃗∇ ψ]
=

q
c

iℏ ( ⃗∇ × ⃗A )ψ

ψA =
c2 (π2 + i ⃗σ ⋅ ( ⃗π × ⃗π ))

(ϵNR − qϕ)(ϵNR + 2mc2 − qϕ)
ψA =

c2 (π2 + i ⃗σ ⋅ (iℏ q
c ( ⃗∇ × ⃗A ))

(ϵNR − qϕ)(ϵNR + 2mc2 − qϕ)
ψA

ψA =
c2 (( ⃗p − q

c
⃗A )2 − q

c ℏ ⃗σ ⋅ ⃗B )
(ϵNR − qϕ)(ϵNR + 2mc2 − qϕ)

ψA ψA(ϵNR − qϕ) =
1

2m (( ⃗p −
q
c

⃗A )2 −
q
c

ℏ ⃗σ ⋅ ⃗B ) ψA

[ 1
2m (( ⃗p −

q
c

⃗A )2 −
q
c

ℏ ⃗σ ⋅ ⃗B ) + qϕ] ψA = ϵNR ψA

CLASE 6: Ecuación de Dirac



límite no relativista

g = 2

g = 2.00321930436182(52)  (NIST 2018)

CLASE 6: Ecuación de Dirac

[ 1
2m (( ⃗p −

q
c

⃗A )2 −
q
c

ℏ ⃗σ ⋅ ⃗B ) + qϕ] ψA = ϵNR ψA

q
2mc

ℏ ⃗σ ⋅ ⃗B =
gq

2mc
⃗S ⋅ ⃗B

teoría 

ψA = ψschroedinger (1
0)



CLASE 6: Fenomenología de Dirac

paradoja de Klein: cuando las componentes débiles no son tan débiles…

z

V0
E ψinc =

1
0
k

E + m

0

e−ikz

0

⃗k = k ̂z Sz = 1/2 ℏ=c =1

ψrefl =

1
0
−k

E + m

0

eikz +b

0
1
0
k

E + m

eikza

E = c2q2 + m2c4 + V0

E − V0 = c2q2 + m2c4

cq = (E − V0)2 − m2c4

q = (E − V0)2 − m2

ψtrans = c

1
0
q

E − V0 + m

0

e−iqz + d

0
1
0

−q
E − V0 + m

e−iqz

continuidad de  en z=0ψ ψinc(z = 0) + ψref l(z = 0) = ψtrans(z = 0)

1 + a = c
b = d

k(1 − a)/(E + m) = cq/(E − V0 + m)
bk /(E + m) = − dq/(E − V0 + m) ⇒ b =d =0

→ (1 − a) = cr
r ≡

q
k

E + m
E − V0 + m



CLASE 6: Fenomenología de Dirac

paradoja de Klein: cuando las componentes débiles no son tan débiles…

z

V0
E

0

1 + a = c

(1 − a) = cr

r ≡
q
k

E + m
E − V0 + m

q = (E − V0)2 − m2

corrientes: Jμ ≡ ψγμψ J3 ≡ ψγ3ψ = ψ†γ0γ3ψ = ψ†ββα3ψ

↵i =

0

BB@

1

CCA
σi

σi

0

0
J3

inc = (1,0,
k

E + m
,0)

= ψ†α3ψ

0 0 1 0
0 0 0 −1
1 0 0 0
0 −1 0 0

1
0
k

E + m

0

=
2k

E + m

J3
refl =

2a2k
E + m

J3
trans =

2c2q
E − V0 + m

J3
inc = J3

refl + J3
trans

T ≡
J3

trans

J3
inc

=
4r

(1 + r)2 R ≡
J3

refl

J3
inc

=
(1 − r)2

(1 + r)2

a)             

b)             

más partículas reflejadas que las incidentes?

transmitidas en dirección opuesta?

V0 < E + m r > 0 T > 0

R < 1

V0 > E + m r < 0 T < 0

R > 1

hay transmisión

se reflejan menos que las incidentes



CLASE 6: Fenomenología de Dirac

paradoja de Klein: cuando las componentes débiles no son tan débiles…

0

mc2

−mc2

V = 0 V = V0

libres

libres

V0

V0

E

V1

V1

> 2mc2



CLASE 6: Fenomenología de Dirac

trayectoria de una partícula de Dirac:  zitterbewegung

velocidad de una partícula de Dirac:

≡
i
ℏ

[H, xk] =
ic
ℏ

[αj pj, xk]

H = c ⃗α ⋅ ⃗p + β mc2

= cαk

[xi, pj] = iℏ δij

nunca va estar en autotestado de velocidad 
(salvo que )m = 0

además,  ….[αi, αj] ≠ 0

[H, pk] = 0 [H, αk] ≠ 0 para una partícula libre, la velocidad no es 
constante de movimiento (salvo que )m = 0

·αk ≡
i
ℏ

[H, αk]

aceleración de una partícula de Dirac:

·xk =
icαj

ℏ
[pj, xk]

{αi, β} = 0 αiβ + βαi = 0 αiβ = − βαi
i
ℏ

[β mc2, αk] =
i mc2

ℏ
(βαk − αkβ) = − 2

i
ℏ

αkβmc2

i
ℏ

[c ⃗α ⋅ ⃗p , αk] =
i cpi

ℏ
[αi, αk]

i ≠ k

=
i cpi

ℏ
(αiαk − αkαi)

i ≠ k

= −
i cpi

ℏ
2 αkαi = − 2

i
ℏ

αkcαipi = − 2
i
ℏ

c αk ⃗α ⋅ ⃗p

+2
i
ℏ

c αk pkαk

=
i
ℏ

(−2αkH + 2cpk) ≠ 0

i ≠ k i ≠ k

Григорій Альфредович Брейт



CLASE 6: Fenomenología de Dirac

trayectoria de una partícula de Dirac:  zitterbewegung

velocidad de una partícula de Dirac:

≡
i
ℏ

[H, xk] =
ic
ℏ

[αj pj, xk]

H = c ⃗α ⋅ ⃗p + β mc2

= cαk

[xi, pj] = iℏ δij

nunca va estar en autotestado de velocidad 
(salvo que )m = 0

además,  ….[αi, αj] ≠ 0

[H, pk] = 0 [H, αk] ≠ 0 para una partícula libre, la velocidad no es 
constante de movimiento (salvo que )m = 0

·αk ≡
i
ℏ

[H, αk] =
i
ℏ

(−2αkH + 2cpk) ≠ 0

aceleración de una partícula de Dirac:

partícula libre…

αk(t) =
cpk

H
+ (αk(0) −

cpk

H
)e−2iHt/ℏ

xk(t) = xk(0) +
c2pk

H
t +

icℏ
2H

(αk(0) −
cpk

H
)e−2iHt/ℏ (Δx ∼ 3.9 10−11cm)

(ν ∼ 1.5 1021s−1)

·xk =
icαj

ℏ
[pj, xk]




