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Fisica Teérica 11
Practica 2: Formalismo
Parte I: Operadores, autoestados y cambio de base.

1. Cambio de Base

a) Considere dos kets |a) y |5). Suponga que (d’|a), (a"|a),... y (¢|B), (a"|B),...
son todos conocidos, donde |a’), |a”), ... forman un conjunto completo de kets base.
Encuentre la representacién matricial del operador |a) (/3| en esta base.

b) Considere ahora un sistema de espin 1/2 y sean |«a) y |3) iguales a |s, = h/2) y
|s; = h/2) respectivamente.
1) Escriba explicitamente la matriz cuadrada que corresponde a |a) (3| en la base
usual (S, diagonal).
2) Transforme esta matriz a la base en las que S, es diagonal utilizando la matriz
de cambio de base.

2. Suponga que i) y |j) son autoestados de algin operador hermitico A. jBajo qué condi-
ciones se puede concluir que |i) + |j) también es autoestado de A? Justifique.

3. Considere un espacio de kets generado por los autoestados {|a’)} de un operador hermitico
A. No hay degeneracion.

a) Pruebe que [], (A — ') es el operador nulo.

b A*(l//)

;Cudl es el significado del operador [, W para un o’ dado?

c¢) ;Cudl es el significado del operador Ha/?é o' (a7—q) PATA UL a’ dado?

)

)

) (A—a")

d) Ilustre los dos puntos anteriores usando A = S, de un sistema de espin 1/2.

4. Un cierto observable en mecanica cuantica tiene una representacién matricial de 3 x 3
como sigue

1 010

— 1 1 01

V2 o1 0

a) Encuentre los autovectores normalizados de este observable y los correspondientes
autovalores. jHay degeneracién?

b) De un ejemplo fisico donde todo esto sea relevante.

5. Sean A y B dos observables. Suponga que los autokets simultdneos de A y B {|a’,V')},
forman un conjunto ortonormal completo de kets base. ;Se puede siempre concluir que
[A, B] = 07 Si su respuesta es si, pruébela; si es no, dé un contraejemplo.

6. Dos operadores hermiticos anticonmutan, es decir {A, B} = AB + BA = 0. ;Es posible
tener un autoket comun de A y B? Pruebe o ilustre su conclusion.

7. Considere dos observables A; y Ay que no conmutan entre si ([A;, As] # 0), pero ambos
conmutan con el hamiltoniano ([Ay, H] = [Ay, H] = 0). Pruebe que los autoestados de
energia son, en general, degenerados.  Hay excepciones? Como un ejemplo, puede pensar
en el problema de fuerzas centrales H = p?/2m + V(r), con Ay — L,y Ay — L,.
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8. Considere un sistema fisico cuyo espacio de estados esta desarrollado en la base {|u) , |v) , |w) }.
En esta base, los operadores H y B estan dados por

) 1 0 0 ) 100
H=hw| 0 =1 0 B=b[o0oo0 1],
0 0 -1 010

donde wy y b son constantes reales reales.
a) .H v B son hermiticos?
b) .H v B conmutan?

¢) En caso que conmuten, construir una base de autovectores comunes a ambos opera-
dores.

d) Cuales de los conjuntos {H}, {B}, {H, B}, {H?, B} son CCOC?
9. & Consideren los operadores A, By C' que actian sobre una base {|u1) , |ug) ,|us)} asi:
Alur) = [ur) ; Alug) = 0; Alus) = — |us)
Bluy) = [ur) ; B lug) = |ug) ; B |ug) = |us)
Clur) = i|ug); Clug) = —i|ug) +i|ug); C luz) = —i |ug)

a) Digan cuales corresponden a posibles observables. Justifiquen su respuesta.

b) Considerando los operadores que son observables, enumeren los CCOC que pueden
construirse y digan cuales son sus autoestados comunes.

c) Hay dos observables que no conmutan. Elijan uno y digan qué valores podrian ob-
tenerse al medir sobre un estado desconocido. Si luego se midiera el otro de los
operadores, ;qué valores podrian obenerse?.

Parte II: Principio de incertidumbre.

10. Demostrar la desigualdad de Schwarz, que dice que si |a) y |3) son dos vectores arbitrarios
en el mismo espacio vectorial, entonces

(ala) (B18) = [ (el B) %,

y la igualdad sélo se produce si estos vectores son proporcionales.
Ayuda: Considerar el ket

[¥) = |} + AIB).
Siendo este un vector del espacio vectorial, su norma debe ser no—negativa. Elegir el valor
NERCY
(818)

11. Dar un ejemplo en que se cumpla la desigualdad de Schwartz.
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12.

13.

14.

15.
16.

17.

Principio de Incertidumbre

a) Para dos observables A y B y un estado cualquiera, pruebe la relaciéon de incerteza
generalizada

(AA2) ((ABP) = (A, B) |
donde AA = A — <A>.

b) Muestre que el signo igual en la relacién de incerteza generalizada se obtiene cuando
el estado en cuestion satisface

AAla) = NAB |a)
donde A es un imaginario puro.

Verifique que la funcién de onda de un paquete gaussiano, dada por

<$/|Oé> _ (27Td2)_1/4 exp [Z <p> ' . ({L‘/ — <I’>) ]

h 4d?

satisface la relacién de incerteza minima
h
VIGRVIGpP) = 1§
Muestre que también se cumple la condicion

(@'|Az|a) = c ('] Apla)

donde ¢ es un niimero imaginario.
Calcule )
(as,)%) = ($2) - (&)
donde el valor de expectacién es para el estado |S,+). Usando su resultado, verifique la
relacion de incerteza generalizada,

((A4)?) ((AB)*) = - (A, B

A

conA— 8y B8,
Verifique la relacién de incerteza con A= S, y B— Sy para el estado |S,+).
Encuentre la combinacién lineal de |[+) y |—) que maximiza el producto

(88 ((88,)7)

Verifique explicitamente que para la combinacién lineal que encontrd, la relaciéon de in-
certeza para S, y S, no se viola.

Evalie ((Az)?) ((Ap)?) para una particula confinada en un pozo unidimensional

{0 si0<zrz<a
V =
o0 en otro caso

Hégalo tanto para el estado base como para los estados excitados.
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Parte III: Operadores y estados continuos.

18. a) Suponga que f(A) es una funcién de un operador hermitico A con la propiedad
Ald'y = d'|d’). Evalie (|f(A)|b') suponiendo que se conoce la matriz de transfor-
macién entre la base a’ y la base ¥'.

b) Usando el andlogo continuo del resultado obtenido en (a), evalie

(p"|F(r)|p)
Simplifique su expresién tanto como le sea posible. Note que r = /x2 4+ y? + 22,

donde z,y, z son operadores.

19. a) Sea x y p, la coordenada y el momento lineal en una dimensién. Evalie el corchete
de Poisson clésico

{z, F(p.) }clésico

b) Sean ahora z y p, los correspondientes operadores cuanticos. Evale el conmutador

1PLa
)

y compare con (a) cuando F'(p,) = exp(ip.a/h).

[z, exp(

¢) Usando el resultado de (b), pruebe que
exp(%)]z’} con z|x') = 2'|z’)

es un autoestado del operador z. ;Cudl es el correspondiente autovalor?

20. Operador de Traslaciones

a) Consideramos dos observables Q y P tales que
(Q, P =ih
Definimos al operador
S = e_ﬂff .

Demostrar que S es unitario.

Calcular S(—\).

Mostrar que QS(\) = S(A)[Q + .

Mostrar que si |¢) es un autovector (no nulo) de Q, entonces S(A)|g) también lo

es. Calcular su autovalor.

5) Sea |q) = S(q)|0 >, donde |0) es un autovector de Q con autovalor 0. Mostrar
que S(Vlg) = |q+ ).

6) Mostrar que (g|S(A) = (g — A|.

—_

w

=~ [\
~— — — —

21. a) Verifique que las igualdades

oG L OF

pueden derivarse a partir de las relaciones de conmutacién fundamentales, para cual-
quier par de funciones F' y G que puedan ser expresadas en serie de potencias de su
argumento.

[zi, G(p)| =il
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b) Evale 22, p?]. Compare su resultado con el corchete de Poisson cldsico {22, p*} :14ico-

22. a) Pruebe lo siguiente

/ . 0 /
(P|rla) = Zha—p,@o\&)

0
Blrla) = / 30 it )

donde 9, (p') = (P'|a) y ¢¥s(p’) = (p'|B) son las funciones de onda en el espacio de
momentos.

b) ;Cudl es el significado fisico de exp(izZ/h), donde x es el operador posicién y = es
algin nimero con dimensiones de momento? Justifique su respuesta.



