Capitulo 3

Resonancia

3.1. Circuito RLC serie

Dado un circuito RLC serie alimentado por una fuente de tensiéon armoénica V(t) =
Vo senwt (Fig 3.1), la ley de Ohm permite plantear:
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V = Vysenwt CN) 1 L
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Figura 3.1: Circuito RLC serie alimentado por una fuente de tension
armonica de amplitud Vy y frecuencia angular w.

1
V=1Zip=1R+Z+Zc)=1R+jwl~—5) (3.1)

donde V es la tension aplicada por la fuente, I la corriente que circula por la malla, Z,p5
la impedancia, vista desde la fuente, entre los puntos Ay B, Z; v Z¢ las impedancias de
la bobina y el capacitor, respectivamente, w la frecuencia angular de la tension arménica
que aplica la fuente, y j la unidad imaginaria (j2 = —1).

Luego
V]

|I|: o 1/2
[R?+ (wL —1/wC)?]

(3.2)
Puede verificarse que si
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1.w—=0 = Xo = — 00 y en consecuencia |[I| =0

L
wC
2. w— o0 = X, =wLl = o0 y en consecuencia |[I| =0

3. westal que w L = 1/w C, resulta que la reactancia total Xr, es Xr = X, — X¢ =0,
con lo cual, para este circuito, || alcanza su valor maximo: ||y, = |V|/R. Esto
ocurre para

w=wy=1/VLC (3.3)

En la Fig 3.2 se expone el grafico de I(w) para tres casos particulares de R, L'y C. La
condicién w = wy para la cual X7 = 0 define lo que se denomina resonancia del circuito.
Se dice que un circuito esta en resonancia (de fase) cuando la corriente que a él ingresa
esta en fase con la tensién que se le aplica. Obviamente cuando X = 0, resulta V =1 R
y consecuentemente el desfasaje entre V' e I es nulo.
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Figura 3.2: Amplitud de la corriente circulante por un circuito RLC serie
alimentado por una fuente armdénica de 1 V de pico en funcion de la frecuen-
cia, para los casos: Ry = 10080, Ry = 20082 y R3 = 500L). En los tres casos
se mantuvo: L = 1H y C = 1uF, lo que implica wy = 1000 (rad/s) para
todos ellos. Se destacan en cada caso las frecuencias wy y we que permiten
definir los correspondientes anchos de banda Aw = wy — w1 (ver texto).

Cuando w = wy se tiene:
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luego Vi, (wo) + Ve (wy) = 0 para todo instante, y por tanto,
VR(WQ) =V (36)

En cuanto a las caidas de tensién eficaces sobre cada uno de los tres elementos de circuito,
en resonancia, se tiene:

Viet(wo) = WL(\/EOM = ]1%\/5 - Vet (3.7)
Veet(wo) = Vier(wo) (3.8)
VRet(wo) = Vet (3.9)

siendo Vi la tensién eficaz aplicada por la fuente: V;/v/2. La potencia disipada por el
circuito esta dada por

_ e Vit

Plo) = Lilw) R = 5~ R = R+ (wL—1/wC)?

R (3.10)

cuyo grafico puede verse en la Fig 3.3 Una manera de caracterizar el ancho de la curva

P i

—u; g
Figura 3.3: Potencia disipada en un circuito RLC serie en funcion de la

frecuencia.

P(w) es mediante las frecuencias w; y wy para las cuales la potencia disipada se reduce a
la mitad de la maxima. La condicién:

P(w) = Phga" (3.11)

conduce a una ecuacion bicuadratica para w, cuyas soluciones son:

w = —a++a2+w < wp wy = a+/a2+wd > wp
wy = —a—+y/a2+wl < 0 wy = a—y/a?24+wl < 0

donde o = R/2L. Las 2 tltimas carecen de sentido. Las 2 primeras permiten definir el

(3.12)

ancho de la curva como:

Aw = wg —wy = % (3.13)
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al que también se denomina ancho de banda del circuito.

Para caracterizar la funcién P(w) se define:

wWo L 1 L

Q= W= = =\

“ A R RVC (3.14)

llamado factor de mérito o de calidad. Este nimero mide la selectividad del circuito para
disipar potencia: si ) — oo, la curva P(w) se estrecha en torno a wy y en consecuencia
el circuito disipa potencia en un rango relativamente pequeno de frecuencias. A medida
que @ — 0, la curva se ensancha y la potencia se disipa en un rango cada vez mas amplio
de frecuencias (ver figura 3.4).
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Figura 3.4: Potencia disipada en un circuito RLC serie alimentado por una
fuente armonica de 1 'V de pico en funcion de la frecuencia, para los casos
ilustrados en la figura 3.2. Los factores de mérito correspondientes son Q =
10, 5y 2.

Finalmente consideremos la impedancia de entrada del circuito RLC serie, vista por la
fuente

1/2

| Zap(w)| = [R*+ (WL — 1/wC)?] (3.15)

cuyo grafico puede verse en la Fig 3.5. A frecuencias menores que la de resonancia

(w < 1/V/LC) la reactancia capacitiva es mayor que la inductiva (1/wC > w L), por lo
tanto
Xr =X, —Xe<0 (316)

y se dice que el circuito se comporta capacitivamente. A frecuencias w > wy, resulta
Xp > Xe = Xp > 0y se dice que el circuito se comporta inductivamente.
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Figura 3.5: Impedancia de entrada de un circuito RLC serie en funcion de
la frecuencia.

A la frecuencia de resonancia, X; = X¢ = X¢r = 0, el circuito se comporta como una
resistencia pura y ademds |Z4p| es minima.

Como

ViR
P=I3R =%
' | Zasl®

se demuestra facilmente que las frecuencias wy y wy de potencia mitad corresponden a la

(3.17)

condicién:

[ Zas(w)| = V2R = V2 |Zap(w)|min (3.18)

3.2. Circuito RLC paralelo

Considere el circuito de la figura 3.6. La frecuencia de resonancia de fase, wyj|, vale

Vo senwt CN) —_—C

Rlim
MY

Figura 3.6: Una fuente de onda armdnica de frecuencia angular w alimenta
a un circuito RLC paralelo en el que se considera una resistencia limitadora,
Rim.

WQH = ; 1— @ = Wy V 1— Q_2 (319)
VLC V L
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donde wg = 1/V L C es la frecuencia de resonancia del circuito RLC serie, y ) es el factor
de mérito ya estudiado. Note que wy| es independiente de la resistencia limitadora Ry,
y que tiende a wy por la izquierda a medida que R — 0.

La impedancia, Z|, del paralelo RLC propiamente dicho, esto es, excluyendo Ry, satis-

face (5 2 p2)
1 +w
Z)° = = —; > (3.20)
w?*C? R? + (wL — 1/w0)

Puede verificarse que

R i 0
lim |Z)| = { e (3.21)
0 si w— 00
y que en resonancia,
Zywo)l = Q*R = = = (3.22)
\=oj)1 = “ RO :

Observaciones

1. De la ecuacién (3.22) se concluye que la impedancia de un circuito RLC paralelo
en resonancia (w = wp) puede ser infinita si, por ejemplo, R — 0 manteniendo L
y C' finitos; o bien, expresado con mayor propiedad: dicha impedancia, en médulo,
puede ser ilimitada si, por ejemplo, R es arbitrariamente menor que /L/C.

2. Si se armase un circuito RLC paralelo en las condiciones de la observacién anterior:
w = wy y R <K +/L/C, la corriente que ingresarfa al paralelo serfa practicamente
nula (ain si Ry, — 0) a pesar de que dicha corriente tiene dos ramas en paralelo
por las que puede circular, y de que cada una de las ramas por separado presenta
una impedancia finita !.

3.3. Potencia en circuitos de corriente alterna

La potencia instanténea, p(t), entregada por una fuente a un circuito pasivo genérico
como el de la figura 3.7 es

plt) = o(t) i(t) (3.23)
Si el circuito pasivo es lineal e independiente del tiempo y v(t) es arménica de frecuencia

w, i(t) resultard también armonica de la misma frecuencia y en general presentard un
desfasaje ¢ respecto de v(t), luego:

p(t) = wy coswt g cos(wt — @) (3.24)

Vg to

= < [cos(2wt — ¢) + cos @] (3.25)



3.4. PREGUNTAS 25

[i(t)

v(t) = vo coswt <~> Circuito Pasivo

Figura 3.7: Un circuito pasivo genérico es alimentado por una fuente de
tension armonica.

El valor medio temporal de p(t) es

P = (p(t)) = UOT% cos ¢ (3.26)

dado que el valor medio temporal, en un nimero entero de periodos de cos(2wt—¢) = 0,

por ser funcién arménica de t y que (cos ¢); = cos ¢ por ser ¢ constante. Notese que P
es en general no nulo. En la figura 3.8 se ilustra el grafico de p(t) y de su valor medio P.
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Figura 3.8: Potencia disipada en un circuito pasivo alimentado por tension
alterna. Note que dicha potencia puede ser negativa durante ciertos interva-

~Y

los de tiempo.

El d4ngulo ¢ es el argumento de la impedancia compleja Z (ver Fig. 3.9), luego

P = w.i,cos¢ = i.|Z| i, coso (3.27)
= R{Z} =i2R=1I’R (3.28)

3.4. Preguntas

1. Cuales son los componentes minimos de un circuito eléctrico para que presente
resonancia?
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|Z| cos ¢ R{Z}

Figura 3.9: Representacion de la impedancia Z en el plano complejo. La
parte imaginaria de Z puede ser positiva o negativa.

2. Cree que puede haber circuitos que presenten més de una resonancia?
3. Puede haber circuitos RLC que no presenten resonancia?

4. Basandose en su experiencia (adquirida al trabajar con filtros, por ejemplo) qué cree
que limita la posibilidad de construir circuitos RLC serie con factores de mérito
arbitrariamente grandes?

5. a) Cémo explica la observacion 2 de la Pag. 247. b) Es correcto lo que alli se afirma?.
¢) Si fuese correcto, qué grado de validez tiene la afirmacién, muy difundida, por
cierto, de que la resistencia equivalente de un paralelo de resistencias es menor que
la menor de ellas?

3.5. Parte computacional

Simule un circuito RLC serie y uno paralelo. Realice un analisis en frecuencia de cada
uno de ellos e interprete los resultados. Asegurese de utilizar, entre otros, valores de R,
L y C disponibles en el laboratorio y de que las tensiones y corrientes de interés puedan
ser provistas y medidas por las fuentes y osciloscopios disponibles, respectivamente. En
su analisis incluya la impedancia interna de la fuente, la resistencia interna de la bobina
y la impedancia de entrada del osciloscopio.

3.6. Parte experimental

1. Arme un circuito RLC serie con valores basados en la simulacién del punto ante-
rior. Mida las variables necesarias para graficar el diagrama de Bode, determine el
ancho de banda del circuito, su factor de calidad y estudie la disipacién de potencia.
Explore al menos tres valores de ) y demuestre experimentalmente que en reso-
nancia, la amplitud de la caida de tensién sobre L o C puede ser mayor
que la amplitud de la tensién aplicada por la fuente.
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2. Arme un circuito RLC paralelo basado en sus simulaciones.

» Estudie todos los conceptos analogos al caso anterior.

= Verifique experimentalmente que dadas L y C, existe cierto valor umbral de
R por encima del cual es imposible que haya resonancia (guiese por la ecua-
cién 3.19).

= Verifique (o refute) experimentalmente la validez de las afirmaciones expresa-
das en la observacién 2 de la pag. 24.
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