
Magnetismo Cuántico y
Electrones Correlacionados

LECTURE 0
Segunda Cuantización

1.1. Estados de Fock

Supongamos que {|φi〉}N
i=1 forman una base ortonormal de estados de

una part́ıcula:

(1.1) 〈φi|φj〉 = δij.

Definimos a†
i como el operador de creación del estado i y a su hermı́co

conjugado, ai, como el operador de destrucción. Ambos estan definidos
con respecto al estado vaćıo |0〉i, de forma tal que:

(1.2) |φj〉 = a†
i |0〉i, ai|0〉i = 0.

El operador de número de part́ıculas en el orbital i se define como

(1.3) ni ≡ a†
iai.

El espacio de Fock se define como el espacio de Hilbert que contiene
cualquier estado f́ısico con numero arbitrario de part́ıculas. Es preciso
notar que tales estados son completamente simétricos (antisimétricos)
para el caso de bosones (fermiones). Los llamados estados de Fock
están etiquedados por los números de ocupación ni,

(1.4) |n1, n2, ....〉 ≡ P η
n1∏

l=1

φ1(rl)
n1+n2∏

l=n1+1

φ2(rl)... =
∏

i

(a†
i )

ni

√
ni!

|0〉i

y forman una base conveniente para generar el espacio de Fock. El op-
erador P η (η = 1 para bosones y η = −1 para fermiones) simetriza (η =
1) o antisimetriza (η = −1) la funcion que está a su derecha respecto
de la permutación de cualquier par de coordenadas. La condición de
simetŕıa (antisimetŕıa) de los estados de varios bosones (fermiones)
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se traduce en relaciones de conmutación (anticonmutación) que deben
ser satisfechas for los correspondientes operadores de creación y de-
strucción:

[
ai, a

†
j

]

η
= aia

†
j − ηa†

jai = δij,
[
ai, aj

]
η

= 0.(1.5)

Queda como ejercicio para el lector deducir estas relaciones de con-
mutación (anticonmutación) a partir de las ecuaciones (1.3) y (1.4). El
número total de part́ıculas, N , es simplemente la suma de los ni:

(1.6) N =
∑

i

ni.

Las relaciones de conmutación (anticonmutación) definen el álgebra de
los operadores de segunda cuantización. Esta álgebra es invariante
ante transformacione canónicas. En particular, dejamos como ejercicio
verificar que una tranformación unitaria de la base de estados una
part́ıcula:

(1.7) a†
α =

∑

i

Uαia
†
i , U †U = I,

deja las relaciones de conmutación (1.5) inalteradas.

1.2. Operadores Bilineales

Supngamos que Â es un operador bilineal en los operadores de creación
y destrucción. En tal caso, Â tiene una matriz asociada de elementos
Aij de forma tal que:

(1.8) Â =
∑

ij

a†
iAijaj ≡ a† · A · a .

En lo que sigue supondremos que A es una matriz hermı́tica y definida
en la base de estados |φi〉, es decir, un operador de un part́ıcula.

Las relaciones de conmutación de operadores bilineales con oper-
adores lineales son particularmente simples. Todo operador lineal v̂†

tiene asociado un vector v de componentes vi de modo tal que:

(1.9) v̂† =
∑

i

via
†
i = v · a†.

Dejamos como ejercicio demostrar que

(1.10)
[
Â, v̂†

]
= (Av) · a†.
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Si v es un autovector de A con autovalor v, diremos que v̂† es un

autoperador de
[
Â,

]
con autovalor v. Este resultado es útil para rotar

el operador v̂†:

eiθÂv̂†e−iθÂ = v̂† + iθ
[
Â, v̂†

]
+

(iθ)2

2

[
Â,

[
Â, v̂†

]]
+ ... = eivθv̂†.

(1.11)

Toda matriz untaria se puede escribir en términos de un conjunto
de generadores hermı́ticos Aα y parámetros θα:

(1.12) Uθ = ei
P

α θαAα .

La versión de este operador en el espacio de Fock (espacio de estados
de varias part́ıculas) se define como:

(1.13) Ûθ = ei
P

α θαÂα .

Usando la relación (1.11) dejamos como ejercicio verificar que v̂† trans-
forma bajo Ûθ de la siguiente forma:

(1.14) Ûθv̂
†Û−1

θ = (Uθ · v) · a†.

Demostrar también que la relación de conmutación entre dos oper-
adores bilineales esta dada por:

(1.15)
[
Â, B̂

]
= a† · [A, B] · a .

tanto para bosones como para fermiones.
subsectionEjemplo: Algebra de Esṕın
Las componentes del operador de esṕın son ejemplos de operadores

bilineales:

(1.16) Sα =
1

2

2∑

ss′=1

a†
sσ

α
ss′as′ ,

con α = x, y, z y

σx =

[
0 1
1 0

]
, σy =

[
0 −i
i 0

]
, σz =

[
1 0
0 −1

]
.

Dejamos como ejercicio final de esta sección verificar que las compo-
nentes del esṕın satisfacen las relaciones de conmutación de las com-
ponentes del momento angular:

(1.17) [Sµ, Sν ] = iεµνγSγ,

donde εµνγ son las componentes del tensor totalmente antisimt́rico o
tensor de Levi-Civita.
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1.3. Hamiltonianos sin Interacciones

Los Hamiltonianos cuadráticos más simples son de la forma

(1.18) H =
∑

jj′

a†
j(Hjj′ − µI)aj′ =

∑

k

(εk − µ)b†kbk,

donde I es la matriz identidad, H es una matriz hermı́tica, εk son sus
autovalores, vk son sus autovectores y b†k = a† · vk. La cantidad µ
es el potencial qúımico que regula el numero promedio de part́ıculas.
Estos Hamiltonianos describen sistemas no interactivos. La función de
partición asociada con H es:

Z = Tre−H/T =
∏

k

nmax∑

nk=0

e−
(εk−µ)nk

T =
∏

k

(1− ηe−
(εk−µ)

T )−η,

donde nmax → ∞ para bosones y nmax = 1 para el caso de fermiones.
La enerǵıa libre que resulta de esta ecuación es:

(1.19) F ≡ −T ln Z = ηT
∑

k

ln (1− ηe
−(εk−µ)

T ).

Las probabilidades de ocupación de cada estado k es equilibrio ter-
modinámico que resultan de F son:

(1.20) 〈b†kbk〉 =
∂F

∂εk
=

1

Z
Tr

[
b†kbke

−H/T
]

= (e
(εk−µ)

T − η)−1,

que son las funciones de Bose para η = 1 y de Fermi para η = −1.


