LECTURE 1
Electrones en Solidos

2.1. Teoria de un electron

Un electrén que se mueve en un potencial periddico esta descripto por la
siguiente ecuacion de Schodinger que define la estructura de bandas:

w2 .
@D H(0) = | =5V V() | 6 (7) = (@)

donde v es un indice de banda, ¢} _(z) es la funcién de onda de Bloch, e},
es el autoenergia y s =T, | indica el autoestado de S*. En lo que sigue
suprimiremos el indice de banda para simplificar la notacién. La ecuacién
de Schodinger para N, electrones se reduce a un conjunto de eacuaciones
de la forma (2.1) sélo si el Hamiltoniano es una suma de Hamiltonianos de
una particula.

Ne
2.2) H' =Y H(Vix).
=1

Los autoestados de (2.2) son estados de Fock que corresponden a determi-
nantes de Slater de la forma:

1
(23) \If[ks} (Xl, ..... >XN5) = Wdeti]’ [¢kisi (Xj)],

y las correspondientes autoenergias son:

Ne
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El estado fundamental corresponde a ocupar los N, estados de menor en-
ergia, y el maximo autovalor de energia entre los estados ocupados se de-
nomina nivel de Fermi: max|[ey°].

El Hamiltoniano que incluye interacciones entre electrones es:

1
o 0 el—el
(2.5) H="H"+ 5 '%A Uxj—x;*
i#]

el—el

‘H no es mds separable en presencia de vy _5 .
1 Xj

mas dificil diagonalizarlo.

Buena parte de la interaccion Coulombiana entre electrones puede in-
corporarse en el Hamiltoniano de una particula mediante una modificacion
del potencial i6nico.

y esto hace que sea mucho

N,
. ¢ h2 .
(2.6) H =) { V2 4 Vion(x;) 4+ v x;, pl |
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donde v*//[x;, p] es una funcional de la densidad en el estado fundamental.
Existen varios tipos de aproximaciones para obtener el potencial v*//[x;, p].
La mayoria de los calculos de estructura de bandas suponen que la funcional
v/ I [x;, p] es local, es decir, que depende de p, y tal vez de sus derivadas,
evaluados en el punto x. A su vez, p se calcula de forma autoconsistente
resolviendo la ecuacion de Schrodinger asociada con HO.
Las interacciones residuales son
(2.7) Uiy = v, — [V (3x5) + v ()] /Ne.

La transformacién v —¢ — v;; da cuenta del apantallamiento, es decir, la

interaccion efectiva decae mds rapidamente con la distancia que la inter-
accion desnuda. En metales, la interaccion apantallada decae exponencial-
mente en una longitud caracteristica AT¥" (longitud de Thomas-Fermi). En
realidad, el apantallamiento es un fenémeno dindmico que involucra fluc-
tuaciones colectivas de carga cuya frecuencia caracteristica es la frecuencia
de plasma. Si la frecuencia de plasma es mucho mayor que la energia de las
excitaciones que queremos describir, la interaccion v puede ser considerada
como instantdnea.

Las aproximaciones de un sélo electron suelen ser ttiles para predecir la
estructura de muchos materiales. Sin embargo, las interacciones residuales
ve’=¢l — §;; son imprescindibles a la hora de describir muchos estados
de la materia tales como el magnetismo, el érden de carga electrénica, la
superconductividad, etc. Esto ha dado lugar a una rama de la materia con-
densada conocida como “electrones altamente correlacionados”. En este
curso aprenderemos algunas técnicas para tratar este tipo de problemas.
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2.2. Campos e interacciones

Para trabajar en el espacio de Hilbert generado por los estados de varios
electrones es conveniente usar segunda cuantizacion. La idea es respresen-
tar los estados por medio de operadores de creacion de particulas que actian
sobre el estado vacio |0). En particular definiremos a v} (x) como el oper-
ador que crea una particula localizada en el punto x en el estado de espin
s

(2.8) [x, ) = ¢{(x)10)
La condicion de ortonormalidad de los estados |x, s) implica que:
(2.9) (x',8'|x,8) = 0(x — x')dsy

Usando la ecuacién (1.7) podemos expandir el operador de campo electronico
en cualquier base ortonormal de estados {¢} de una particula:

(2.10) Yix) = i (%)l

Normalmente es conveniente elegir a los {¢} como la base de autoestados
de Hamiltoniano de una particula HP. La condicién de antisimetria de la
funcion de onda respecto del intercambio de cualquier par de fermiones,
implica que los operadores de creacion y destruccion de particulas obedecen
obedecen reglas de anticonmutacion:

2.11) {$l(x), ¢ (x)} = d(x — X).dss

El operador de densidad local de define como:

212)  px) =D vlx)U,(x) =D 67 (x)dy (x)clepy

El operador p(x) permite obtener la densidad de probabilidad de encontrar
un particula en la posicién x con cualquier estado de espin. Es importante
notar que, en general, el operador de densidad local tiene términos no diago-
nales ¢ # ¢’. p(x) es la representacion en segunda cuantizacion del operador
densidad de Schrodinger

(2.13) p(x) =) d(x —x).

El estado de Fock |x1, Xs, ...) es una autoestado de /(x) con autovalor p(x).
Por lo tanto es natural representar el operador local H usando los operadores
de campo y densidad local dados por las ecuaciones (2.12) and (2.10). Es
decir:

(2.14) H = H® + H,
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donde

2
215 H'=)_ / Iz Pl (x) {_j_mw + Vo (x) | ¥, (x),

y
R = / & dy 5(x,y) [Hx)(y) — (x — y)p(x)]
@1o = 5 [ Erdyatay) Y uleul )0, 30,00

ss’

El orden normal (operadores de creacion a la izquierda y de destruccion a la
derecha) de la segunda linea de (2.16) elimina el término de autointeraccion

0(0)0(x — y)p(x).

2.3. Magnitud de las interacciones en metales

En qué casos esperamos que el término H'~¢ pueda tener un efecto dramético
sobre la correlaciones electronicas del estado fundamental y los estados ex-
citados de baja energia? Crudamente hablando, cuando el cociente entre la
energia de interaccion Coulombiana y la energia de Fermi,

62

(2.17) 9= —"0

Kep(rij)

se hace mucho mayor que uno. Aqui ~ es la constante dieléctrica del mate-
rial, <7’ij> es la distancia media entre electrones, e es la carga del electron y
er es la energia de Fermi medida desde el fondo de la banda de conduccion.
En general, el efecto de la interaccion Coulombiana entre electrones es débil
cuando las bandas de conduccién son de caréacter s o p. Por el contrario,
la interaccon entre electrones se vuelve muy importante en lantdnidos y
actidos debido al caracter f de sus electrones de conduccién o valencia. Lo
mismo ocurre con muchos compuestos que contienen metales de transicion
(orbitales de carécter d) tales como los cupratos superconductores de alta
temperatura critica.

En general, siempre se trabaja con modelos efectivos que solo incluyen
los grados de libertad de més baja energia. Esto es necesario porque el es-
pacio de Hilbert de H{ aumenta exponencialmente en el nimero de grados
de libertad (por ejemplo orbitales atomicos) del sistema considerado. La
derivacién de un modelo efectivo que deriva de otro mas fundamental, en
este caso ‘H, se denomina renormalizacion. En este curso veremos algunos
ejemplos de renormalizacion. Normalmente, aunque no siempre, la renor-
malizacion de basa en la aplicacion controlada de teoria de perturbaciones.
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2.4. Itercambio ferromagnético

Considermos ahora el problema de dos electrones de valencia que pueden
ocupar dos orbitales de una particula ¢, y ¢o con energias €; y €, respecti-
vamente. Vamos a suponer que el resto del espectro estd separado de estos
estados por un gap que es mucho mayor que (v|°~|v), donde |v) es al-
guno de los estados que estamos considerando mientras que |v) es alguno
de los estados que estamos proyectando fuera del espacio de Hilbert. En
la realidad, estos dos estados podrian ser parte de un multiplete atémico
0 molecular de bajo momento momento angular. Para fijar ideas vamos a
suponer que ¢ son orbitales atdmicos con proyeccion de momento angular
L? bien definida, L*|¢;) = my|¢i), y m1 # mo. Veremos ahora como se
remueve la degeneracion del espectro sin interacciones (ver Fig.1) una vez
que incluimos la interaccién Coulombiana entre electrones.

€, ‘4“'_ &
€ _*W_ &

E=2¢, E=2s,

E=¢ te,

Figure 1. Autoestados y autovalores del Hamiltoniano sin interacciones

Como ya vimos, el término de interaccion entre electrones se puede
escribir como:

Qi8) A= / d'z d'y o(,y) Y OIUL () (1), (%),

ss’

Haciendo uso de la ecuacion (2.10) podemos reescribir He=¢ en funcién
de los operadores cj»s (¢;s) que crean (destruyen) un electron con espin s en
el orbital ¢;. Recordemos que 7 sélo toma dos valores (¢ = 1, 2) en el caso
que estamos considerando porque los demas orbitales han sido proyectados
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fuera del espacio de Hilbert. El resultado es:

(2.19) He = 2U12n1n2+U11TL1T711¢+U22”2T”21+JF Z 013033/015'025

ss’

donden; =), cl.¢;.. Los parametros de interaccién de los términos direc-
tos son

1 o
(2.20) Ui =5 [ db o 3)l6) Ploe ()

mientras que el pardmetro de intercambio es

@2y g = / A3y T(x, y)61 (%)65 (%) 2(y) 513,

Es evidente que los U;; son positivos y que JZ es real. También es evidente
que J¥ > 0 para una interaccion repulsiva de contacto 0(x,y) = ud(x — y)
(u > 0). Es simple demostrar que J¥ permanece positivo para la inter-
acciéon Coulombiana de largo alcance 9*(x,y) = €*/|x —y| (s6lo hace
falta notar que 9”(x,y) es un operador definido positivo en el espacio de
funciones de onda de dos particulas).

Si € + €2 + U < min|2¢; + Uy, 265 + Uy, los estados de mads
baja energia contienen un electrén en cada orbital. Estos estados se pueden
describir completamente dando el estado de espin de cada uno de los dos
electrones. Una base posible para este subespacio es la siguiente:

(222) {|81782>}7 S5 :Tvl

Es simple verificar que el término J de la ecuacién (2.19) actda como un
término de Heisenberg sobre este espacio de estados de espin:

1
223)  Hues =J" Y elchyerpey, = —2J" (81 -Sy + an) :

ss’

donde
(2.24) S,

1 S
5 CisOss'Cigry
ss’

y o es el vector de matrices de Pauli. Notemos que n1m, = 1 en espacio de
Hilbert reducido que generan los estados (2.22). La ecuacion (2.23) muestra
explicitamente que la repulsion Coulombiana ha generado una interaccion
efectiva ferromagnética entre espines que ocupan orbitales cuasi degener-
ados. La integral de intercambio (2.21) depende del solapamiento entre
ambos orbitales. El argumento fisico que explica la genracién de dicha in-
teraccion ferromagnética esta ligado al principio de exclusion de Pauli. La
parte orbital de la funcion de onda con espines paralelos tiene que ser an-
tisimétrica. Esto implica que se anula para x = y, es decir, en la region
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donde el potencial Coulombiano es maximo. El efecto es de primer orden
en la interaccion Coulombiana y da origen a la primera regla de Hund en
fisica atomica: los electrones de valencia ocupan los orbitales de una capa
abierta de forma tal de maximizar el espin total.

Exercise 1. Derivar cuidadosamente la ecuacion (2.19) a partir de las ecua-
ciones (2.18) y (2.10).

Exercise 2. Derivar cuidadosamente la ecuacién (2.23).

Exercise 3. Calcule los autoestados y autovalores de Hyeis y clasifiquelos
por medio de los nimeros cudnticos de espin total y su proyeccion sobre el
eje de cuantizacion z (autoestados de S; + So y ST + .55).

Exercise 4. El Hamiltoniano H es explicitamente invariante ante una rota-
cion global de las coordenadas y el espin. El Hamiltoniano de Heisenberg
[ecuacién (2.23)] es un modelo de bajas energias que derivamos por medio
de una proyeccion de H sobre el subsepacio generado por sus autoestados
de més baja energia. Esto implica que Hyeis debe ser tambien invariante
ante rotaciones globales. Demostrar que el Hamiltoniano mas general que
describe la interaccion de dos espines 1/2 y es invariante ante una rotacién
global tiene la forma:

(2.25) JS1 Sy +0b.

Optativo: si se anima repita el ejercicio para el caso de dos espines S = 1y
demuestre que en tal caso el Hamiltoniano més general es:

(2.26) JS1 Sy + K(S;-S3)” + 0.

Exercise 5. Pruebe que las componentes de S; satisfacen relaciones de con-
mutacién de momento angular [dlgebra su(2)]. Demuestre que las compo-
nentes de S; y S; conmutan si i # j. Encuentre una expresion simple de S?
como funcién de n;.



