LECTURE 3
Modelo de Hubbard 11

4.1. Temperatura finita

En la clase anterior derivamos las expresiones del gap y del pardmetro de
orden a temperatura zero para una onda de densidad de espin antiferro-
magnética:

(4.1) (%) = me'QT.

En particular vimos que, bajo la aproximacion de campo medio, el Hamil-
toniano con interacciones se reduce a un problema de una particula que se
mueve en el campo efectivo que producen las demds. Los correspondientes
autoestados de un particula son

(4.2) ME(k) = —fi + /e + A2

También vimos que la energia por sitio, o densidad de energia, tiene una
contribucion constante que viene del término U(ny1n,) y que es igual a
U(m?* —n?/4). A partir de aqui nos concentraremos tinicamente en el caso
de banda semillenan = 1. La teoria de temperatura finita se obtiene a partir
de minimizar la densidad de energia libre:

1 U A? kgT _ A9
- —_ - kT
(4.3) AT, A) T N hl{klsyl {1+e B }}

Dado que la densidad de estados p(e) es simétrica alrededor de ¢ = 0
(simetria electrén-hueco), el potencial quimico se fijaen i = u—U/2 = 0,
y este valor no depende de la temperatura. Insertando la ecuacién (4.2) en
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28 CDB, MAGNETISMO CUANTICO Y ELECTRONES CORRELACIONADOS

(4.4) obtenemos la siguente expresion de la densidad de energia libre:

U A kT (k) + A2

1 2
(44) QT 1, A) = +———§kjln{4cosh T )

4 U N

Minimizando la densidad de energia libre en funcion de A obtenemos la

ecuacion del gap a temperatura finita:

1 U ver(k) + A2

— Z tanh k) + =1
N 4= /e (k) + A2 2kpT
A T = 0 recobramos la ecuacién (3.40). Por otro lado sabemos que el
antiferromagnetismo deberia desaparecer por encima de una temperatura
critica Ty. Es decir que tanto m como A = Um son zero para 1" > Ty.
Veamos ahora como colapsa el gap cuando la temperatura se aproxima al

valor critico Ty. Suponiendo que la densidad de estados es constante obten-
emos:

4.5)

w/2 2(k A2
4.6) w_ / de p Vet +
Uu Jo

tan
NEREYS 2kpT
El valor de Ty se obtiene de esta ecuacion haciendo A = 0:

wj/2 2(k A2 W/4kpTnN
%4 / tanh\/e( )+ %:/ dx
0 0

tanh x—
2kpT € an xa:

U
W/AkBTN |y pdx

W
4.7 = In (W/4krT) tanh — .
@4.7) 0 (W/4ksTy) tanh = /0 "

En el limite de acoplamiento débil, U < |t|, podemos suponer que kg1 <
W. Por lo tanto tanh % ~ 1y el limite superior de la integral del se-
gundo término de puede extender hasta infinito. El resultado de esta integral

es —In4vy/m con v = €7 (yg es la constante de Euler). Por lo tanto:
(4.8) kpTy = W-Le WU,
m

La relacién entre la temperatura critica Ty yel gapal = O es
4.9) 2A(T = 0) ~ 3.35kpTy.

Esta relacion es la misma que la que se obtiene en la teoria BCS que de-
scribe el estado superconductor (en lugar de antiferromagético) en el limite
de acoplamiento débil.

Para estudiar la dependencia funcional del gap, A(7"), cerca de TV,
expandimos la integral de la ec.(4.6) hasta el orden A2, El resultado es:

TN—T)NT—TN:_AAQ

Tn TN

T
(4.10) In E =In (1 —
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con A > 0. Es decir que cerca del punto critico A se va a zero como

\/TN(TN — T)

| 82 T
@.11)  A(T) ~ %@TN, /1 7o = 396k Tn(Ty = T).

Este exponente critico 1/2 es el caracteristico de transiciones fase descriptas
a nivel de campo medio.

El cambio de la densidad de energia libre cerca de Ty se puede aproxi-
mar por:
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(4.12) DS e e 7<,(3)W(TN T)?.

La onda de densidad de espin genera una contribucién finita al calor es-
pecifico, C, = —T(9*Q/0T?), a0 < T < Ty. Esta contribucién desa-
parece por encima de la temperatura critica 7 dando lugar a un escalén
o discontinuidad. La forma de esta anomalifa del calor especifico es un
sello de la teoria de campo medio en el limite de acoplamiento débil. La
magnitud de la discontinuidad que aparece a 1" = Ty es:

1672
@13)  CT =Ty —0) = Cu(T = Ty +0) = ok pler) T,
donde recordamos que 1/ corresponde a p(er). Dado que en la aproxi-
macion de campo medio el calor especifico para T’ > T}y tiene que coincidir
con el de la toria no interactuante,

2 2
(4.14) CuT =Ty +0) = Z-Kppler) T,

deducimos que el cociente universal asociado con el salto del calor es-
pecifico en el limite de acoplamiento débil es:
CU(T:TN—O)—CU(T:TN—FO) 12

(4.15) T =Tr 10 -7 = 1.43.
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4.2. U Negativo y Simetrias del Modelo de Hubbard

En esta seccion veremos que el modelo de Hubbard con hopping a primeros
vecinos y banda semillena contiene algunas simetrias adicionales si la red es
bipartita. Una red es bipartita si y s6lo si se puede separar en dos subredes,
Ay B,y los primeros vecinos de una sitio en una subred dada pertencen
a la otra subred. Ejemplos de redes bipartitas son la cadena lineal, la red
cuadrada, la red panal de abejas (“honeycomb™), la red ctbica, etc. Sopng-
amos entonces que tenemos un modelo de Hubbard con hopping a primeros
vecinos sobre una red bipartita:

(4.16)

Herunp = —tZ(CICHG‘FCIMCI«)_UZ(”rT_l/Q)(”ri_l/Q)_“znr‘
r,0 r r

Ya sabemos que Hyy,pb €S invariante ante una rotacion global del espin. En
ubb

particular, la expresion local de esta invariancia se manifiesta del siguiente

modo:

4.17) [H b, S7] = 0,
donde
(4.18) Sr=> S

Recordemos el operador de rotacién en un dngulo ¢ alrededor del versor n
es:

(4.19) Uy = 5T,

En particular, la ecuacion (4.17) se obtiene expandiendo la ecuacion de in-
variancia de Hyyp), ante rotaciones finitas,

(4.20) ST H i mpe ST = Hirpn,

hasta el orden lineal en (.
Veamos que ocurre cuando realizamos la siguiente transformacion electron-
hueco en uno de los canales de espin:

G T G
= —  Qr.f
4.21) Crp = €77¢.
Esta es una transformacién candnica ya que conserva las relaciones de

anticonmutacién. Usando la transformacion (4.21) podemos reescribir el
Hamiltoniano de Hubbard en funcién de los nuevos operadores fermiénicos:

Hruby = —tZ(cIch + Ci+6cr) - UZ(”rT —1/2)(ne) = 1/2) - hz S;.
r,0 r r
4.22)
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Para derivar esta expresién hemos usando que 72, = 7i,,. Notemos que
el modelo obtenido en los nuevos operadores fermidnicos sélo difiere del
original en dos aspectos. El primero es que el signo de U ha cambiado, es
decir, la interaccion local repulsiva se a vuelto atractiva. El segundo as-
pecto es que el término de potencial quimico se ha convertido en un campo
magnético efectivo a lo largo del eje z:

(4.23) h = hz = 2us.

En otras palabras, el tltmo término de la ec.(4.22) se puede interpretar como
una interaccién de Zeeman entre el campo h y la “magnetizacion” total Sy
h-Sr. El caso de banda semillena se obtiene para ;4 = h = 0. En este caso,
la expreson (4.22) se vuelve explicitamente invariante ante las rotaciones
generadas por

(4.24) S; = Z S,.
Es decir,
(4.25) [Hitabb, St = 0.

Es simple verificar que las componentes de Sy transforman como las com-
ponentes de un momento angular, es decir, cierran un algebra su(2):

(4.26) [SH, SW] — G,

La ec.(4.25) complementa la ec.(4.17) y nos dice que, en el limite de banda
semillena y para una red bipartita, el grupo de simetrias de Hyp, S€ ex-
pande a SO(4)=SU(2)®@SU(2). Los generadores la nueva dlgebra su(2) son:

S o= Y8 =Y et 1),

~ ~ 1
Sy = ZS}{ =9 Z(CITCL = CryCrp),

~ ~ 1

(4.27) Spo= ) Sr= 5 > (eliel, + e,

Esta nueva simetria SU(2) afecta al canal de carga y, como veremos en
la siguiente seccidn, tiene consecuencias interesantes para fases ordenadas
del modelo de Hubbard con U atractivo. Por otro lado, la transformacion
canonica (4.21) permite mapear las soluciones del modelo de Hubbard con
U > 0 en soluciones del modelo de Hubbard con U < 0. Dado que esta
transformacion intercambia los canales de carga y de espin (los generadores
del élgebra su(2) de espin se mapean en los generadores del dlgebra su(2)
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de carga y viceversa), es interesante preguntarnos en qué fase se mapea la
onda de densidad de espin que encontramos para el caso de U > 0.

4.3. Magnetismo y Superconductividad

En las secciones anteriores vimos que el modelo de Hubbard de U > 0 tiene
un estado fundamental que incluye una onda de densidad de espin. Aunque
consideramos el caso de una onda de spines polarizados a lo largo del eje z,

(4.28) (S7) = m,e'QT,

esta claro que, dada la simetria de rotacion de Hypp, €xisten también las
soluciones en que los espines estin polarizados a lo largo de un eje arbitrario
n. En general, cualquiera de estos casos corresponde a una combinacién
lineal de las tres componentes de la magnetizacion local o pardmetro de

orden antiferromagnético. La primera esta dada por la ec.(4.28), mientras
que las otras dos son:

(53) = mae@r,

(4.29) (S¥) = m,e Q.
Estas dos componentes se pueden combinar del siguiente modo:

(S5) = (S) +i(SY) = mye@T,
(4.30) (S5) = (S7) —i(SY) =m_e' .
con my = m, & im,. Sabemos que, si la red es bipartita y la banda semil-
lena, la transformacién candénica (4.21) mapea U en —U. Por lo tanto, para
saber cudles son la componentes del parametro de orden que caracteriza
el estado fundamental correspondiente al caso U < 0 simplemente ten-

emos que aplicar la transformacién candnica a las tres componentes (4.28)
y (4.30). La componente z se mapea en una onda de densidad de carga:

1—n,
2

mientras que las componentes + y — se mapean en un parametro de orden
superconductor singlete (tipo s) y su conjugado:

(ehel) = €97(8) = my e,
(4.32) (Cpypp) = €FT(ST) =mie P

r

(4.31) (57) =

> — 7,nzeiQ-r7

Esta simple observacién explica el origen de la similaridad que econ-
tramos entre la teoria de ondas de densidad de espin y la teoria BCS. La
transformacion canénica (4.21) mapea la componente z de la onda de den-
sidad de espin en una onda de densidad de carga y las componentes = € y
en una fase superconductora singlete tipo s. La simetria SU(2) de carga
que encontramos en la seccion anterior permite rotar la onda de densidad



LECTURE 3. MODELO DE HUBBARD 11 33

de carga en una estado superconductor y viceversa. Este es el motivo por el
que ambos estados estdn degenerados para banda semillena. Es facil con-
vencerse de que la inclusidon de un potencial quimico finito (sistema fuera
de la condicién de banda semillena) estabiliza la fase superconductora re-
specto de la onda de densidad de carga.

Exercise 11. Demuestre explicitamente que las componentes del vector S,
tienen las mismas relaciones de conmutacién que las componentes de un
momento angular, es decir, cierran un algebra su(2).

Exercise 12. Demuestre explicitamente que el Hamiltoniano de Hubbard
es invariante an rotaciones globales de espin. En otras palabras, demuestre
que [HHubba ST] =0.

Exercise 13. Suponga que al Hamiltoniano de Hubbard con U > 0 (re-
pulsivo) le sumamos una interaccién de Zeeman de la forma: B ) S?.
Coémo se transforma este término ante la transformacién canénica (4.21)?
El término de Zeeman favorece una fase antiferromagnética canteada con
una componente uniforme de la magnetizacion a lo largo del eje z y una
componenete antiferromagnetica en el plano zy. Cudl es la fase correspon-
diente para el caso de U < 0?

Exercise 14. Suponga ahora que al Hamiltoniano de Hubbard con U > 0
(repulsivo) le sumamos una interaccion de Ising de la forma

(4.33) J. Y SiSis,
ré

con J, > 0 (interaccién antiferromagnética). Como se transforma este
término ante la transformacidn canénica (4.21)? Esta claro que el término
de Ising estabiliza el estado fundamental antiferromagnético con los espines
polarizados a lo largo de eje 2 respecto del antiferromagnetismo en el plano
xy. Cudl es la contrapartida de este fendmeno en el caso de U < 0?
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Exercise 15. Demuestre que la ecuacion variacional (3.39) es equivalente a
la ecuacion de autoconsistencia que se obtiene al calcular (S*(r)).



