LECTURE 5
Magnetismo Cuantico en una Dimension

6.1. Red Diente de Sierra

En la clase anterior vimos que, a bajas energias, un modelo de Hubbard
a banda semillena se reduce a un modelo de Heisenberg para U/|t| lo su-
ficientemente grande. Veamos ahora el ejemplo concreto del modelo de
Hubbard definido sobre una red “Diente de Sierra” como se muestra en la
figura 1:
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Huuwb = taa Z(CstC2j+25 + Coj4asCajs) +tan Z(CISCZ—HS + C141565)
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El Hamiltoniano efectivo se obtiene aplicando la transformacion candnica

Figure 1. Hamiltoniano de Hubbard definido sobre una red Diente de Sierra.

que introdujimos en la clase anterior:

(6.1) H=Jaa Y Ss-Sajra+Jap Yy Si-Su,
J !

con Jya = 4t%,/U y Jap = 4t%5/U . El Hamiltoniano efectivo H estd
ilustrado en la figura 2.
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thn a
Jap =477 Jaa =44

Figure 2. Hamiltoniano de Heisenberg definido sobre una red Diente
de Sierra que se obtiene en el limite de acoplamiento fuerte del modelo
de Hubbard ilustrado en la figura 1. Cada 6valo representa un estado
singlete entre los sitios correspondientes.

Para encontrar los estados fundamentales de (6.1) reescribiremos H
como una suma de Hamiltonianos sobre las unidades o plaquetas triangu-
lares que conforman la red Diente de Sierra:

(6.2) H=> H,
J

donde

(6.3) 7:lj = JaSaji1 - (S2j + Sajr2) + Ja4Sa; - Sajia.

En particular 7:{j se puede reescribir de la siguiente manera:

% (Sajs1+S2j+Ssj42) + (Jaa— Jap)S2; - Sajpo — QJE?B :
Supongamos ahora que J44 = Jap. En este caso el Hamiltoniano 7:lj se
reduce a:

(6.4) H; =

(6.5) H; = TB(Ssz +Sa; + Sgj12)" — 3 =,

Notemos que Sy 11 + Sa; +S2j42 es el espin total en el tridngulo 7, es decir
que H; se diagonaliza en la base de estados de espin total definido en el
tridangulo j. Dado que se trata de tres espines 1/2, los estados de espin total

definido son dos dobletes de espin 1/2 con energia —3.J45/4 y un cuarteto
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de espin 3/2 con energia 3.J 45 /4. En particular, esto implica que cualquier
estado que contenga un singlete en cada tridngulo de la red Diente de Sierra
es un estado fundamental de cada ﬂj y, por lo tanto, es también un estado
fundamental de H. De acuerdo con esta observacion, los dos estados

1 b b
(6.6) |‘1/;t> = WH(C;chgjill_C;jicgjin)“»'
J

que se muestran en la figura 2 son estados fundamentales de H. Veamos
ahora c6mo es la redistribucién de carga electronica en |¥F). Para ello
necesitamos evaluar el valor medio del operdor efectivo de densidad de
carga, p;, que segin vimos en la clase anterior estd dado por:

_ 8t% pt

Poji1 = e+ @—A;’?’AA [Saji1 - (Soj + Sajr2) — 2Ss; - Sajpo]
3 8t4 5t
P = e+ eAULgAA[SQj - (Sgj41 + Szj2) — 282541 - Sojyo

(6.7) + Sy - (SQj—l + SQj—Q) —2S9;_1 - SQj—Q]

Antes de evaluar los valores medios de estos operadores en los estados fun-
damentales |WF), es conveniente notar que (5;) = e VI en el limite de altas
temperaturas 7' > Japg, ya que (S; - S;) — 0Vl y k. Veamos ahora qué
ocurre cuando el sistema rompe la simetria a temperatura zero (1" = 0)
eligiendo uno de los estados fundamentales |\Ith>:

~ [ t45taa
<‘I’;k|P2j+1|‘I’;[> = e|l- 6%}
. _ t45tan t4ptaa
<\Ijg |p2j+1|‘;[/g> = € _1+12 U —6 U3
_ t4ptaa t4ptaa
(6.8) (US|pojr|V)) = e|1—6 ABUg + 12 Agg }

Claramente la densidad de carga es ahora distinta en las subredes Ay B, o
equivalentemente, en los sitios pares y los impares. Por otro lado esta claro
que la distribucion de carga es la misma para los dos estados fundamen-
tales, |\Iigi>, de modo que el parametro de orden que distingue entre estos
dos estados no es una onda de densidad de carga . La diferencia entre los
dos estados fundamentales aparece cuando analizamos el mecanismo de re-
distribucién de la densidad de carga. La interpretacion de la ecuacion (6.8)
es muy simple. En cada tridngulo de la red Diente de Sierra, cada uno de
los dos sitios que que estan conectados entre si por un singlete entregan una
carga 6et? st 44/U? al tercer sitio del tridngulo. La carga entregada por los
sitios de la subred B se desplaza una distancia a a lo largo del eje x, mien-
tras que la carga entragada por los sitios de la subred A se desplaza una
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distancia 2a en la misma direccion. En particular, la carga electrénica de
desplaza a la derecha en el estado |W7) y a la izquierda en el estado |V ).
Esto significa que la polarizacién por celda unidad es:

(6.9) (U2 P|W;) = £18eat? gt aax /U,

como se muestra en la figura (2).

Soliton

=

b)

Anti-Soliton

& O=-Pla >

Figure 3. Solitén que también es una estado fundamental de H.

Veamos ahora qué ocurre si creamos el soliton que se muestra en la
figura 3a), es decir, una transicién abupta del estado |WF) al estado |V ")
alrededor de un sitio dado 2k.

(6.10)

ks\ _ . 4ot ot ot
’\I’gs> = ONp2 H(C2jTC2j+1l_CleC2j+1T)C2ks H(CQjTC2jfll_02le2jflT)’0>'
i<k j>k

A estos solitones se los suele llamar tambien espinones porque portan espin
1/2. Estd claro que este estado soliténico es tambien un estado fundamental
porque satisface la condicién de tener un singlete por tridngulo. Si ahora
calculamos el valor medio de la densidad de carga en el sitio 2k obtenemos
(6.11) (U | 5oy | UE) = ¢ 1+24%

mientras que la densidad de carga en los demds sitios es la misma que la que
obtuvimos para los estdos |\If;t> En otras palabras, el solitobn que hemos
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creado posee una carga eléctrica
(6.12) )

Q = (Wl W) — (05 50 = (W5 P - $|0;) fa = 186 4400
Algo notable de este resultado es que los solitones portan una carga eléctrica
que es una fraccion arbitraria de e.

Por tltimo es interesante notar que el antisoliton porta una carga eléctrica
de signo opuesto, es decir que la carga topoldgica es proporcional a la carga
eléctrica. La figura 3b) ilustra el estado correspondiente a un antisoliton.
Sin embargo es importante tener en cuenta que tal estado no es un autoes-
tado de ‘H ya que el tridngulo donde se centra el defecto no contiene ningin
singlete. La determinacion de los autoestados exactos que corresponden a
la creacion de un antisoliton respecto de uno de los estados fundamentales
|\If;t> estd mas alla del objetivo de este curso. Simplemente diremos que
estas excitaciones elementales tienen una relacion de dispersion cuadrética,
w = k%/2m*, en el limite de longitud de onda larga k < 1. La masa
efectiva m* es proporcional a 1/.J.

6.2. Transformacion de Jordan-Wigner

En esta seccion introduciremos una transformacién muy util ya que revela
muchas de las propiedades fundamentales de Hamiltonianos unidimension-
ales de espines interactuantes. Supongamos que c} y ¢; son operadores de
creacion y destruccion de fermiones sin espin:

(6.13) {cheet =0 {cjiept ={cl,c} =0.

Es simple verificar que los operadores de espin 1/2 S, S;y S se pueden
expresar enteramente en funcion de los operadores fermidnicos:

S = c; e X<y M
S]_ = Biﬂ 2pejmr Cjs
. 1
(6.14) S = m

Para confirmar que esta transformacion es valida simplemente tenemos que
verificar que los operadores de espin satisfacen las relaciones de conmutacion
apropiadas:

(6.15) [SY, SY] = iet 1876,

Las identidades (6.14) se conocen como transformacion de Jordan-Wigner.
La relaciones de anticonmutacion de los operadores c} y ¢; en el mismo
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sitio son las mismas que las satisfechas por las matrices de Pauli (los fac-
tores exponenciales se cancelan en este caso). Por otro lado, los factores ex-
ponenciales transmutan las relaciones de anticonmutacion en relaciones de
conmutacion para operadores fermidnicos que crean o destruyen particulas
en sitios diferentes. Claramente la transformacion de Jordan-Wigner no es
unitaria ya que no conserva las relaciones de conmutacion.

Para verificar que los operadores no locales ¢'™ 2r<i ™ transmutan la es-
tadistica entre fermiones y bosones calcularemos el conmutador [S;L, S/
usando las expresiones fermidnicas para S;“ y S;". Sin pérdida de generali-
dad supondremos que j < I:

SSF = Tt Trand
STy

— C;f_emzj'gpd"pczf

= —C}LC} em ZJ’SP<I Tp

= c; et 2j<p<t ™ C}L,

(6.16) = (e Xt ”Tc; =SS

Es util escribir también la expresion de los operadores fermionicos en
funcion de los operadores de espin:

C;f» _ S;reiﬂ'ZT<]-(Sf+l/2),
¢ = TSI
o1

7 . ) . Z
A menos de una fase global, los transmutadores de la estadistica, '™ 2r<i (87 41/2) ,
corresponden a una rotacion de todos los espines r a la izquierda del con-

siderado (r < j) en un dngulo 7 alrededor del eje z. En otras papabras, el
operador c; crea un soliton centrado en el sitio j mientras que el operador

¢; lo destruye.
Es simple verificar que:

+ot+  _ tb
+ao— I |

Como veremos en la secciones siguientes, estas relaciones son muy ttiles
para resolver ciertos modelos de espines interactuantes.

Por dltimo es importante notar que la transformacion de Jordan-Wigner
para espin 1/2 se puede generalizar a cualquier espin. En particular, discu-
tiremos el caso de S = 1 para ilustrar la idea. En este caso introduciremos
operadores de creacion y destruccion de fermiones constrefiidos de espin
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s = 1/2 como los que usamos para derivar el modelo ¢ — J a partir del
modelo de Hubbard [Ec.(5.9)]:

g = (1= n.

Cgs C]s( n33)7
(6.19) Cis = (1—=mnys)c,
Si S;-’ son ahora componentes de espines S = 1 localizados en sitios j de
una cadena lineal, la transformacién de Jordan-Wigner generalizada es:

Sy = V(e mIna T feT g Tre )

Sy = VG TR e TR Ty

(6.20) S5 = fyp — iy

La inversa de la transformacién (6.20) estd dada por las siguientes rela-
ciones:

= %g@«ﬂ%)?sr,
1 . qz
(6.21) fj = _e’”rzk<j(sk)25'_

V2 j

- - z ¢t - z
¢y = Sifi, ¢ =155,
(622) A= =Sif =15

Esta transformacion permite mapear modelos ¢ — J unidimensionales (y sus
extensiones) en modelos de espines (S = 1) interactuantes.

Exercise 19. Para un modelo de Heisenberg definido sobre un tridngulo
equildtero (tres sitios conectados por una interaccion de intercambio .J) con-
struya un estado fundamental que tiene un valor medio no nulo del operador
densidad de corriente en cada “bond”.

Exercise 20. Verifique que los operadores de espin obtenidos a partir de

una transformacion de Jordan-Wigner de los operadores fermidnicos c} y ¢

satisfacen las relaciones de conmutacion (6.15).
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Exercise 21. Derive las identidades (6.18) a partir de (6.14). Demuestre la
siguiente generalizacion de (6.18):

T O B 73 DI
Si Sy = €GeS,
(6.23) SISy = C}L‘Cj—&-pemsz“HP o

Exercise 22. Usando la transformacion the Jordan-Wigner generalizada
(6.20) demuestre que el siguiente Hamiltoniano de espines S' = 1:

(6.24) H=J7Y[S; Sjs1+(S;-Sj1)],
J

se mapea en el modelo ¢t — .J generalizado
(6.25)

4+ 4 3
H=-J Z(C}scj+1s+c}+lscjs)+2jz S;Sj41+2J Z(l—nj+zlnjnj+l).
Js J J

Exercise 23. Demuestre que los operadores ij y [; tienen la siguiente
propiedad:

(6.26) {fl. fiy =485}

donde Sj+ y S; son conponentes de un espin S = 1.



