Estructura de la materia 4
Guia 3: The eightfold way
Parte A: teoria de grupos

1. Dé una definicion d&simétrico’ que valga tanto para un objeto, como para un sistema y comaoupaagrangiano, y
muestre que la definicibmatematicade Grupo se puede adaptar como el marco tedrico correctdrataaproblemas

con simetrias.

2. El grupoSU(2) se lo puede visualizar (y también se lo puede definir) a trdeési representacion fundamental que es
el grupo de matrices d2 x 2 unitarias de determinante igual a uno

(a) Muestre que esta representaciorb@g2) forma un grupo.

(b) Muestre que cualquier elemento de esta representaeipunesie obtener a través de la exponenciacion imaginaria
de un vector del espacio vectorial generado por la l@ése, %O’Q, %03}. O sea, sy € rep. fundamental d8U (2)
entonces existé € R3 tal queg = €299 Nota: en estos casos se llama ‘espacio tangente a la idaditida
al espacio vectorial, se llaman 'generadores del grupo’ a édementos de la basé%(ai}7;:17273), y se lo llama
'Grupo de Lie’ a esta clase de grupos. Observe que hay unatige entre el espacio vectorial y el grupo.

(c) En elgrupo se puede definir una distancia entre elementmcion de la distancia —definida de la manera usual—
entre log que le corresponden a cada elemento. Muestre que cualtpriegrgo del grupo puede ser generado con

productos de elementos de cualquier entorno de la identidad
(d) Muestre que los generadores del grupo satisfacen ubralge la cual el producto de dos elementos viene dado a
través del conmutador de ellos,
1 1 L
[z, §O'j] = ie’" —oy.

2 2

Nota: el algebra de los generadores de un grupo de Lie es laggueralmente se llama algebra de Lie, y le8*
son en este caso las constanes de estructura del grupo.

gk L

3. Tome ahora el grupSO(3), cuya representacion fundamental viene dada por las mamales ortogonales dex 3.
(O sea, el grupo de rotaciones tridimensionales.)

(a) Halle los generadores de este grupo de Lie.

(b) Halle las constantes de estructura de este grupo y cefap&on las dSU (2) del problema anterioNota: cuando
dos grupos de Lie tienen las mismas constantes de estrusttioaces son localmente isomorfos. ¢ Puede mostrar
eso? (*)

4. Muestre que el tensor antisimétrico de rango y dimensiég,2es invariante ante cualquier matriz de la representacion
de SU(2) de dimensidn 2 segun
UleU* = e.
(Ayuda: muéstrelo pard’s en un entorno de la identidad y luego muestre que debe paler cualquierU € SU(2).
Este truco es muy util en demostraciones que tienen que wegropos de Lie.)

5. Sean dos subespacios de Hillfgit, con estados posiblés;—1. ) Y |¥j=1...m), respectivamente.

(a) Muestre que si el sistema es tal que su estado puede sroalgH; o de’H, entonces la base de estados posibles
para el sistema som+ m estados. Halle estos estados. (En este caso se dice quermbsi® halla en un estado
de la suma directa{; ® Hs.)

(b) Muestre que si en cambio el sistema es tal que es una caciyinde’{; y de’H,, 0 sea por ejemplo que hay una
particula erf{; y otra enH> que no interactuan entre si, entonces la base de estadbkepgsira el sistema son
n - m estados. Halle estos estados. Reflexione sobre cémo a egae das particulas no interactuan se pueden
formar estados queo corresponer una particula en un estado y la otra en otro, sino que estataaados los
sistemas. (En este caso se dice que el sistema se halla eilado @sl producto directt(; ® Hs.)



6. Se define como producto directo de matriceszab del siguiente modo
(CL & b)rs = aijbkl

donde los indicesy s valenr = ik = 11,12,13, ...,1n, 21,22, ..., 2n....mn (suponiendoqué=1..my k = 1..n) y
s = j1 en modo analogo. O sea, por ejempla; & R?>*?y b € R**3 entonces

a11bir  aibiz  a11biz  ai2bin  aizbiz  a12b13
b b b a11bor  ai1bae  a11baz  aizbar  aizbar  a12b23
h— a1l a2 b b b _ 11031 a11032 @11033 12031 @a12032 @12033
a® - ® 21 22 23 - b b b b b b
az1 a2 b b b a21011  G21012 @21013 Q22011 Aa22012 @a22013
31 32 33 b b b b b b
a21021 G22022 Q21023 Q22021 A22022 @A22023
a21b31  a21b32  a21bsz  azebai  azabsx  azabssz

(a) Muestre que esta definicion implica que cualquier opénague se realice sobre uno de los espacios de Hilbert
factor del producto directo es independiente de lo que dieeesobre el otro espacio. O sea, que

(a®b) (c®d)=(a-c)®(b-d)

(b) Halle que en efecto esta definicion de producto directmdgices sirve para operar sobre el espacio de Hilbert
producto directd{; ® Hs, para esto halle cuél es la base correcta de estados delogspatucto directo.

(c) Hagamos un ejemplo concreto que haga entender todo. Tlaneéemento del grup§U(2) y seaa la matriz
gue lo representa en la representaciorzde 2 y b la matriz que lo representa en la representaciof des.
Realice el producto directo ® b y luego haga el cambio de base que le indica la tabla de Clgbsoltan y
verifique que la matriz resultante se divide en bloques yessnita la transformacién sobre el espacio suma directa
resultante. Si hizo las cosas bien habrd mostrad@gue= 2@ 4 (o en la notacion de la tabla de Clebsch-Gordan:
1/201=1/2@®3/2)

7. Usando una tabla de coeficientes de Clebsch-Gordan,nmgest si a los estados cuanticos se los rotula segun bajo qué
representacion del grul/ (2) transforman, de acuerdo con la siguiente notacion

1 = representacion trivial d8U (2) (p.ej. el singlete)
2 = representacion d8U(2) de spins = % (la fundamental)
3 = representacion d8U (2) de spins = 1 (p.gj. triplete)
4 = representacion dsU(2) de spins = 2,
etc..

entonces vale que

22 = 1®3
1®2 = 2
20202 = 20204.
y calcule
204 = 7
203 = 7

¢ Como interpretaria estos resultados en término de repegBMmatricial del grupoSU (2)?(*)

8. Muestre que los nimerosi] 1, < forman un grupo abeliano finii@, y que las matrices

(o) (40) (04)

son una representacion de 2 degG.



9.

10.

11.

Muestre que las tres matrice$ ), m, = (Jmi|Ji|jma), i = 1,2,3, my,mg = —j,---,j Son una representacion
irreducible de dimensiof; + 1 del algebra de Lie de SU(2), donde= (J4 + J_)/2, Jo = (J4 — J-)/2i,y

Jilim) =G+ 1) —m(m+1D)j,m+1)  J_|jm)=~/j(G+1) —m(m—1)|j,m—1) Js|jm)=m|jm)

Construya explicitamente las 3 matricksle6 x 6 y verifique que satisfacen el algebta de SU(2), gJgjJ2] = iJs.

A partir de la férmula de Hausdorffit t p: / / en. wi ki pedi a. or g/ wi ki / Baker - Canpbel | - Hausdor f f _f or mul a,
sin m&s cuentas, muestre que el conjunto cont[vi(@) = exp (z’ﬁ-f) de matrices de (21)x(2j+1) es una repre-
sentacion del grupo SU(2).

En el el e].6 se vio que el espacio de dimensién 8 obtemidm@roducto directo de 3 representaciones fundamentales
de SU(2) es reducible y se descompone en suma directa deagiedp dimension 4 y dos de dimensiére2 2 @ 2 =

4 @ 2 @ 2. Utilizando coeficientes de Clebsch-Gordan, y llamafidad } a la base de la representacion fundamental,
muestre que la transformacion lineal de la base productbasea suma directa esta dada por

(uud + udu + duu) /\/3 { (2uud — udu — duu)/v/6 { (udu — duu)/\/2
(udd + dud + ddu)/\/3 (2ddu — dud — udd)/\/6 (udd — dud)/\/2
ddd

Por aplicacién de los operadores de subida y bajada verijigeiestos tres subespacios son en efecto irreducibles.
El grupo SU(3) se puede definir como el de las matriceatiaitde3 x 3 y determinantéd.

(a) Muestre que todd8 € SU(3) puede escribirse conid= exp(iH ) con H hermitica de8 x 3 y traza nula, y que ésta
puede parametrizarse en término de 8 nimeros reales como

ag+as a1 —1tae a4 —tas 8 , ,
H=| a1 +ias ag—a3z ag—iar = Zak)\k osea U =etH — ciarh
a4 +1as ag — tay —2asg k=1
(b) Las matrices\y, ..., \s, denominadas de Gell-Mann, son las generadoras del grupgggn el rol de las de Paul

en SU(2), comparexp(i 0;0;) conexp(i ap A, ). Escribalas\s, verifique que\s y A\s son diagonalesy que las otras
6 pueden combinarse en 3 pares de operadores de subidag dégeBlU(2), /1. = (J1+iJz) : A2, AP, AT,
Note quel;, A2, A3 son los generadores de un subgrupo SU(2) de SU(3).

(c) Llamemosu, d, s, a la base del espacio donde actlan las 8 matkigedenominada la representacién 3, o triplete:

1 0 0
0 1 0
0 0 1

Muestre que éstos pueden ser identificados univocamentup@utovalores d& = A\3/2y S = (As — 1)/3.
Dibuje en el pland s, S) los elementos de esta base e identifique como actian los &dopes de subida y bajada
entre ellos.

(d) Por aplicacion de los 6 operadores de bajada y subidaeatreuel multiplete de SU(3) del que forma parte el
cuadruplete de SU(2) del ejercicio anterior. Muestre gereetidimension 10, y represente los estados en el plano
(135 S)

(e) Repita el item anterior pero para los multipletes quessmponden respectivamente a los dos dobletes de SU(2) del
ejercicio anterior. Verifique que cada uno forma un octetee(€ightfold way”) y represéntelos en el plaig, S).

(f) Hemos encontrado hasta aqui que el espacio produtd® 3 se descompone en suma directa de 3 representaciones
irreducible3 ® 3®3 =108 8 @ -- -, donde claramente falta un singlete (3.3.3=27, pero 10868 Por
aplicacién de los 8 generadores de SU(3) muestre que eétineg

0) = (uds — dus + dsu — usd + sud — sdu)/v/6

(9) Note que hemos demostrado que para el grupo SUBRe3® 3 =1098H 8 1.
Cbmo es la descomposicion 8e 3 @ 3 para el grupo SU(2)?



12. El grupo de Lorentz, como cualquier grupo, se puede iastpdr completo una vez que uno conoce alguna de sus
representaciones inyectivas.

(a) Halle los generadores del grupo de Lorentz en la repi@sién vectoriald, ¥ y verifique que son antisimétricos.
(Se los denoming* y cumplen la siguiente relacién
[«7’“/» jpo] = (gupj/w — g TV — T TP + g/wjl/p)

gue define las constantes de estructura del grupo. No se pikas deduzca, a los sumo verifique alguna si lo
desea...)

(b) Para el caso de un boost#alcule cual es la relacion entre el parametdel boost y el coeficient@y) que debe
acompafiar al generador en la exponenciacion de éste,

T = A(B).

13. Estructura del grupo de Lorentz.

(a) Latransformacion de Lorentz mas general esta definidé parémetro@, ﬁ): los 3 angulos de una rotaciény las
3 componentes de un boost. A partir de la férmula para unaftsemacion de Lorentz infinitesimal(€, 77)

/ S
Lo = Lo — 1"
=/

xr =

8 8

—€X —ﬁxo

8

escriba los seis generadores del grupo de Lorentz en laseypeeion vectorial(€,7) = 1 + i€ - J— i - K
y encuentre la correspondiente algebra. Muestre que lasiootes forman un subgrupo pero los boosts no, e
interprete fisicamente este resultado.

(b) Definamos el siguiente cambio de base en el dlgebra deeLgrabo de Lorentz

P (J +iK)

N = N =

(J —iK)

QL
Il

Muestre que el &lgebra en la ba{slé, Q} corresponde a dos subgrupos de SU(2) que conmutan entoe ki,cue
podemos identificar representaciones como ur({a,) con j, y j, semienteros

(c) Considere la representacith, 0) de dimension 2 déﬁ, Q}. A partir de ella escriba la representacign 0) de
{f, I?} y la de una transformacién de Lorentz infinitesimal arbi&a¥erifique para un ejemplo concreto que en
efecto estas matrices dex2 tienen la misma tabla de multiplicacion que las matriced x4 del la parte (a), es
decir que son una representacion de aquellas.

(d) Por exponenciacién de la representacion d@ Rallada en (c) para el algebra de Lorentz, obtenga la qamels
ente representacion de2 del grupo de Lorentz (recuerde qeie= 1y 0;0; = —0;0;).

(e) A partir de como transforman ante rotaciones los obj@g¢odimensién 2 sobre los que actla esta representacion,
muestre que se trata de particulas de e§p®onsidere a continuacién la accion de los generadoneara deducir
como transforman ante boosts las particulas de e@pin

14. SeaH un hamiltoniano invariante ante un gruf®’(2) y seanli) y | f) dos estados cuanticos que transforman ante este
grupo bajo las representaciongsy J;, con autovalores dé, iguales a\/; y M ¢, respectivamente,

|Z> ~ |Ji7 M@>
lfy ~ |, My).

Muestre que el elemento de matiz = (f|H|i) es diferente de cero si y sélo si se cumple due= J; y M; = Mj.
Es mas, muestre quet solo depende dé; s y node M, ;.



