Estructura de la materia 4

guia 4: Ecuacion de Dirac
Parte A: Mecanica cuantica relativista
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muestre que definiendd = gy ' = Ba’ se verifica

1. Dadas las matrices

{5 = A A =29
(Estas matrices constituyen la representacion de Dirac.)

2. Seala ecuacion de Dirac escrita en forma covariante,
(i0,7" — myp(z) = 0.

(a) Halle las 4 soluciones en reposo linealmente indeptsgien™) (m, 0), u (m,0), u® (m,0), u* (m,0) junto
a sus respectivas dependencias temporales. Comprendaigqredgcir energia positiva o negativa.
(b) Operando a partir de la ecuacién de Dirac, obtenga lac&ude continuidad

apDimc
ot

+ ﬁ jDirac =0 (1)

mostrando QU@ pirae = Y11 Y Jpirae = Vida.
(c) Halle el Hamiltoniano de Dirac que permite escribir lasgon de Dirac como una ecuacion de Schrodinger,

Hyp = idy).

3. Momento angular total:

(a) Demuestre que el Hamiltoniano de Dirac no conmuta copeslamlor de impulso angular orbita) pero si lo hace
con el de impulso angular totdl= L + S, con S dado por

a1
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= g 0
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(b) Muestre que el operadcﬁ definido de esa manera satisface el algebra de impulsosaaeguly ademas tiene
autovalorest1/2 (+4/2 en unidades anti-naturales).

(c) Verifique este operador satisface el valor/deesperado para una particula de edpih

con

4. Muestre que al operador de paridad usilbf (= —z) hay que agregarle una operacion sobre el espacio intefno de
espinor de Dirac para que conmute con el Hamiltoniano. Olsabe IL;; tal queO = II @ II;,,; conmute conH.
(Conceptualmente esta ocurriendo lo mismo que con el edpfige vimos que no alcanza con hacer las rotaciones
espaciales usuales (generadasb))para dejar invariante el Hamiltoniano, sino que hay quegate las rotaciones
internas generadas poE.)

5. Para hallar las soluciones de la ecuacion de Dirac con momeZ 0 se puede aplicar un boost sobre la soluciones en
reposo f = 0).

(a) Compruebe que los operadofss’ = i[va ,7”] son generadores de una representacion del grupo de Lorentz.



(b) Mostrar que si se definen las matrices de transformasidad.orentz finitas

iy, 8P
SA:€2 B ,

dondew,s son los parametros de la transformacion, entonces vale que
—1
SayHS T =AY,

dondeA* , es la matriz que se obtiene de exponenciar los generadotagef@esentacion vectorigi®” con el
mismo parametras,g,
AH v — eéwaﬁjaﬂ .

(Observe quex y 3 son indices que rotulan al generador y éste es una matriz<dé cuyos indiceg: y v no se
escriben para no sobrecargar.)

(c) Obtenga la funcién de onda boosteada
¢ () = Sap(A™ )

tal como la veria un observador en el nuevo sistema de refaretdonde el fermién se halla en movimiento.
Concluya que si)(z) es solucion de la ecuacion de Dirac en un dado sistema demefer entonces’(z) es
solucién de la misma ecuacion pero planteada en un segustdmside referencia al que se llega a través del boost
determinado poA desde el primer sistema. Esta conclusion demuestra qued&ién de Dirac es una ley de la
fisica invariante Lorentz.

6. A partir de las soluciones para particula libre de la eéumade Dirac con® > 0, verifiqgue que en el limite no relativista
las componentes inferiores (o débiles) del espinor de Bwaale ordem/c respecto de las superiores (o fuertes), y que
estas Ultimas tienen la forma de una solucién de Schrédpagarparticula libre multiplicadas por un espinor de Paali d
dos componentes.

7. A partir de la sustitucioy — 57— gAYy E — exg + m — ¢® en la ecuacién de Dirac muestre que, en el limite
no relativista y de campos débiles, las componentes supsrite las soluciones cdn > 0 satisfacen la ecuacién de
Schrddinger-Pauli que aprendié en Mecanica Cuéntica,

1 - q 1., =
(Qm(]? —qA)? +q® — 92m20’-B> Y = enpry,

dondeg es el factor giromagnético del electrén que, si hizo las @snien, habré llegado a qye-= 2.
8. Escaldn de PotenciaResuelva la ecuacion de Dirac para un escalén de potencial:

_J Vo forz>0
V(Z)_{ 0 forz<o0

Considere para ello un electrén que incide desde la izcuierd moment@Z, escriba la solucion general z, t) para

las ondas transmitida y reflejada, y plantee la condicionairuidad en el origery;(0,¢) 4+ ¥ r(0,t) = ¥7(0,1).

Con ésto calcule los coeficientes de transmision y reflexadimidos, como en Fisica 4, a través del cociente entre las
corrientes,R = jr/jr YT = jr/j1, siendoj la corriente de Dirag = ¢! a1. Muestre que sty > E + mc? el
resultado es

=T T=_
R (Vo — E —mc?)(E — mc?)

(1+7)2 4y (Vo — E4me2)(E +mc?)
(1—1)2 1-n2 7

Note que, come > 1, resultaljr| > |jr|- Este resultado, conocido como “Paradoja de Klein”, maegtie ain en el
simple caso de una barrera de potencial no es posible umpregtigcion uniparticula de la ecuacion de onda cuantico-
relativista.



Parte B: Hacia el lagrangiano del Modelo Estandar

9. Muestre que® = i7%y'4243 es hermitico, de cuadrado unitario, y que anticonmuta c®euatro matrices de Dirac.
~® es conocido como el operador de quiralidad.
10. Muestre que el operador de helicid,}ﬁ.ﬁ con (P = }3/|13\), que da la proyeccion del spin en la direccion de
movimiento, conmuta con el Hamiltoniano de Dirac y con elrader de impulsof’, de forma tal que se lo puede
agregar a estos para formar un conjunto completo de obsesvaie conmutan.

11. Demuestre que en el limite altamente relativista, l@aatey® sobre los espinores ) es la misma que la del operador
de helicidad, es deciy® coincide con el operador de helicidad

Y u(p) = (5. p)u(p)-
Por otro lado, verifique que para las antiparticulas, gdiadly helicidad son opuestas
Vo) = —(Z. p)o(d).

12. Considere una transformacion de Loreptz— z# = A* ,z” que transforma al espinar seglny — v’ = Sy
dondeS; '4"Sy = A*,y”. Sabiendo que para una transformacion infinitesimal pacpeladorS se obtieneS =
1+ £[Va,vs)e*? (dondec*” son los parametros de la transformacion) muestre que

(@) STy =40571

(b) ¥ = ¢S~1 cony = ¢iyP.

(c) ¥ es invariante de Lorentz.
(d) j* = 1y*4) es un cuadrivector.
(e) ¥°¢ es un pseudoescalar.

() ¥y*~°1 es un pseudo-cuadrivector.

13. Partiendo de la definicion de los operaddPes— %(1 + +%), demuestre las siguientes propiedades

que son proyectores P = Py

sobre espacios disjuntos PP =0 3)
y complementarios P.+P. =1

y que corresponden a la quiralidRighty Left  ~°Pyyp = =+

14. Ademas de la representacion de Dirac para las matyjaesste la representacion de Weyl (o quiral),

0 1 ; 0 od
0 __ J )
(1) (% 7))
(a) Muestre que estas matrices también cumplen con la éondigH, v*} = 2g*.

(b) Muestre que en en esta representacion la funcién de engdaesle escribip) = ( zL > dondeyy = Pry
R

representa la parte de quiralidadt y ¢vr = Pgr1 la parte de quiralidadght de la funcién de onda.
(c) Muestre que para particulas muy livianas o ultrardkttig, la ecuacion de Dirac se desacopla en dos ecuaciones
diferentes par@ y ¥r

Para discutir:

(a) Todo muy lindo con los nuevos operadores paridad e impngular de la ecuacién de Dirac, pero cuando uno
mira el Universo que lo rodea con las leyes de la fisica antih, éste parece ser inavriante ante la paridad usual
y el momento angular usual parece conservarse. Y todo lo ayer esta habitacion son justamente fermiones.
Cémo se explica esto?

(b) Aunque actualmente smabeque los neutrinos tendrian una masa alrededor~@al, estos pueden ser tratados
como ultrarelativistas practicamente en cualquier sifia®iscuta, por ejemplo, cuan relativistas serian ldsdip
neutrinos del decay beta, — p™ ve~. ¢ Cémo serd la ecuacion de movimiento de los neutrinos?

(c) Discuta sobre las virtudes de las diferentes represientss (Dirac y Weyl) para las matrices



