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1. Calcular la sección eficaz de dispersión elástica para bajas enerǵıas de una
esfera blanda (soft sphere) para un potencial:

V (r) =

 |V0| r ≤ a

0 r > a

Ayuda: Considerar solamente ondas con l = 0

(a) Comparar el resultado con el caso de una esfera dura (hard sphere).

(b) Graficar la sección eficaz en función del valor del potencial V0.

(c) Verificar el teorema óptico para muy bajas enerǵıas.

(d) Explicar conceptualmente cómo se relaciona el corrimiento de fase (phase
shift) con la sección eficaz

(e) Calcular (sin comparar) la sección eficaz utilizando un método alterna-
tivo. ¿En qué casos seŕıa conveniente aplicar éste método de aproxi-
mación?

(f) ¿Qué ecuaciones debeŕıa plantear si la enerǵıa no fuera muy baja? (no
resolverlas, sólo plantear las ecuaciones de contorno iniciales).

2. Sea un electrón con alta enerǵıa, dispersado elásticamente por un potencial
de “esfera dura” (“hard sphere potential”):

V (r) =

 +∞ r ≤ 2.7 Å

0 r > 2.7 Å

(a) Calcular las 4 primeras secciones eficaces parciales (σl para l = 0, 1, 2, 3)
de dispersión.

(b) Reagrupando los términos, y llevando la sumatoria total a una forma

ka∑
l=0

l(sin2(f(l)) + cos2(f(l))) =

ka∑
l=0

l ≈ (ka)2

2
,

calcular la sección eficaz total.

3. Calcular la sección eficaz de dispersión elástica para bajas enerǵıas de una
función delta esférica:

V (r) = αδ(r − a)

donde α y a son constantes.

Ayuda: Considerar solamente ondas con l = 0

(a) Comparar el resultado con el caso de una esfera dura (hard sphere).

(b) Verificar el teorema óptico para muy bajas enerǵıas.

(c) Explicar conceptualmente cómo se relaciona el corrimiento de fase (phase
shift) con la sección eficaz
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(d) Calcular (sin comparar) la sección eficaz utilizando un método alterna-
tivo. ¿En qué casos seŕıa conveniente aplicar éste método de aproxi-
mación?

(e) ¿Qué ecuaciones debeŕıa plantear si la enerǵıa no fuera muy baja? (no
resolverlas, sólo plantear las ecuaciones de contorno iniciales).

4. Sea un potencial de rango finito a, y sean ul(kr) las soluciones de la ecuación
de Schrödinger dentro de ese rango. Suponga que no sabe las soluciones ul(kr),
pero conoce el valor u0(ka) (ul para l = 0 en el punto kr = ka).

(a) ¿Puede calcular (con una aproximación aceptable) la sección eficaz total
de dispersión elástica σ, para k = 1

(10a)? (Si no puede – en caso de

faltarle algún dato – explique cuál es, suponga que lo tiene y calcule σ).

(b) ¿Qué datos adicionales (mı́nimos!) necesita para calcular σ, para k = 2
a?

(c) Si cada vez que aumenta la enerǵıa de la part́ıcula incidente, se necesita
incluir la contribución de un número mayor de ondas parciales, ¿ésto
implica que la sección eficaz es una función creciente de k? Defienda su
argumento con un ejemplo numérico.

(d) Calcule el valor de la sección eficaz de dispersión elástica para una esfera
ŕıgida, en los ĺımites k → 0 y k →∞. (Si necesita sumar infinitos senos,
puede asumir el valor medio sin2 δl = 1/2 ∀l).

5. Una part́ıcula con número de onda k es dispersada elásticamente por una
esfera repulsiva infinitamente pesada, de radio a.

(a) ¿Cuántas ondas parciales incluiŕıa en el cálculo de la sección eficaz total
de dispersión elástica σ, para k = 1

(10a)?

(b) ¿Qué contribución a la sección eficaz σ producen las ondas con l = 1 y
l = 2?

(c) Repetir los dos ı́tems anteriores para k = 1
a

(d) Calcule el valor de la sección eficaz de dispersión elástica para una esfera
ŕıgida, en los ĺımites k → 0 y k →∞. (Si necesita sumar infinitos senos,
puede asumir el valor medio sin2 δl = 1/2 ∀l).
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Apéndice: Algunas propiedades útiles de las funciones
esféricas de Bessel (Spherical Bessel functions)

Las tres primeras funciones Spherical Bessel jl’s y Neumann ηl :

l jl ηl
0 1

ρ sin ρ - 1ρ cos ρ

1 1
ρ2 sin ρ− 1

ρ cos ρ - 1
ρ2 cos ρ− 1

ρ sin ρ

2
(

3
ρ3 −

1
ρ

)
sin ρ− 3

ρ2 cos ρ −
(

3
ρ3 −

1
ρ

)
cos ρ− 3

ρ2 sin ρ

Table 1: Funciones Bessel y Neumann

Sus propiedades asimptóticas para argumentos grandes:

lim
ρ→∞

jl(ρ) =
1

ρ
sin (ρ− 1

2
lπ) ; lim

ρ→∞
ηl(ρ) = −1

ρ
cos (ρ− 1

2
lπ) , (1)

propiedades asimptóticas para argumentos chicos:

lim
ρ→0

jl(ρ) = ρl/(2l + 1)!! ; lim
ρ→0

ηl(ρ) = −(2l − 1)!!/ρl+1 . (2)

Relaciones de recurrencia (para jl y ηl):

2l + 1

ρ
jl(ρ) = jl+1(ρ) + jl−1(ρ) (3)
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