Fisica teérica 2 (2012)
Seleccidn de resultados de Teoria de grupos

1. Dé una definicién dsimétrico’ que valga tanto para un objeto, como para un sistema y coraaiparamiltoniano, y
muestre que la definicibmateméticade Grupo se puede adaptar como el marco teérico correctdrptaaproblemas

con simetrias.

2. El grupoSU(2) se lo puede visualizar (y también se lo puede definir) a trdeési representacion fundamental que es
el grupo de matrices d2 x 2 unitarias de determinante igual a uno

(a) Muestre que esta representaciorb@g2) forma un grupo.

(b) Muestre que cualquier elemento de esta representazipuesie obtener a través de la exponenciacion imaginaria
de un vector del espacio vectorial generaglo por la Bgse, 302, 303}. O sea, sy € rep. fundamental d&U (2)
entonces existé € R3 tal queg = ¢3%%_ Nota: en estos casos se llama 'espacio tangente a la idatitida
al espacio vectorial, se llaman 'generadores del grupo’ a éementos de la basé%(ai}7;:17273), y se lo llama
'Grupo de Lie’ a esta clase de grupos. Observe que, debidoexg@nencial, hay una biyeccion entre el espacio
vectorial y el grupo.

(c) Enel grupo se puede definir una distancia entre elementamcion de la distancia —definida de la manera usual—
entre lo¥ que le corresponden a cada elemento. Muestre que cualtgriegrgo del grupo puede ser generado con
productos de elementos de cualquier entorno de la identidad

(d) Muestre que los generadores del grupo satisfacen ubralge la cual el producto de dos elementos viene dado a
través del conmutador de ellos, L1

[§O'Z‘, §Uj] = jc

Nota: el algebra de los generadores de un grupo de Lie es lggueralmente se llama algebra de Lie, y lgg*

son en este caso las constanes de estructura del grupo.

o1
Jk —
Zok.

3. Tome ahora el grupSO(3), cuya representacion fundamental viene dada por las matrdales ortogonales dex 3.
(O sea, el grupo de rotaciones tridimensionales.)

(a) Halle los generadores de este grupo de Lie.

(b) Halle las constantes de estructura de este grupo y cefap&on las d8U (2) del problema anterioNota: cuando
dos grupos de Lie tienen las mismas constantes de estrusttioaces son localmente isomorfos. ¢ Puede mostrar
eso? (*)

4. Muestre que el tensor antisimétrico de rango y dimensiég,2es invariante ante cualquier matriz de la representacion
de SU(2) de dimension 2 segun
UteU* =e.
(Ayuda: muéstrelo pard’s en un entorno de la identidad y luego muestre que debe paler cualquierU € SU(2).
Este truco es muy util en demostraciones que tienen que negrapos de Lie.)

5. Sean dos subespacios de Hillfgit, con estados posiblés;—i....) Y |¥j=1...m), respectivamente.

(a) Muestre que si el sistema es tal que su estado puede gspoalgH; o de H, entonces la base de estados posibles
para el sistema som+ m estados. Halle estos estados. (En este caso se dice guermbsse halla en un estado
de la suma directa{; ® Hs.)

(b) Muestre que si en cambio el sistema es tal que es una cacyinde’{; y de 5, 0 sea por ejemplo que hay una
particula erf{; y otra en, que no interactuan entre si, entonces la base de estadbkepgsira el sistema son
n - m estados. Halle estos estados. Reflexione sobre cédmo a gegaedas particulas no interactuan se pueden
formar estados queo corresponefa una particula en un estado y la otra en otro, sino que estataziados los
sistemas. (En este caso se dice que el sistema se halla eado @sl producto directt(; ® Hs.)



6. Se define como producto directo de matriceszab del siguiente modo
(CL & b)rs = aijbkl

donde los indicesy s valenr = ik = 11,12,13, ...,1n, 21,22, ..., 2n....mn (suponiendoqué=1..my k = 1..n) y
s = j1 en modo analogo. O sea, por ejempla; & R?>*?y b € R**3 entonces

a11bir  aibiz  a11biz  ai2bin  aizbiz  a12b13
b b b a11bor  ai1bae  a11baz  aizbar  aizbar  a12b23
h— a1l a2 b b b _ 11031 a11032 @11033 12031 @a12032 @12033
a® - ® 21 22 23 - b b b b b b
az1 a2 b b b a21011  G21012 @21013 Q22011 Aa22012 @a22013
31 32 33 b b b b b b
a21021 G22022 Q21023 Q22021 A22022 @A22023
a21b31  a21b32  a21bsz  azebai  azabsx  azabssz

(a) Muestre que esta definicion implica que cualquier opénague se realice sobre uno de los espacios de Hilbert
factor del producto directo es independiente de lo que dieeesobre el otro espacio. O sea, que

(a®b) (c®d)=(a-c)®(b-d)

(b) Halle que en efecto esta definicion de producto directmdgices sirve para operar sobre el espacio de Hilbert
producto directd{; ® Hs, para esto halle cuél es la base correcta de estados delogspatucto directo.

(c) Hagamos un ejemplo concreto que haga entender todo. Tlaneéemento del grup§U(2) y seaa la matriz
gue lo representa en la representaciorzde 2 y b la matriz que lo representa en la representaciof des.
Realice el producto directo ® b y luego haga el cambio de base que le indica la tabla de Clgbsoltan y
verifique que la matriz resultante se divide en bloques yessnita la transformacién sobre el espacio suma directa
resultante. Si hizo las cosas bien habrd mostrad@gue= 2@ 4 (o en la notacion de la tabla de Clebsch-Gordan:
1/201=1/2@®3/2)

7. Usando una tabla de coeficientes de Clebsch-Gordan,nmgest si a los estados cuanticos se los rotula segun bajo qué
representacion del grul/ (2) transforman, de acuerdo con la siguiente notacion

1 = representacion trivial d8U (2) (p.ej. el singlete)
2 = representacion d8U(2) de spins = % (la fundamental)
3 = representacion d8U (2) de spins = 1 (p.gj. triplete)
4 = representacion dsU(2) de spins = 2,
etc..

entonces vale que

22 = 1®3
1®2 = 2
20202 = 20204.
y calcule
204 = 7
203 = 7

¢ Como interpretaria estos resultados en término de repegBMmatricial del grupoSU (2)?(*)

8. Muestre que los nimerosi] 1, < forman un grupo abeliano finii@, y que las matrices

(o) (40) (04)

son una representacion de 2 degG.



9.

10.

11.

12.

Muestre que las tres matrice$ ), m, = (Jmi|Ji|jma), i = 1,2,3, my,mg = —j,---,j Son una representacion
irreducible de dimensiof; + 1 del algebra de Lie de SU(2), donde= (J4 + J_)/2, Jo = (J4 — J-)/2i,y

Jilim) =i+ D) —m(m+Dlj,m+1)  J_|jm)=+/j(G+1) —m(m—1)|jm—1) Js|jm) = m|jm)

Construya explicitamente las 3 matricksle6 x 6 y verifique que satisfacen el algebra de SU(2), pJgjJ2] = iJs.

A partir de la férmula de Hausdorffit t p: / / en. wi ki pedi a. or g/ wi ki / Baker - Canpbel | - Hausdor ff _f or mul a,
sin mas cuentas, muestre que el conjunto contiﬂi(@) = exp (z‘@ﬂ de matrices de (21)x(2j+1) es una repre-
sentacion del grupo SU(2).

En el el e].6 se vio que el espacio de dimension 8 obtemidm@roducto directo de 3 representaciones fundamentales
de SU(2) es reducible y se descompone en suma directa deagiedp dimension 4 y dos de dimensiére2 2 @ 2 =

4 & 2 & 2. Utilizando coeficientes de Clebsch-Gordan, y llamafitid } a la base de la representacion fundamental,
muestre que la transformacion lineal de la base productbase suma directa esta dada por

L T11)
AT+ 1D +11171) AR R RRAVE NARD)) ST = 111)
(T + 1D +1 L) QUL =111 =11L1) (1) = 1111)

| 1L
Por aplicacién de los operadores de subida y bajada verifigeiestos tres subespacios son en efecto irreducibles.

SeaH un hamiltoniano invariante ante un gruf®’(2) y sean|i) y | f) dos estados cuanticos que transforman ante este
grupo bajo las representaciongsy Jy, con autovalores dé, iguales a\/; y M, respectivamente,

liy ~ |Ji, M;)
Lf) ~ |Jgp, My).

Muestre que el elemento de matiz = (f|H|i) es diferente de cero siy sélo si se cumple due= J; y M; = Mjy.
Es mas, muestre que! s6lo depende dé; ; y node M; ;.

Discuta cuales son las diferencias mas importanteg dgainto de vista matematico entre las ecuaciones de Ngwton
de Schrédinger. Indique qué ventajas le da entender Teegaubos para enfrentar la ecuacion de Schraddinger.



