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Problemas
Particulas Idénticas §

1. Operadores Permutacion
Se define el operador permutacién para un sistema de dos particulas, no
idénticas pero con espacio de estado isomérficos (o sea, se pueden representar
usando una base comun):
Porluiug) = ujug)

Demostrar:

a) P =1

b) Py es su propio inverso

(
( A
(¢) Py es Hermitico
(d) Py es unitario

(

e) sus autovalores son reales (hallarlos!).

2. Permutacién y Paridad
Considerar un sistema de dos particulas con un vector relativo r = ro — ry.

(a) Mostrar que Py 1)(r) = Py(r), donde P es el operador paridad.

(b) ¢Se puede decir que la paridad es un buen nimero cudntico en la repre-
sentacién de la energia?

(¢) Dos particulas interactiian bajo un potencial V(r), y se conoce que el
sistema estd en el estado Ry3(r)Y (6, ¢). ;Cuédl es la simetria del estado?

3. Proyectores de simetria (“simetrizadores”)
En el mismo sistema anterior definimos los operadores:

5 1 - -1 A
S = 5(1+P21) A= 5(1_P21)
Demostrar:
(a) 82 =298
(b) A2=A
(c) ST=258
(d) AT=A
(e) SA=AS=0
(f) S+A=1
(g) Para un ket arbitrario |},

i. S|) es simétrico
ii. Alib) es antisimétrico
iii. SPy|y) = S|y)
iv. APo|tb) = —Al)
4. Transformacién de observables por permutaciones
Demostrar que para un sistema de dos particulas como el anterior:
(a) PauB(1)(Par)t = B(2)
(b) Pu[B(1)+C(2)](P2)" = B(2) + C(1)
(¢) Par[B()C(2)](Par)t = B(2)C(1)
)

(d) si un observable es simétrico, conmuta con el operador de permutacién
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5. Operadores de permutacion para N particulas
(a) Encontrar todos los operadores de permutacién posibles para un sistema
de 3 particulas
Demostrar que 13123 =1
Demostrar que (]5312)*1 = P31

)
(c)
(d) Encontrar algunos de estos operadores que sean igual a sus inversas
) Demostrar que P312P130 = P30y

)

Calcular [15312, 15132]

6. Operadores de transposicién para N particulas
Demostrar que el operador de permutaciéon Psio se puede escribir como un
producto de operadores de transposicién:

P312 = P132P213 = P321P132 = P213P321 = P132P213(P132)2 =

7. Simetrizadores para N particulas
(a) Encontrar la expresién para los operadores de simetria para el caso de
N particulas

(b) De las propiedades enunciadas para los proyectores de simetria en sis-
temas de dos particulas, ;cudles se siguen cumpliendo en sistemas de N
particulas?

8. Degeneracion de intercambio, de simetria y accidental

(a) Calcular los autoestados correspondientes a dos particulas distinguibles
(aunque tienen la misma masa), que no interactian entre si, en un pozo
infinito unidimensional, con energia £ = 13 Ej.

(b) Para una particula en un pozo infinito de 2 dimensiones, se definen los
estados anti/simétricos como

Us(z,y) = Vs(y,z) ; Va(r,y) = —Val(y, ).

Escribir los estados W4 y ¥g que tienen una energia E = 29 FE;.

(¢) Construir los estados de una particula en un pozo infinito de 2 dimen-
siones rectangular (sus anchos son a y 2a), cuyas energias sean £ =5 Ej.

9. 2 particulas en un pozo unidimensional

(a) Supongamos que dos particulas con masas m; # mg se encuentran, en
to en el estado

35 (21)Ya(w2) + Thg (1) Vs (w2)
V58

i. ;Qué valores de energia se pueden medir y con qué probabilidad?

U(zl,22,t) =

ii. Calcular la probabilidad de encontrar la particula de m; en el inter-
valo (0,L/2) a t.
iii. Si se mide £ = Es 4, expresar la funcién de onda para un tiempo .

(b) Si las particulas fueran idénticas, comparar las probabilidades de encon-
trar una particula en un intervalo dado, para una funcién simétrica y
una antisimétrica.
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(¢) Demostrar que para dos particulas idénticas en un pozo infinito unidi-
mensional, el valor medio de la separacién interparticula

d? = (1 — 20)?
cumple con
(d*)s < (d*)a

10. Suponer dos particulas que no interactian entre si en un pozo de potencial
infinito (unidimensional). Encontrar las funciones de onda de los primeros
estados (incluir la degeneracion) y sus correspondientes energias para los casos
en que:

(a) las particulas son distinguibles
(b) las particulas son Fermiones idénticos
(c) las particulas son Bosones idénticos
11. Considerar 3 particulas cuyos estados individuales ortonormales son |}, |£) y

|w). Encontrar la funcién de onda correspondiente, cuando las particulas son
Bosones y en los casos:

(a) [@) #18) # |w)
(b) lp) = [€) # |w)
(©) o) = &) = |w)
12. Repetir el problema anterior, pero ahora las particulas son Fermiones.

13. Calcular la energia del estado fundamental de un sistema compuesto por N
particulas de spin 1/2. Calcular la energia de Fermi.

14. Dos particulas de igual masa estan confinadas por un potencial de oscilador
armoénico unidimensional, cuya distancia caracteristica es z.. Una de las
particulas se encuentra en el estado n =0, y la otra en n = 1.

(a) Encontrar la raiz cuadratica media (root mean square) de la distancia
entre las particulas
i. para particulas no—idénticas
ii. para Bosones idénticos
iii. para Fermiones idénticos

(b) Calcular la probabilidad de encontrar ambas particulas en un rango
[x./5] alrededor del centro

i. para particulas no—idénticas
ii. para Bosones idénticos
iii. para Fermiones idénticos

15. Suponer un atomo de He en el cual un electrén estd en el estado ¥100m, v €l
otro en el Ya1m,m, -

(a) Construir los estados posibles (de dos electrones)

(b) Describir el espectro, incluyendo la repulsién entre los dos electrones
16. Dos electrones se mueven en un pozo infinito unidimensional.

(a) Escribir la funcién de onda (y su energia) del estado fundamental, si
suponemos que el sistema esta en el estado triplet
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(b) Suponer que estd en el singlet

(c) Suponer que se aplica una interaccién atractiva del tipo
V= 7)\5(%1 - IQ).

Describir cémo se modifican los niveles de energia obtenidos anterior-
mente, en primer orden perturbativo.

17. Determinantes de Slater
(a) Escribir las funciones de onda de los términos correspondientes a la con-
figuracion 1s2s del Helio.

(b) Escribir la funcién del 1S como combinacién lineal de determinantes de
Slater de los “orbitales spin”.
Solucién: ¥(1S) = (1s2s) — (1s2s)

(¢) Generar la funcién de onda del estado 1s?2s 1.S(1 /5 1,9y del Li.

18. Regla de Hund

(a) Experimentalmente se determina que el estado fundamental del Cr (Z =
24) es un multiplet de degeneracién 7. Escribir el nivel correspondiente.

(b) De acuerdo a la regla de Hund, escribir el estado fundamental del C

(Z =6).
(¢) De acuerdo a la regla de Hund, escribir el estado fundamental del O
(Z =8).

(d) Comprobar si los elementos de Z = 11 a Z = 18 (“configuracién de
Neén”) satisfacen la regla de Hund.

19. Para y Orto Helio
Expresar el valor medio de la energia de interaccién electroestatica del Helio,
en funcién de las energias de Coulomb y de intercambio, para las funciones
radiales del Para/Orto Helio.



