Apéndice F - Método de cuadrados minimos
analisis avanzado

Método de cuadrados minimos. Regresién lineal. Funcién x?. Obtencién de
los pardmetros de un modelo. Incertidumbre de los parametros de un ajuste.
Bondad de ajuste. Intervalos de confianza. Muestras pequenas.
Simulaciones: método de Montecarlo

Introduccion

En la unidad 5 se presentaron algunos Utiles para la de determinacion de los
parametros de una relacion lineal que mejor ajusta un conjunto de datos. Tambien se
discutio brevemente algunos criterios para evaluar la calidad del ajuste logrado. En este
apéndice nos proponemos generalizar dichos procedimientos para el caso en que el
modelo propuesto no sea lineal y los datos que estamos analizando estén afectado de
errores. Asimismo se presentan criterios de analisis de bondad de un ajuste. Finalmente se
introducen los rudimentos para simular un conjunto de datos experimentales a través del
método de Monte Carlo, y su implementacion usando una planilla de calculo.

1 — Método de cuadrados minimos incluyendo errores -
Regresion no lineal

Supongamos que tomamos una serie de mediciones de dos magnitudes cuya
relacion deseamos determinar. El resultado de nuestras N mediciones dara lugar a un
conjunto de N ternas de la forma (x;, yi, &), donde o; es la incertidumbre asociada a la
determinacion de y;. Aqui suponemos que la incertidumbre de x; es despreciable.
Supongamos que el modelo que ajusta los datos viene dado por la funcion fix;a,b,c,...),
donde a, b, ¢, etc., son los n,, parametros del modelo. Al estimador del valor de y dado
por el modelo lo designamos por y(x;)=f(x; ;a,b,c,...). Decimos que y(x;) representa la
variacion determinista de y con x.

En este caso general definimos el valor de Chi-cuadrado como:

o ( y(x) _
x° Z Zw v = y(x;)f (F1)

i= =1
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donde los valores w; son los factores de peso de cada triada de datos (x; y;, 7;); en este
caso los tomamos como w;=1/07. Definimos el nimero de grados de libertad, v, del
modelo como:

v=N-n__. (F.2)
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Figura F.1. Diagrama esquematico de un ejemplo de modelo no lineal
representado por la funcion fx;). o; representa el error absoluto asociado a cada
observacion y;.

Introducimos la definicion del error medio:

o’ = = - (F.3)

En nuestro caso hemos definido los factores de peso de cada triada de datos como la
inversa del cuadrado de la incerteza g;, aunque a veces es Util emplear otros factores de
peso de los datos, como por ejemplo:

w,=—, 0 w,=—-, efc. (F.4)
Vi i
El valor medio y de y; se define como:
N
2w
== (F.5)
W
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Si todos los valores y; tienen el mismo peso (los errores g; son iguales), esta expresion se
reduce a la (2.7). También definimos la variancia total como:

1 N
SP=——-0 wly -») F.6
TRt e ) (F.6)

St es una medida de la dispersion de los datos alrededor del valor medio de y . Este valor

no depende del modelo (funcion f(x)), o sea que S; ignora toda variacion determinista de y
con x.

También definimos la varianza del ajuste o el valor de chi-cuadrado por grado de

libertad, )(vz, como:
N
g2 1 dy, - )2_} 2 _ 2
Fr DD ow - ) =S =X, (F.7)
N=ny, ‘o v

La varianza del ajuste, S, al igual que )(20 sz (Chi-cuadrado por grado de

libertad), miden la dispersion residual de los datos alrededor del valor determinista, o sea
son medidas de la bondad del ajuste de y(x;) a los valores medido y;. Si el modelo
propuesto f(x) fuese el adecuado, su valor estaria asociado a las fluctuaciones estadisticas
de y; respecto de su valor y(x;).

A veces es util definir el coeficiente de regresion, que también da una idea de la
calidad del ajuste o bondad del modelo, como:

S?-87
R*= IS,Zf (F.8)

t

Si el modelo y(x;) es una buena representacion de los datos, es de esperar que tanto Sy
como x”sean pequefios y que S, >> S;; de donde se deduce que R’ =1. En caso contrario,

tanto Sycomo )(2 seran grandes y S; =S, por lo tanto R°=0.

Estimacién de las incertidumbres de los parametros del modelo
Al igual que en el caso del modelo lineal discutido en la Unidad 5, los mejores

valores de los pardmetros del modelo se obtienen de la minimizacion de la funcion Chi-
cuadrado, o sea el mejor valor de del parametro a del modelo, a*, vendra dado por:
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e ax*(a,b,c,...)
Oa

2 .
De modo que, X, = )(2 (a* b* ...), es el minimo de x%.

=0. (F.9)

*

a=a

La determinacion de las incertidumbres en los parametros (a* b* c*...) €S un
procedimiento sofisticado sobre el que existen diversas teorias y opinionest!. Un método
aproximado y préctico para calcular estas incertidumbres en forma grafica™ se indica en la
Fig. F.2.

X2
Xriin + 1
X2
ak
< >
2Aa

Figura F.2. Esquema grafico que ilustra un procedimiento aproximado para
obtener las incertidumbres de los parametros de un modelo no lineal.

Para el caso de una variable, 4, la técnica consiste en graficar x> en funcion de a.
x? pasara por un minimo (a*) que determina el mejor valor del pardmetro a. En este punto

, 2 . . -
el valor de ) serd Xumin - LUego se determina el ancho del intervalo definido por las

2 . . .
ordenadas que hacen x°= Xumin +1. Este intervalo de ordenadas determinal el intervalo
de incerteza Aa del mejor valor a*.

2 — Regresion lineal considerando las incertidumbres de
medicion

Un caso especial de particular importancia es el de la regresion lineal. En este caso
es posible resolver las expresiones generales en forma analitica, lo que facilita su uso y
programacion en muchas aplicaciones practicas. lgual que antes supondremos que se
tienen una serie de mediciones de dos magnitudes x e y cuya relacién se supone lineal, es
decir:
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y=ali+b

donde a y b son los parametros del modelo que deseamos determinar y evaluar. El
resultado de nuestras N mediciones dara lugar a un conjunto de N ternas de la forma (x;,
¥i, 0;), donde o; es la incertidumbre asociada a la determinacion de y;, Tambien aqui
suponemos que la incertidumbre de x; es despreciable. Al igual que antes definimos:

w, = (F.10)

Ya vimos que este modo de definir el peso de los datos puede variarse segun sea el caso.
En particular si no se dispone de las incertidumbres g;, los w; pueden tomarse iguales a 1.
Usando las siguientes definiciones:

SKkn=>"w O/, Stn=> w D). (F.11)
N N
SXY = Zi:lwi O O, Sum=),_w;. (F.12)
<x>s)?=SX, <y>=Y = 5Y
Sum Sum
Var (x ) = SX2 e y (F.13)
Sum

A = Sum [8X 2 - (SX)? = sum?® War(X)
y usando (F.7) es posible demostrar™?%! que:
a :iEﬁSXY [Sum — SX [§Y] . (F.14)

b:i[ﬂSXZESY—SXESXY] =<y>-aXy> (F.15)

siendo sus incertidumbres:

o? = Var(a) = @a)z - Sum _ ZWi E(yl- —a[}cl_ _b)z
a A (N - 2)CSum War(x) (F.16)

ol =Var(b) = (Ab )2 _SX2 Var(a) EI&
Y| Sum

respectivamente. De modo analogo se demuestra que el coeficiente de correlacion viene
dado por:
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SXY=Sumix [y _ Cov(xy)
I:SXZ —Sum IEZ} [ESYZ —Sum @2} Var (x) War (y) (F.17)

p=

Este parametro da una idea de la bondad del modelo lineal propuesto. Si p es
préximo a 1, el modelo es adecuado, mientras que si o =0 el modelo lineal no es el
modelo adecuado. Si o =0 esto no significa que no haya una vinculacion o correlacion
entre x e y, sino que el modelo lineal no es el adecuado. Por ejemplo, si los pares de puntos
(x,y) tiene una relacion tal que caen sobre un circulo, tendriamos p = 0. Desde luego, si los
pares (x,y) no tienen ninguna correlacion entre ellos, también tendriamos que p =0. Ver
Unidad 5.

Precausiones

Vale la pena notar que no siempre es suficiente admitir que dos variables siguen una
relacion lineal guiandonos por lo que muestra un grafico de los datos en escalas lineales.
Menos aun si sélo evaluamos el coeficiente de correlacion del ajuste lineal que
propondriamos a partir de este grafico. Un grafico de Y = X* (variables sin correlacién
lineal) puede ajustarse por una recta y obtenerse a la vez un coeficiente de correlacion
lineal de, por ejemplo, 0.998. Un grafico de datos experimentales de Y=X con algo de
dispersion fortuita de los puntos, podria devenir en un coeficiente de, por ejemplo, 0.995,
menor que el anterior. Entre los coeficientes hay una diferencia, apenas, del 3 por mil.
Pero en un grafico log-log, la diferencia de pendientes sera la que hay entre 1.1y 1.0, lo
que representa un 10% de discrepancia entre los exponentes de la variable X. Estos
métodos de andlisis nos ensefian que los efectos de correlacion pueden estar enmascarados
por el efecto del “ruido” de los datos. Muchas veces es dificil es establecer si existe
correlacion lineal entre las variables, aun cuando los datos tengan relativamente poca
dispersion.

Imaginemos un experimento donde se mide la distancia que recorre un mévil sobre una linea
recta mientras una fuerza constante actla sobre él. Esperamos, por tanto, que el movimiento
sea uniformemente acelerado. Supongamos que el cuerpo parte del reposo, que medimos x(z)
y que los datos colectados son los de la Fig. F.3. Si los datos experimentales se analizan sobre
este grafico con escalas lineales, el ajuste por un modelo lineal es mas que tentador. Hecho
ésto, se obtiene la ecuacion de la mejor recta y un coeficiente de correlacion p = 0.9995. Sin
embargo, un modelo basado en las ecuaciones de la dindmica dice que

x="at’
2

donde a es la aceleracién. En la Fig. F.3.b estan los logaritmos de los mismos datos, de donde
se ve claramente la proporcionalidad x /7 que predice el modelo, dificilmente percibible a

partir del grafico de la Figura 3.5.a o del mero analisis de 0.
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Figura F.3-Representacion de x(t) para un cuerpo que se mueve con movimiento
uniformemente acelerado. (a) No se aprecia la curvatura de los datos y bien podria
suponerse que la correlacidn es lineal. El coeficiente de correlacion lineal, en efecto, es muy
alto. (b) log(x) en funcién de log(t), de donde se ve que la relacidn es cuadrética.

4— Bondad del ajuste- Criterios cuantitativos

Volviendo al caso general de determinar los parametros de un modelo que mejor
ajustan un conjunto de datos experimentales, es Util disponer de un criterio cuantitativo de
evaluacion de la bondad o calidad del ajuste. Una medida de la bondad de un ajuste esta

dada por el valor de )(VZ, definida por:

sz — 1 D(Z :1|£N(yl _yz(xi)) , (F18)

N_n \4 i=1 0-

i

donde v=N-n,, €s el niumero de grados de libertad. Es evidente que si todos nuestros
datos experimentales (y;) tienen desviaciones respecto del modelo (y(x;)) que no
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sobrepasan el error (c;), nuestro modelo es una descripcion adecuada de nuestras
observaciones. También es claro que en este caso, segun (F.18), cada uno de los términos

. , f 2 - ,
de la sumatoria serd del orden de la unidad y por lo tanto X, misma tendra un valor
cercano a uno. En otras palabras, si sz es del orden de la unidad o menor decimos que el

modelo propuesto para explicar los datos experimentales es adecuado y viceversa. Si )(V2
es mucho mayor que uno, el modelo no es una buena descripcion de nuestros datos.
Cuando sz << 1, se dice que el modelo es demasiado bueno, lo cual también es
sospechoso o indicativo de que la distribucion de los datos no es normal o que se sobre
estimaron los errores. El criterio que acabamos de describir, aunque cualitativo, es un
criterio practico y util en la mayoria de los casos.

Maés cuantitativamente, para el caso en que la distribucion estadistica de los valores

y; sea normal, podemos calcular la probabilidad que un dado valor de )(2 :)(02 haya
ocurrido sélo por azar. Esta probabilidad viene dada por:

N_nar 2
Xo

2 2 | (F.19)
= CL(xZ) = Chi(v, x¢) = Dist.Chi(xZ,v)
con
Oax)=—+ O e_t 2
[(a)
, (F.20)

0(a,0) =1, 0(a,0)=0 y a>0

donde Q(a,x) se conoce como la funcion Gama incompleta. Los limites de confianza
CL(x,°) [usamos CL de la denominacién en inglés Confidence Level] estan dados por la
integral de la funcion de distribucion Chi-Cuadrado. La funcién de distribucion chi-

cuadrado es la derivada O(v/2, x°), su valor medio es v y su varianza es 2v. CL representa

la probabilidad de que una repeticidon del experimento dara un valor de )(2 2)(02, s6lo por
azar, aun cuando el modelo sea correcto. Estas funciones estan incorporadas en diversos
programas matematicos (Mathematica, MatLab, etc.) y en planillas de célculos como
Excel. En particular en esta planilla de célculo, la funcién se denota con la expresion
Dist.Chi(x,v), como se indica en (F.19). Por lo general se considera que un valor de Q =
0.1 es indicativo de un modelo creible. Un valor de Q entre (0.1 y 0.001) es todavia
marginalmente aceptable o indicativo de que los errores fueron subestimados. Si Q <
0.001 la validez del modelo debe ser revisada y su credibilidad es dudosa .

Nota: Practicamente todas la planillas de calculo y programas de ajuste realizan estos
calculos, pero sin incluir los errores de las variables. Para tener en cuenta a los mismos es
necesario programar estas funciones en, por ejemplo, Excel. En la hoja de calculo de
Excel, Errores_SG.xls, que esta a disponible en www.fisicarecreativa.com se dispone de
estas rutinas en VBA (Visual Basic for Application), que pueden usarse, precisamente,
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desde una planilla Excel. En estas subrutinas, el parametro MODE se usa para indicar el
modo como se evalUan los pesos w;:

w, =1 nose consideran los errores

w, =1/0? seconsideran los errores
MODE = (F.21)

1
2
3 w, =1/y? seconsideran los errores g7 = y,
4 w, =1/|y,| se toma como peso la inversa de

yz"

6 — Intervalos de confianza y nivel de significacion. Muestras
pequenas

En muchos casos practicos, se realiza un conjunto de N mediciones o se extrae una
muestra de ese tamafio, cuyos valores son (X1, Xz,...Xxn), con el objeto de determinar o
estimar el valor de algin parametro desconocido a=a(x;x,, ...xy). Imaginemos que el
estimador de este parametro es a”=a'{x,,x,, ...x), cuyo valor podria haberse obtenido, por
ejemplo, por un proceso de minimizacion similar al descripto en las secciones anteriores.
Muchas veces es deseable tener una relacién entre dos nimero positivos y pequefios Oy &,
tal que podamos afirmar que el mejor valor de a (o en algunos casos el verdadero valor de
a) esta incluido en el intervalo o+ dcon probabilidad 1-¢, o sea:

Pl@" -d<as<a -d)=1-¢ (F.22)

El intervalo (o™~ &, a"+d) que con probabilidad P=1I-& contiene al mejor valor (0
verdadero valor) de a se denomina intervalo de confianza del parametro a. La
probabilidad P=1-& se denomina coeficiente de confianza. Cuando &€ se expresa en
porcentaje (¢%=100/g) , se lo denomina el nivel de significacion. Es importante destacar
que estas definiciones no tienen aun caracter universal, pero las definiciones presentadas
aqui son las adoptadas por una fraccion importante de cientificos y tecnélogos. Para fijar
ideas imaginemos el siguiente ejemplo: supongamos que extraemos una muestra de
tamafio N de una poblacidn que suponemos tiene una distribucién normal de parametros m
y o desconocidos y cuyos valores deseamos determinar a partir del andlisis de la muestra.
Imaginemos que el valor medio muestral, <X>, y la desviacion estandar muestral, Sy,
vienen dadas por las expresiones (2.7) y (2.8) respectivamente y son desde luego
conocibles a partir de los datos muestrales. Nuestro objetivo primero es estimar el valor
medio poblacional m (en este caso si podemos hablar de verdadero valor de m). Si, como
supusimos, la poblacién madre tiene una distribucién normal, los estimadores <X>y Sy
tienen distribuciones normales (m, S, /~/N —1) y Chi-cuadrado con N-1 grados de libertad

respectivamente. Entonces se cumple que la variable:
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1=IN-1 [Eq;"mJ (F.23)

tiene una distribucion t-Student con N-1 grados de libertad. Por lo tanto si t, es un
parametro del intervalo de confianza asociado al coeficiente de confianza p, a través de la
distribucion de probabilidad #-Student, tenemos:

P[—tp <IN —1(<X>_’"J < th =1-L (F.24)

o0 lo que es equivalente,

P((<x>—tp D) <m<(<x>-t, wx)):l—lgo. (F.25)

donde hemos hecho uso de la relacion (2.10) entre Sy ox. Los valores (<x> - t,.0; ) Yy
(<x> + t,.0. ) definen un intervalo de confianza de 100-p para m. Por lo tanto si
afirmamos que el mejor valor de m estd comprendido en este intervalo, la probabilidad de
equivocarnos cuando hacemos esta afirmacion es de p%. Este valor de p se conoce con el
nombre de nivel de significacion. Cuando se trabaja con muestras grandes (N > 30) o0 con
muchos grados de libertad, es Util recordar que en este caso la distribucion ¢-Student se
aproxima muy bien con una curva normal y en este caso la relacion entre los valores
criticos #, y p son para t,=1, p%=31.73, para t,=2, p%=4.55, para t,=3, p%=0.27, etc. Este
ultimo ejemplo es similar al que cominmente encontramos en el caso de determinar el
mejor valor de un pardmetro que se ha medido N veces. También es claro que un analisis
similar podria hacerse para determinar los limites de confianza de o.

7 — Simulacion de resultados experimentales — Método de
Montecarlo

A menudo es util simular las caracteristicas de un experimento antes de llevarlo a
cabo. Esto no permite por ejemplo decidir el tamafio de los errores permitidos para
observar un dado efecto. La técnica de Montecarlo es un formalismo probabilistico para
generar numeros con una distribucion de probabilidad prefijada y que simulen los
resultados de una variable fisica. Dado que una familia muy amplia de programas
comerciales ya posee generadores de numeros aleatorios con distribuciones de
probabilidad preestablecida, la tares de realizar simulaciones de Montecarlo se ha
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facilitado grandemente. Para fijar ideas imaginemos que deseamos generar datos sintéticos

de un experimento en el que cada medicion dara como resultado la terna (x;, yi, , 4y;).
Supongamos ademas que la relacion esperada entre x e y es lineal, de la forma y = a.x + b.
Vamos a suponer que solo los valores de y tienen error (0 es el error dominante del
problema) con una distribucién normal cuya desviacion estandar esta caracterizada por un
parametro de dispersion disp% prefijado. También supondremos que los errores
experimentales tendran una distribucion estadistica que puede ser bien descripta por una
distribucion Chi-cuadrado con un nimero grande de grados de libertad y cuya magnitud
estd caracterizada por un error relativo porcentual de err%. Para hacer mas claro el
ejemplo en consideracion vamos a suponer que trabajamos con una planilla de calculo. En
la primera columna de la planilla debemos definir el rango de valores de x en los que
estamos interesados. En la segunda columna, introducimos los valores de y obtenidos a
través de la expresion analitica, con los valores de a y b que suponemos representativos
del problema en cuestion. A estos valores de y lo designamos como Yieor (=a.x+b).En la
tercera y cuarta columna calculamos los valores que van a caracterizar la dispersion de los
datos(4yseor Y 4yerr) dados por:

Bglisp%
100

rr% (F.26)
100 °

Ay teor = y teor

Ay err = y teor

Estas definiciones se proponen a modo de ejemplo y en cada caso particular se
pueden considerar otras caracterizaciones de la dispersiones y los errores de los datos.
Seguidamente procedemos a introducir el caracter aleatorio del experimento usando el
método de Montecarlo. Para ello, en dos nuevas columnas, usando la funcion de
generacion de numeros aleatorios de la planilla introducimos en la primera columna los
nameros rnd1 que los elegimos de modo tal que se distribuyan normalmente con media 0
y desviacion estandar 1, o sea N(0,1). En la otra columna introducimos los valores de los
nameros al azar rdn2 que suponemos que también tienen una distribucion N¢0,1). Con
estos valores ahora estamos en condiciones de definir los valores de los datos sintéticos

para la variables ysin: y sus errores correspondientes Aysint definidos como:

Vit = Ve T Dy, Ondl,

Ay, = ;(mdz v 20y, +1) =y, a2 +1)

Los valores de y y A4y asi obtenidos tienen las caracteristicas de dispersion
preestablecida (caracterizada por disp%) y errores caracterizados por err%. Esta Gltima
expresion para 4y, se basa en el hecho de que para el caso de muchos grados de libertad

(N > 30) la distribucion («/2 D(2 -V —1) es normal N(0,1). Esta técnica puede

generalizarse para reproducir y simular situaciones reales en forma rapida y econémica.

(F.27)
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=\ Usando la hoja de calculos Errores_SG.xls, (que puede obtenerse de http://wwuw.fisicarecrativa.com/ )
definir una funcién simple, por ejemplo un polinomio de segundo grado (y=ax’+bx+c) de coeficientes
conocidos, estos parametros definen el modelo original. Usando el modelo de Montecarlo indicado en la
hola de célculo, generar datos “sintéticos al azar y sus correspondientes errores”, de modo tal que el
tamarfio de los errores y la magnitud de la dispersion de los datos pueda regularse de manera controlada,
por ejemplo introduciendo un valor porcentual del error medio y la dispersién media. Seguidamente,
con el programa de su preferencia:

¢ Determinar los parametros que mejor ajustan los datos sintéticos y sus errores. Comparar
con los valores de los datos originales.

¢ Para cada uno de los parametros del modelo obtenidos, realizar un gréfico de x° versus el
mismo. Obtener de esta figura las incertezas de cada uno de estos parametros. Comparar
con los obtenidos con el programa de ajuste usado y los valores de los parametros del
modelo original. ¢) Para por lo menos dos parametros de modelo, comparar graficamente
los datos sintéticos con sus correspondientes errores con los ajustes obtenidos usando los
parametros que minimizan x° y los ajustes asociados al parametro variando su valor por
su incerteza obtenida segun la Fig. F.2.
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