Actividad xx — Determinacion de resistividades —
Efecto piel en conductores.

Método de las cuatro puntas o método de Kelvin

Objetivo

Determinacion experimental de la resistividad (o conductividad) de diversas
muestras en distintas geometrias. Introduccion a la técnica de cuatro puntas para medir
resistividades. Estudio experimental del efecto piel (skin effect) en conductores de
corrientes, este efecto produce que cuando por un conductor circula una corriente alterna
la densidad de corriente no es uniforme, sino que es mayor el los bordes del mismo.

Introduccion

La determinacion de la resistividad o conductividad de una muestra es de gran
utilidad en muchos experimentos. Generalmente estamos interesados en investigar como
varia la conductividad en funcién de algiin otro parametro, por ejemplo la temperatura, la
frecuencia, etc. Para medir una resistencia de valores intermedio (entre unas decenas de
Ohms (£2) a unos pocos ML2 tal vez lo mas simple es usar un multimetro (Ohmetro) y
conectar como se indica en la figura xx.1.

Rcable

Ohmetro

R ,cable

Figura xx.1 Determinacion de la resistencia de una muestra usando un Ohmetro o
Multimetro. La resistencia de interés es R sin embargo lo que mide el Ohmetro es
R-+R ’cuble+Rcable~

La resistencia de interés es R, pero lo que mide el Ohmetro es la suma de:
R+R’ upretReapie=R solo si R>> R’ .ypietReanie- Desde luego, esta situacion solo se da en los
casos mas simples. En general para medir una resistencia, sera necesario tener en cuenta
tanto las resistencias de los cables como los potenciales de contacto que pueden estar
presentes al poner en contacto dos metales distintos. Estos potenciales de contactos son
comunes en las uniones. Este método de medicion de resistencia se denomina método a
dos puntas.

Método de las cuatro puntas o método de Kelvin

Este método, ilustrado esquematicamente en la figura xx.2, hace uso de dos circuitos
vinculados. Por un circuito se hace circular la corriente (circuito exterior en la figura).
Como los voltimetros modernos tienen altas resistencias internas, por el circuito de
medicion de la tension (circuito interior de la figura) practicamente no circula corriente.
La tension medida sera en este caso:
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Vi=eg,+1"-R—¢g, (xx.1)
El superindice (+) indica que la corriente circula como se indica en la figura (xx.2).
Usamos el superindice (-) cuando la direccion de la corriente se invierte, invirtiendo la
fuente, pero sin alterar el resto del circuito. En este caso la tension medida por el
voltimetro sera:

V-=¢,-1 -R—¢g, (xx.2)
Amperimetro I 7
(=
€A

Voltimetro
R

R cable

r

Figura xx.2 Determinacion de la resistencia de una muestra usando el método de
las cuatro puntas. Notese que como los voltimetros en general tiene alta resistencia
(Ryoltimetro >10 MQ) practicamente toda la corriente circula por el circuito exterior y
no hay caida de tension en R ,pje.

Restando las ecuaciones (xx.1) y (xx.2) tenemos:

vi-v =lrr+r|r. (xx.3)
Por lo tanto, invirtiendo el sentido de circulacion de la corriente y tomando la diferencia
de los potenciales medidos, podemos anular el efecto de los potenciales de contacto. Mas
especificamente tenemos:
R= u (xx. 4)
I+1

Vemos asi que el método de las cuatro puntas nos permite eliminar simultdneamente el

efecto de las resistencias de los cables y contactos como asi también los potenciales de

contacto. Al aplicar la expresion (29.12) a un caso concreto, analice criticamente los

signos que utiliza para Iy V*. En el caso de las Ec.(xx.1) y (xx.2) hemos supuesto que el

signo de /™ es siempre positivo, de alli el cambio de signo en los término que contienen /7,
A . .

pero que el valor de J” si cambia en las Ec.(xx.1) y (xx.2).

En muchos casos de interés practico, la fuente de alimentacion del circuito (externo) es
alterna (AC). En este caso es conveniente realizar la medicion de tension usando un
instrumento que filtre las componentes de continua (DC). Muchos instrumentos poseen la
opcidon de activar este modo de medicion, por ejemplo los osciloscopios, multimetros,
Lock-in Amplifiers, etc. Si se mide la tension en modo AC, la ecuacién (xx.1) se
transforma en:
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yA©=1.R, (xx.5)
ya que en este modo los potenciales de contacto (DC) son filtrados automaticamente por el
instrumento medidor. Por lo tanto en este caso es posible simplificar el método de
medicion a cuatro puntas.

Muestra unidimensional

En este caso imaginamos un alambre de area transversal 4. La diferencia de potencial
entre dos puntos separados una distancia s sera:

s
AV=Ip —, XX.0
P (xx.6)
empleando Ecs. (xx.4) y (xx.5) tenemos:
Ve-v- e
p:(A/S)(AV/I):(A/S)F_I:(A/S)[AC, (XX.7)

segun se use una fuente DC o AC respectivamente. En cualquier caso, es importante que
la geometria del alambre sea bien conocida, es decir que los valores de 4 y L se puedan
medir con incertidumbres pequeiias.

En este caso, la distancia s entre los electrodos de medicion y el area transversal 4 del
alambre son importantes.

Meétodo e medicion a dos puntas

RS

-

M¢étodo e medicion a cuatro puntas

Figura xx.3 Ilustracion de los métodos de medicion de resistencia a dos y cuatro
puntas respectivamente. Notese que solo algunos instrumentos especiales poseen un
arreglo para medir a cuatro puntas directamente (cuadro de la derecha). Sin embargo,
siempre es posible diseflar un arreglo con instrumentos convencionales, como se
ilustra en la figura xx.2, para realizar la medicion a cuatro puntas.

Determinacion de la resistividad de una muestra bidimensional

Imaginemos una muestra de material conductor plana, de extension infinita, cuyo espesor
es t 'y su resistividad es p como se indica en la figura xx.4. Supongamos que en un punto
de la muestra se inyecta una corriente /. Por simetria podemos imaginar que la corriente se
distribuye uniformemente en todas las direcciones de la muestra, para terminar en el
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infinito. De este modo la diferencia de potencial entre dos puntos separados una distancia
dr sobre el borde, y a una distancia » del punto de inyeccion sera:
p dr
t2r

dV'=1-0R =

(xx.8)

V(r) acl( p/2m).In(1/r)

dV’=I 6R
=[. pdr/(2nt.r)

Figura xx.4 Variacion del potencial en una muestra plana de extension infinita y
espesor f, por la que se inyecta una corriente / por un punto. dV’ representa la
diferencia de potencial entre dos puntos separados una distancia dr, debido sélo a la
corriente inyectada /. V'(r) es el potencial generado por la corriente inyectada
solamente.

La diferencia de potencial entre dos puntos que estan a una distancia a y b respectivamente
del punto de inyeccion sera:

AV @b)y=1—P ). (xx.9)
t-2r a

Si las distancias entre el punto de inyeccion y los puntos de medicion son las mismas,

como se muestra en la figura xx.5, o sea si: a=s y b=2s, entonces b/a=2. Si ademds por un

segundo punto de la muestra distanciado del punto de inyeccion por una distancia 3s como

se ilustra en la figura xx.4, se extrae la misma corriente /7, por el principio de superposicion

tenemos:

AV(ap)=1-L (). (xx.10)
t-

A

Figura xx.5 Cuatro electrodos separados por la misma distancia s sobre una muestra
plana de espesor ¢, con s>>t.
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Por lo tanto, en una geometria plana y con electrodos equidistantes y separados una
distancia s>>¢, como se ilustra en la figura xx.5, la resistividad de la muestra puede
extraerse de la medicion de la corriente de inyeccion / y la medicion de la diferencia de
potencial AV, como p = [7z -t/ ln(2)]- (AV/I ) Notese que la distancia s no interviene en el
calculo de p, aunque debe cumplirse que s>>¢ para que valga la suposicion de geometria

plana. Otra condicion implicita en este método es que las dimensiones de la paca plana,
caracterizada por la longitud d, sea mucho mayor que la distancia entre los electrodos. Si

no se cumple con d>>s, debe usarse un coeficiente de correccion por dimension finita."*?
En este caso la resistividad se calcula por:
V4 AV (a,b)
=f- ot —. xx.11
P ﬁlmm / (xx.11)

Con el coeficiente de correccion f; dado por el siguiente grafico.'” Similarmente, si la

muestra no es muy delgada, es decir si no se cumple s>> es necesario introducir una correccion
. 1

analoga.
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Figura xx.6 Coeficiente de correccion por muestra finita, cuando no se cumple que la
dimensioén d de la muestra es mucho mayor que la distancia entre electrodos s.'*

Muestra tridimensional grande (Bulk sample)

El método de las cuatro puntas también puede usarse para estimar la resistividad de una
muestra tridimensional grande. Este es el caso en que las dimensiones de la muestra son
mucho mayor de la separacion entre los electrodos. Un ejemplo seria la medicion de la
conductividad de una region del suelo. Para justificar las expresiones a utilizar,
consideramos primero el caso de una corriente / que se inyecta a una muestra
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tridimensional, similar al caso ilustrado en la figura xx.6. En estas condiciones, dado el
caracter tridimensional del problema, la diferencia de potencial entre dos puntos
adyacentes y separados una distancia infinitesimal dr sera:

av'=1-oR=1. 2.9 (xx.12)
27

; dV=L SR

V'(r) ocL( p/27)(1/r) =1 p.dr/(27m1’)

dr

Figura xx.7 Variacion del potencial en una muestra tridimensional semi-infinita, por
la que se inyecta una corriente / por un punto de su superficie. dV" representa la
diferencia de potencial en dos puntos separados una distancia dr, debido sélo a la
corriente inyectada /.

de nuevo el tilde (prima) indica la diferencia de potencial debida sélo a la corriente
inyectada. La diferencia de potencial entre dos electrodos a distancias a=s y b=2s
respectivamente del punto de inyeccion, similar al caso de la figura xx.6 sera:
I 1 1
AV(aby=1-L .- H=1.P .~ (xx.13)
27 a b 4 s
Si de nuevo usamos una geometria para los electrodos, similar al de la figura xx.6, es decir
los cuatro electrodos alineados y separados por una distancia s. Usando superposicion
tenemos:

AV =121 obien p=27-5-(AV/I). (xx.14)
Y/

este arreglo para medir resistividades también se conoce como el método de Wenner de
los cuatro electrodos.® (four-electrode Wenner array). Este tipo de método se usa en
experiencia de geofisica para medir la resistividad de la Tierra y conocer a que
profundidad se encuentra una capa diferente por ejemplo agua.’

Método de las cuatro puntas de van der Pauw- Transresistencias

En muchos caso de interés practico no es util o posible usar una distribucion de electrodos
equidistantes como se discutié anteriormente. Consideremos el caso de una muestra plana
semi-infinita como se ilustra en la figura xx.8.

Segﬁnsvimos antes, la diferencia de potencial entre los puntos B y C se puede escribir
como:
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e B 1)

T
;P .ln{(a+b)(b+c)}
t

, (xx.14)

a.c

Transformacion

Conforme
Figura xx.8 A) Variacion del potencial en una muestra plana semi-infinita de espesor
t, por la que se inyecta una corriente / por el punto 4 y se extrae la misma corriente
desde el punto D. Los electrodos de medicion se conectan a los punto B 'y C. B) Por
una transformacion conforme®, la region semi-infinita de la izquierda se transforma en
la region cerrada de la derecha.

De modo similar, la diferencia de potencial entre D y C, debida a la corriente que pasa
entre A y B seré:

AV(D,C)=1,, "D~ln{(a+b)(b+c)] (xx.15)
Tt b(a+b+c)

Si la corriente se inyecta entre los puntos B y C, la diferencia de potencial entre D y A
sera:

AV(D,A)=1,, - ;t .m[(“ ”?S’ * C)} . (xx.16)

Se definen la transresitencia R45 cp como el cociente entre la diferencia de tension CD y la
corriente que circula por los puntos AB. Por lo tanto de (xx.15) y (xx.16) tenemos:

R =
ABCD I, 7t | bla+b+c)

AV(D,C) _ p 1n{(a +b)(b+ c)} o _r 1n[(a +b)(b+ c)} (x17)
' t ac
Es facil probar que se cumple:’ a-(a+b+c)+ca=(a+b)-(b+c). Otra forma de

interpretar R4 cp es como la diferencia de potencial entre los puntos C y D cuando por los
puntos A y B para una corriente unitaria. Se puede probar que:’

RAB,CD = RCD,AB > RBC,DA = RDA,BC ’
R Rppacs Y Rupep ¥ Rypcps + Rycpp = 0. (xx.18)

AC.BD =

Si combinamos las dos expresiones (xx.17) de modo de eliminar todas las distancias,
obtenemos:>”’

expl—;z-t-RAB’CD/pJJr expl—;z-t-RBC’DA/pjz 1| (xx.19)
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Esta expresion la obtuvimos para un borde recto de una region semi-infinita como el de la
figura xx.8A). Notese sin embargo que las relaciones (xx.18) y (xx.17) no dependen de las
dimensiones geométricas de la muestra, sino solo de las transresistencias (diferencias de
potenciales), el espesor de la muestra y la resistividad del medio. Van der Pauw, usando
las técnicas de transformacion conforme,®’ probod que esta expresion es valida para
cualquier region plana en forma de disco, como la que se muestra en la figura xx.8B).
Esta expresion es de mucha utilidad practica para determinar resistividades.

Un argumento heuristico que hace plausible estas relaciones se basa en el hecho que
siempre es posible, mediante una transformacion conforme, establecer una conexion
biunivoca entre un semi-plano como el ilustrado a la izquierda de la figura xx.8 y la
region cerrada a la derecha de dicha figura. Como sabemos, una transformacion conforme
preserva la solucion de Laplace y las condiciones de borde para una region bi-
dimensional. Por lo tanto es de esperar que las relaciones asociada al potencial, que vales
en el problema del semi-plano superior de la figura xx.8, sigan valiendo en la solucion
obtenida después de la transformacion. Por lo tanto es razonable esperar que las relaciones
(xx.17) y (xx.18) sean validas para una region plana compacta general.”

Proyecto 1.- Determinacion de la resistividad de una muestra de
cobre o aluminio

Equipamiento recomendado: Muestras metdlicas planas de Cu, Al, o algin otro metal
puro de interés. Dos multimetros, una fuente de tension o corriente DC y otra AC.

Para este proyecto se requieren muestras de algunos metales puros (= 99% de pureza) de
modo de comparar facilmente los valores medidos con los tabulados para el mismo
material. Construya un circuito similar al indicado en la figura xx.2.

»  Recorte la muestra de modo que se cumplan las hipétesis del método desarrollado
para muestras planas.

»  Conecte los electrodos de inyeccion de corriente y de medicion de tension
alineados y equidistantes.

»  Use una fuente de DC con una resistencia limitadora de corriente en serie, S0Q
@ 5 W puede ser adecuado, de este modo se podra hacer circular una corriente
de hasta 100 mA. Si la resistencia entre los puntos de medicion es de alguno m.(2,
esperamos medir tensiones del orden de unas centenas de V. Por lo tanto elija el
rango apropiado en su multimetro para medir estas tensiones y las corrientes
correspondientes.

»  Varie el sentido de la corriente e investigue si la tensién medida cambie
significativamente. Explique sus resultados.

»  Conociendo el espesor de la muestra, determine el valor de la resistividad del
material y estime sus errores.

» Discuta el grado de acuerdo encontrado con los valores de tablas
correspondientes.
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Proyecto 2.- Variacion de la resistencia de un alambre con la
frecuencia usando un Lock-in Amplifier

Equipamiento recomendado: Un alambre de cobre de 1 a 3 mm de didmetro y unos 30 a 40 cm
de largo. Un osciloscopio de dos canales de 20Mhz o mas rapido. Un generador de funciones y un
amplificador Lock-in

Este proyecto se pretende estudiar experimentalmente la variacion de la resistencia de un
alambre conductor por el que circula una corriente alterna de frecuencia variable.

Consideraciones teodricas: Las ecuaciones de Maxwell para un medio material nos
permiten escribir la ecuacion de onda para medio conductor como:**'°
OE O°E
VZE — O, - 87 + ILIOIU’,KEO ? =0 , (XX20)
t

donde o es conductividad del medio y K su constante dieléctrica. Para el caso de campos
alternos de la forma:

E(r,t) = E(r)exp(—jwt) (xx.21)

las expresion (xx.20) se reduce a:

2
V2E(r) + [4’”2”( + j;j E(r)=0 (xx.22)
con
2 c’
§’=—° _enSl y &%= en CGS. (xx.23)
O o, @ 270 fopt, @

En esta seccion usaremos j =-/—1, para no confundir la unidad compleja con la

corriente. El pardmetro & tiene dimensiones de longitud y se conoce como longitud de
penetracion. En la ecuacién (xx.22), el primer término dentro del paréntesis es
consecuencia de la corriente de desplazamiento, mientras que el segundo esta relacionado
con las corrientes de conduccion. Si consideramos el caso cuasiestacionario, es decir el
caso en que las dimensiones del sistema de interés son tales que su longitud caracteristica
£ es mucho menos que la longitud de onda A del campo electromagnético, es decir:

A= 2mc >> 0, (xx.24)
1)

tenemos que el primer término dentro del paréntesis de la ecuacion (xx.22), asociado con
la corriente de desplazamiento es despreciable frente al término asociado a la corriente de
conduccion, por lo tanto la expresion (xx.22) se reduce a:

VZE(r)+j522'E(r)=O. (xx.25)

Usando la ecuacion constitutiva: J = o - £, donde J es la densidad de corriente, tenemos
que:

V2J(r)+ j;z -J(r)=0. (xx.26)

Estas ecuaciones, junto a las condiciones de contorno:
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B, =B, . B/t =By 1y, (xx.27)

nl

_ Incondueor _ 0, (xx.28)
conductor
donde los subindices ¢ y n representan las componentes tangenciales y normales a la
superficie del metal. El subindice (2) hace referencia al material conductor y el subindice
(1) al aire o vacio. Las ecuaciones (xx.25) y (xx.26) son el punto de partida para encontrar
los campos electromagnéticos en una gran cantidad de casos de interés. La expresion
(xx.28) estd asociada al hecho que las corrientes, por continuidad, no puede tener
componente perpendicular al conductor, ya que al ser el medio circundante (aire o vacio)
no conductor (0;=0), no hay corrientes en el mismo.
Para campos electromagnéticos de frecuencias de 1 Mhz, la longitud de onda es A =~ 300m.
Por lo tanto para sistemas cuyas dimensiones son del orden del metro, la aproximacion
cuasiestacionaria es en general adecuada para campos de frecuencias iguales o menores
que algunos Mhz.
Consideremos un conductor cilindrico homogéneo de radio a y longitud L>>a, por el que
circula una corriente:

E

n,conductor

. ot

i(t)y=1,-e’" (xx.29)
En este caso suponemos el cilindro orientado en la direccion z como muestra la Figura
xx.8. De este modo, la densidad de corriente en el mismo tendra solo componente z, es

decir J =J(r) -k, donde suponemos que la componente z de la corriente puede tener

una dependencia en r, por la simetria del problema esta es la tinica dependencia esperada,
ya que el problema tiene simetria cilindrica (a lo largo de z) .

Segun (xx.24), usando coordenadas cilindricas, J(r) satisface la ecuacion:

2 1d 2
VIR + - Jr)=—— )+ j—-J(r) =0. 30
()152 ()rdr(()) J (r) (xx.30)
o bien:
d> 1d 2.2
ﬁ_'_;;_'_k 'J(V):OCOI’Ik =]?=]-m (xx.31)
con:
m* =y O-@O. Yy k:jl/zm (xx.32)
La solucion J(r)debe satisfacer la condicion:
l,=2x J.J(r)rzdr. (xx.33)
r=0

La ecuacion (xx.31) es una ecuacion diferencial de Bessel cuya solucion, con la condicion
de ser regular en el origen es:

J(r)y=A4-J,(kr) (xx.34)
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Flg ura xX.9. Alambre cilindrico alineado en la direccién del eje z.

Aplicando la condicion (xx.33) podemos determinar A, la solucion es:**!'%!!12
2/mat,(j* *ma
I, = 1Y ). A (xx.35)
0 :3/2
jlm

de modo que:

1

J(r)= 0 - Jo (G mr) (xx.36)

27ra - ‘Jl (jmma)

En el caso limite de bajas frecuencias, o sea cuando vale a/0<<1, se pude probar que:

4
J(r) < Constante -| 1 + S . (xx.37)
20
En el limite de altas frecuencias tenemos (a/d >>1) y vale:
J(r) oc Constante - [Exp(;ﬂ (xx.38)

En ambos casos vemos que la corriente se incrementa a medida que nos acercamos a la
superficie (efecto piel). La distancia de penetracion esta dada precisamente por el
parametro 6. A partir de estas relaciones es posible obtener la resistencia del alambre
como funcion de la frecuencia, el resultado para limite de bajas frecuencias: a/d<<I es:'?

L 0’7’ 1( a !
R(Cl))z(o_ﬁazj[l‘i‘ 192 :|=R0[1+3(25] :| (XX39)
y
ML | o’t’
L(w) ~( . j [l 134 } (xx.40)

donde r=opa” y L() es la componente imaginaria de la impedancia compleja asociada al
alambre conductor.

Una aproximacion mejor de R(w) se puede obtener tomando mas términos del desarrollo
completo, un resultado util que extiende el de la expresion (xx.39) es:'!
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B 4
l+g} si ¢<1

i 3
R(@)=R,x{[0997-£+0277] si 15<&<10° (xx.41)
g+—+i si &210
4 64¢

con g=a/250bien & =a’-ouum/4.

Lock-in amplifier Cables de
contacto
h V retorcidos

Cilindro de
cobre

Generador de
Funciones

Figura xx.10. Circuito para determinar la variacion de la resistencia compleja de un alambre
conductor

Experimento:

v Usando el circuito descripto en la Figura xx.10, estudie experimentalmente la
variacion de la impedancia compleja Z(@w)=R(w)+jL(w) en funcion de la frecuencia
aplicada.

v Construya un grafico del R(w), (R(w)—Ry)/Ryy L(w)como funcion de la frecuencia
en escala lineal y logaritmica. En los mismos graficos incluya las predicciones del
modelo (xx.39), (xx.40)y (xx.41).

v" (Qué puede concluir respecto de la bondad del modelo propuesto? Discuta el
comportamiento del modelo para bajas (a/0<<1I) y altas frecuencias (a/6 >1). ;Coémo

explica cualitativamente el comportamiento a altas frecuencias?
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